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Abstract. We study the source bundles of holomorphic sprays on projective-space
bundles. Let p : X → B be a holomorphic Pn-bundle between connected smooth
compact Kähler manifolds, with n ≥ 2. We prove that a dominating relative spray,
defined near the entire zero section and having source rank at most n+1, has source
the relative Euler bundle and, after a bundle isomorphism, is the canonical Euler
spray as a germ. This germ has an unavoidable indeterminacy at the negative
identity section. Consequently the minimum local rank is n + 1, whereas every
global dominating relative spray has rank at least n+ 2. The argument combines
the obstruction to a holomorphic affine connection, extension classes, vanishing
of higher vertical jets, and descent along p. For P2 the minimum global rank is
therefore four. We distinguish this source-bundle obstruction from the existence
results of Oka theory and give a dated audit of the relevant literature. Novelty is
asserted only relative to the sources inspected; no new implication from rational
connectedness to the Oka property is claimed.

This note was generated by ChatGPT 6. Iwai has NOT verified any of its math-
ematical content. It may therefore contain mathematical errors and should be read
with caution. A Japanese version is provided below.

1. Introduction

Known. Complex homogeneous manifolds, in particular projective spaces and flag
manifolds, are elliptic and hence Oka. The existence of a spray on these manifolds
is classical [18, 10, 11]. The recent theorem of Forstnerič–Lárusson identifies the
Oka property with ellipticity for projective manifolds [15, Theorem 1.1]. Existence
does not, however, specify which vector bundle can serve as the source, or whether
a given local spray can be extended on that same source. Their Problem 3.2 asks
which source bundles admit local dominating sprays; their Proposition 3.3 gives a
homogeneity obstruction when the source is globally generated.
New contribution and its qualification. Theorem 4.1 classifies all dominating relative
spray germs of rank at most n+ 1 on a Pn-bundle, n ≥ 2, including bundles which
are not presented as projectivizations of vector bundles on the base. It also proves
their nonextendability on the same source. The conclusion concerns the simultane-
ous classification of the source and all higher jets, rather than the already known
ellipticity of Pn. In particular it separates minimum local rank from minimum global
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rank. We have not found this statement in the literature after checking the sources
and searches recorded in Section 10. This is a bounded novelty assessment, not a
guarantee of priority. The proofs below are supplied in full, and do not depend on
that assessment.
Method. An identity-differential spray on a tangent bundle would induce a holo-
morphic affine connection. On projective space this is impossible. An extension
calculation then forces every rank-n+1 source to be the Euler bundle. The vanish-
ing

H0
(
Pn, TPn(−k)

)
= 0 (k ≥ 2)

forces every higher vertical Taylor coefficient of a difference of sprays to vanish. In
families, the kernel line bundle descends to the base and its extension class trivi-
alizes that descent. Finally an explicit two-direction limit detects the obstruction
to extension. Neither a deformation of rational curves nor an Oka approximation
theorem constructs these constrained germs.

The focus emerged from an audit of positivity and flexibility. Fano manifolds
with nef tangent bundle are natural targets, but their Oka property is not settled
here. Projective space, a basic such manifold, already shows that positivity and
a dominating differential do not authorize arbitrary global integration on a pre-
scribed source. The relative theorem makes this issue applicable to projective-space
contractions and bundles without imposing the Campana–Peternell conjecture.

2. Oka notions and the meaning of a local spray

All manifolds and vector bundles in this paper are smooth complex analytic ob-
jects unless algebraicity is explicitly stated. A neighbourhood of a compact set is
an unspecified open neighbourhood. Fix any distance inducing the topology of a
target manifold.

Definition 2.1. Let p : X → B be a holomorphic submersion and π : E → X a
holomorphic vector bundle. A local relative spray is a holomorphic map s : U → X,
where U ⊂ E is an open neighbourhood of the entire zero section, such that

s(0x) = x, p ◦ s = p ◦ π.
Its vertical differential is the bundle map

φs : E −→ TX/B, (φs)x = ds0x|Ex
.

The spray is dominating if φs is surjective. It is global if U = E. Two local sprays
define the same germ if they agree on some neighbourhood of the entire zero section.
For B a point these are absolute sprays.

Here “local” restricts the fibre variables, not the set of base points x ∈ X. It must
not be confused with an algebraic spray defined only over a Zariski open subset of
X. A global holomorphic spray need not be an algebraic morphism.

Definition 2.2. A complex manifold Y is elliptic if it admits one global dominating
spray. It is subelliptic if finitely many global sprays have differential images whose
sum is TyY at every y. It is Oka if it has the convex approximation property:
for every m, every compact convex K ⊂ Cm, and every holomorphic map from a
neighbourhood of K to Y , entire maps Cm → Y approximate it uniformly on K.
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This is equivalent to the usual Oka principles with approximation and interpolation
[10].

The condition hP (Y ) means that every continuous map from every Stein manifold
to Y is homotopic to a holomorphic map. It specifies neither approximation nor
interpolation. A d-dimensional Y is dominable if a holomorphic map Cd → Y has
surjective differential somewhere, and strongly dominable if such a map can be chosen
through every point of Y .

Definition 2.3. A manifold Y is Oka-1 if the following holds. For an open Riemann
surface R, a Runge compact K ⊂ R, a closed discrete sequence (aj), a continuous
f : R → Y holomorphic near K ∪ {aj}, ε > 0, and positive integers kj, there is a
holomorphic F : R → Y , homotopic to f , with

sup
K

d(F, f) < ε, jkjajF = jkjaj f for every j.

A smooth algebraic Y is aOka-1 if the analogous assertion holds with R a smooth
affine algebraic curve, a finite interpolation set A ⊂ K, a common finite jet order,
and F an algebraic morphism [1, 14]. The initial map f is still continuous and
holomorphic near K.

For completeness, LSAP is an approximation condition on sprays of maps from
discs, not the existence of a spray in Definition 2.1. A special pair D ⊂ D′ consists
of compact discs with piecewise smooth boundary, with D′ \D̊ a disc attached along
an arc. LSAP at y ∈ Y asks for a neighbourhood V of y such that each holomorphic
F : D × BN → V can, for some r ∈ (0, 1), be approximated uniformly on D × rBN

by holomorphic maps D′ × rBN → Y . The maps are understood to be holomorphic
on neighbourhoods in the disc variable [14, Definitions 5.1–5.2].

The implications used for orientation are
elliptic =⇒ subelliptic =⇒ Oka =⇒ LSAP =⇒ Oka-1,

as well as Oka ⇒ hP and Oka ⇒ strong dominability. The algebraic statement
aOka-1 ⇒ Oka-1 is distinct. No reverse arrow is assumed. An Oka map is a holo-
morphic map which is a Serre fibration and satisfies the parametric Oka property for
liftings; holomorphic fibre bundles with Oka fibre are standard examples. Kusak-
abe’s elliptic characterizations use sprays over Stein sources and must not be read as
an unrestricted equivalence between Oka and Gromov elliptic [22, 23]. The algebraic
equivalence of ellipticity and subellipticity in [21] has its stated algebraic scope.

3. Geometric background and the relative Euler bundle

3.1. Positivity and structure. A vector bundle V is nef when OP(V ∗)(1) is nef,
with projectivization interpreted as lines; X is Fano when it is smooth projective
and −KX is ample. A CP-manifold is Fano with nef TX . The assertion that every
CP-manifold is rational homogeneous remains a conjecture in the generality at issue
[6, 9]. Nefness does not mean global generation.

For a smooth projective manifold, the MRC quotient has rationally connected
general fibres and non-uniruled base, after making the usual birational choices. It
need not be a holomorphic fibre bundle. Positivity structure theorems, including
those of Hosono–Iwai–Matsumura and Iwai–Matsumura–Zhong, require their exact
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positivity, smoothness or singularity, and projectivity hypotheses [19, 20]. Compact
Kähler extensions for pseudo-effective tangent bundles use specified analytic positiv-
ity notions [24]. Results on locally constant fibrations impose additional curvature
hypotheses [25]. None of these results alone supplies the global fibrewise spray on a
prescribed bundle required here. We use an actual holomorphic Pn-bundle, not an
arbitrary MRC fibration or smooth rationally connected morphism.

3.2. The Euler bundle without a chosen vector-bundle lift. Write V0 = Cn+1

and let P(V0) parametrize lines. At a line ` ⊂ V0 put
A` = Hom(`, V0), ι` : ` ↪→ V0.

The Euler sequence is
(3.1) 0 −→ OPn

ι−→ A = OPn(1)⊕(n+1) q−→ TPn −→ 0,

where q` is composition with V0 → V0/`. An element g ∈ GL(V0) acts on A by
(`, u) 7−→

(
g`, g ◦ u ◦ (g|`)−1

)
.

A scalar matrix acts trivially. Thus A, its identity section, and its quotient map are
PGL(V0)-equivariant.

If p : X → B is any holomorphic Pn-bundle, its transition maps take values in
PGL(V0). The preceding equivariance glues the Euler sequence to

(3.2) 0 −→ OX
ι−→ Ap

q−→ TX/B −→ 0.

We call Ap the relative Euler bundle. If X = P(V ) for a vector bundle V → B, it
equals S∗⊗p∗V , where S is the tautological line. The equivariant construction does
not require such a V to exist.

The formula
(3.3) Sp(`, u) = (ι` + u)(`)

defines a holomorphic relative map on Ap \ σ(X), where σ(x) = −ιx. Indeed a
nonzero map from a line has a one-dimensional image, and it is zero precisely at
u = −ι`. The formula is equivariant, sends 0` to `, and has vertical differential q. It
is therefore a local dominating relative spray over all of X.

4. Main theorem

Theorem 4.1 (Minimal relative sprays and nonextension). Let p : X → B be a
holomorphic fibre bundle with fibre Pn, where n ≥ 2 and X,B are connected smooth
compact Kähler manifolds. Let E → X be a holomorphic vector bundle and let s be
a local dominating relative spray on E.

(1) If rkE ≤ n + 1, then rkE = n + 1. There is a holomorphic bundle isomor-
phism Ψ : E → Ap over X such that

q ◦Ψ = φs, s = Sp ◦Ψ as germs along the zero section.
(2) A germ as in (1) has no holomorphic extension to all of E, even if the

putative extension is not required to be a relative spray.
(3) The minimum rank of a local dominating relative spray is n+1. Every global

dominating relative spray has rank at least n+ 2.
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Remark 4.2. The proof works, unchanged, for a holomorphic Pn-bundle over any
connected complex manifold. The displayed compact Kähler hypotheses specify the
geometric setting of the paper; the properness needed below already follows from
being a Pn-bundle. The lower bound concerns relative sprays. It is not a bound for
absolute sprays on X that move the base point in B.

5. Proof of the main theorem

5.1. The tangent-source obstruction.

Lemma 5.1. If a complex manifold Y admits a local spray on TY whose vertical
differential is the identity, then TY has a torsion-free holomorphic affine connection.
Consequently Pn, n ≥ 1, has no such spray. Moreover, the differential of a local
dominating spray on Pn cannot admit a holomorphic right inverse.

Proof. In local coordinates z, with tangent coordinate v, write
si(z, v) = z + v + 1

2
Bi(z)(v, v) +O(|v|3),

where Bi is holomorphic and symmetric bilinear. For a change of coordinates y =
f(z) the tangent variable becomes w = Df(z)v. Expanding f(si(z, v)) to order two
gives
(5.1) Bj(f(z))(Df(z)v,Df(z)v) = Df(z)Bi(z)(v, v) +D2f(z)(v, v).

Set Γi = −Bi. Equation (5.1), polarized in the two tangent arguments, is exactly
the transformation rule for the Christoffel coefficients of a connection: the D2f term
is cancelled when differentiating a transformed vector field. Explicitly,

(∇UV )i = dVi(Ui) + Γi(Ui, Vi)

transforms by Df , satisfies the Leibniz rule, and is torsion-free because Γi is sym-
metric. This proves the first assertion directly; the general connection framework is
discussed in [2].

For Y = Pn, the induced determinant connection would be a holomorphic con-
nection on detTY = O(n + 1). Pull it back to a projective line. A holomorphic
line-bundle connection on P1 is flat, since its curvature is a holomorphic two-form.
Parallel transport on the simply connected P1 then trivializes the line bundle, so its
degree is zero. This contradicts degOP1(n+ 1) = n+ 1.

Finally, if φ : E → TPn had a holomorphic right inverse j, the composite s ◦ j
would be defined near the zero section of TPn and have vertical differential φj = id.
This is the already excluded case. �

5.2. Cohomology and extensions on a fibre.

Lemma 5.2. For n ≥ 2 and a ∈ Z,

(5.2) H1(Pn,Ω1
Pn(a)) =

{
C, a = 0,

0, a 6= 0.

For every k ≥ 2,
(5.3) H0(Pn, TPn(−k)) = 0.
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Proof. The line-bundle cohomology of projective space gives H1(Pn,O(a)) = 0 for
all a when n ≥ 2; one may use [27, Lemma 30.8.1] and GAGA [26]. In the twisted
cotangent Euler sequence

0 −→ Ω1(a) −→ O(a− 1)⊕(n+1) −→ O(a) −→ 0,

the desired H1 is therefore the cokernel of the map on H0. For a < 0 both spaces
of sections are zero. For a = 0 they are respectively zero and C. For a ≥ 1 the map
sends (Pi) to

∑
xiPi, which is onto because every degree-a monomial is divisible by

some xi. This proves (5.2).
Twisting (3.1) by O(−k) gives

0 −→ O(−k) −→ O(1− k)⊕(n+1) −→ TPn(−k) −→ 0.

For k ≥ 2 the middle H0 and the first H1 vanish, proving (5.3). �

Lemma 5.3. If s is a local dominating spray on a rank-r holomorphic bundle
E → Pn, where n ≥ 2 and r ≤ n+ 1, then r = n+ 1 and its differential fits, after a
bundle isomorphism, into the Euler sequence (3.1).

Proof. Surjectivity gives r ≥ n. If r = n, the differential is a bundle isomorphism,
contradicting Lemma 5.1. For r = n + 1, its kernel is a line bundle and hence is
O(a) for some a ∈ Z. The resulting extension is classified by

Ext1(TPn ,O(a)) = H1(Pn,Ω1
Pn(a)).

If a 6= 0, Lemma 5.2 forces a split extension, which is excluded by Lemma 5.1. For
a = 0 the extension class must be nonzero. The Euler class is nonzero: a split
Euler sequence would have h0(A∗) ≥ h0(O) = 1, whereas A∗ = O(−1)⊕(n+1) has no
sections. Since the extension space is one-dimensional, rescaling the identification of
the kernel with O makes the two extension classes equal. Equivalence of extensions
gives an isomorphism E → A inducing the identity on the quotient TPn . �

5.3. Rigidity of higher vertical jets.

Lemma 5.4. Let E → X be a holomorphic vector bundle and p : X → B a
holomorphic submersion. Suppose

H0
(
X,Hom(Symk E, TX/B)

)
= 0 for every k ≥ 2.

Two local relative sprays on E having the same vertical differential agree as germs
along the zero section.

Proof. Their values at zero and their first vertical jets agree by assumption. Suppose
inductively that the jets agree through degree k−1. In a source bundle trivialization
and relative target coordinates, subtract their degree-k fibrewise Taylor terms. A
target-coordinate change acts on this difference by its first derivative: all nonlinear
contributions involve lower differences, which are zero. Source transition functions
are linear in the fibre variables. The differences consequently glue to a holomorphic
section of Hom(Symk E, TX/B). This section is zero by hypothesis, completing the
induction.

At each point of the zero section choose coordinate neighbourhoods on which both
maps are holomorphic. All fibre derivatives of their coordinate difference vanish
at zero, for every base point in a smaller neighbourhood. The convergent Taylor
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expansions in the fibre variables therefore coincide on a neighbourhood of that part
of the zero section. Taking the union over the base points proves equality of germs.
This last step uses convergence of holomorphic Taylor series, not a formal-to-analytic
assertion without justification. �

For A = O(1)⊕(n+1), the sheaf Hom(Symk A, TPn) is a direct sum of copies of
TPn(−k). Thus Lemmas 5.2 and 5.4 already classify the full germ on each projective-
space fibre.

5.4. Descent of the source and its extension class.

Proof of Theorem 4.1. Assume first r = rkE ≤ n+1. For each b ∈ B the restriction
to Fb = p−1(b) is a local dominating spray on Pn. Lemma 5.3 gives r = n + 1 and
shows that the line bundle K = kerφs restricts trivially to every fibre. In particular
h0(Fb, K|Fb

) = 1 and h1(Fb, K|Fb
) = 0. Proper holomorphic base change [17] implies

that M = p∗K is a line bundle and the evaluation map

p∗M −→ K

is an isomorphism: on each fibre it is evaluation of the constant sections of a trivial
line bundle, hence is everywhere nonzero.

Put Ω = Ω1
X/B. On a local product chart for p, cohomology on the fibres and

Lemma 5.2 give
p∗Ω = 0, R1p∗Ω ' OB.

The second identification is global and canonical after choosing the Euler class as
generator. Indeed every projective linear transformation preserves the equivariant
Euler extension, so acts trivially on its one-dimensional extension space. Projection
formula and the low-degree terms of the Leray spectral sequence now give

(5.4) Ext1(TX/B, p
∗M) = H1(X,Ω⊗ p∗M) ' H0(B,M).

There are no other contributions in degree one or an outgoing differential here: the
terms H1(B, p∗(Ω⊗ p∗M)) and H2(B, p∗(Ω⊗ p∗M)) both vanish.

Under (5.4) the extension defined by E corresponds to a holomorphic section e
of M , and e(b) is its fibre extension class in the Euler normalization. Each such
class is nonzero by Lemma 5.3. Hence e is nowhere zero and trivializes M . In this
trivialization the extension class is 1, precisely the class of (3.2). We obtain an
isomorphism Ψ : E → Ap satisfying qΨ = φs.

For k ≥ 2, every global section of Hom(Symk Ap, TX/B) restricts on every fibre
to a direct sum of sections of TPn(−k), hence to zero. It is zero at every point of X.
Apply Lemma 5.4 to sΨ−1 and Sp. Their vertical differentials are both q, so their
germs agree. This proves (1).

For nonextension fix x = ` in a product chart and view (Ap)x = Hom(`, V0).
Choose nonzero maps a, b : ` → V0 whose images are distinct lines. Along the
punctured paths

ua(t) = −ι` + ta, ub(t) = −ι` + tb (t 6= 0),

formula (3.3) has constant values a(`) and b(`) respectively. Thus it has no contin-
uous extension at −ι`.
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If a holomorphic extension of the germ to all of E existed, conjugate it by Ψ and
restrict it to this vector fibre. It agrees with Sp on an open neighbourhood of 0. The
domain (Ap)x \ {−ι`} is connected, so the identity theorem for holomorphic maps
into a complex manifold gives equality on that punctured fibre. The two different
limits contradict continuity of the proposed extension. This argument does not
assume that the extension preserves p, proving (2). Finally (3.3) gives a rank-n+ 1
local spray; (1) excludes smaller ranks and (2) excludes all global ranks at most
n+ 1. This proves (3). �

6. Consequences, bounds, and tests on examples

Corollary 6.1. For n ≥ 2, let rglob(Pn) denote the minimum rank of a global
dominating holomorphic spray on Pn, allowing arbitrary holomorphic source bundles.
Then

n+ 2 ≤ rglob(Pn) ≤ 2n.

In particular rglob(P2) = 4, while its minimum local rank is 3. If the source is required
to be trivial, its minimum rank is 2n both locally and globally, also for n = 1.
Proof. The lower bound for arbitrary sources is Theorem 4.1. We give the upper
bound and the trivial-source assertion explicitly, without claiming their independent
novelty.

Put W = H0(Pn, TPn). Evaluation W → TxPn is surjective because the projective
linear action is transitive. In W 2n, the tuples whose values at a fixed x fail to span
have codimension 2n − n + 1 = n + 1, the codimension of the matrices of rank at
most n − 1 in the space of n × 2n matrices. The incidence set of bad tuples and
points therefore has dimension at most dimW 2n−1. Its projection to W 2n is closed
since Pn is proper. Choose a tuple (V1, . . . , V2n) outside that projection. These fields
span at every point. They are induced by matrices Ai modulo scalars; their entire
flows are x 7→ exp(tAi)x. Hence
(6.1) s(x, t1, . . . , t2n) = exp(t1A1) · · · exp(t2nA2n)x

is a global holomorphic spray from the trivial rank-2n bundle. Its differential at
zero is

∑
tiVi(x) and is surjective.

Conversely, a dominating differential from Or has a kernel bundle K of rank r−n.
Write h = c1(O(1)). The Euler sequence gives c(TPn) = (1 + h)n+1, so

c(K) = (1 + h)−(n+1), cn(K) = (−1)n
(
2n

n

)
hn 6= 0.

A bundle of rank less than n has zero nth Chern class. Thus r − n ≥ n, proving
r ≥ 2n. This argument applies to a local differential as well. Formula (6.1) proves
sharpness. �

Proposition 6.2. Every holomorphic Pn-bundle admits a global dominating relative
holomorphic spray of rank (n+ 1)2 − 1.
Proof. Let P → B be its principal PGL(n + 1,C)-bundle and let ad(P ) be the
associated bundle with fibre sln+1(C) and conjugation action. On p∗ ad(P ) → X,
define in a product chart

(b, `, A) 7−→ (b, exp(A)`).



MINIMAL LOCAL SPRAYS ON PROJECTIVE-SPACE BUNDLES 9

Since exp(gAg−1) = g exp(A)g−1, the local maps glue. The exponential is defined
for every matrix, and the derivative is the infinitesimal transitive projective linear
action. This proves both global definition and relative domination. No algebraicity
of the exponential is asserted. �

Example 6.3 (Sharp boundary in dimension one). For P1, Corollary 6.1’s trivial-
source argument gives a global spray of rank 2. Thus the bound n+ 2 in the main
theorem would be false for n = 1. Precisely the vanishings used in Lemma 5.2 fail:
TP1(−2) ' O and H1(P1,O(−2)) 6= 0. This is a counterexample to removing the
dimension hypothesis, not an omitted case of the proof.

The following tests delimit the conclusion. They do not turn known examples
into new Oka results.

• For P1 × Pn−1, projection to P1 is covered when n− 1 ≥ 2. For P1 × P1 that
projection has one-dimensional fibres and is excluded. The other projection
has P1 fibres and is likewise excluded.

• Quadrics, flag manifolds and rational homogeneous manifolds are elliptic.
The theorem applies to their morphisms only when those morphisms are
actual projective-space bundles of the required fibre dimension. The Euler
cohomology calculation is not being asserted for an arbitrary homogeneous
fibre.

• Smooth toric Fano manifolds and smooth projective rational varieties provide
many Oka examples. For the latter, the current algebraic ellipticity results
follow from Banecki’s retract-rational work [3]. The Hirzebruch surface F1 =
Blpt P2 is Fano and Oka, but its tangent bundle is not nef: on the exceptional
curve it has the quotient normal bundle OP1(−1). Thus the argument must
not confuse Fano with nef tangent, or a nonextension obstruction with non-
Oka behaviour.

• On a complex torus T = Cd/Λ, addition gives a global spray T × Cd → T
of rank d. This includes abelian varieties and nonprojective compact Kähler
tori, with nef tangent and non-Fano canonical class. A universal compact
Kähler lower bound d+ 2 would be false.

• Kummer K3 surfaces and elliptic K3 surfaces are Oka-1 examples in [1]; their
full Oka property is not supplied by that result. Arbitrary K3 surfaces and
arbitrary elliptic surfaces are not covered by an unqualified assertion here.
In particular, they are not presented as proved examples of Oka-1 manifolds
failing to be Oka.

• Blow-ups require separate control. Blow-ups of smooth projective rational
varieties along smooth centres remain smooth projective rational varieties
and lie in the preceding known class. No assertion that every blow-up of
every Oka manifold is Oka is used.

7. Campana specialness, the core, and the h-principle

A smooth compact Kähler manifold is special if it has no Bogomolov sheaf: no
saturated rank-one subsheaf L ⊂ Ωa

X , 1 ≤ a ≤ dimX, with κ(L) = a. Campana’s
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core separates a special general fibre from an orbifold base of general type. Ra-
tionally connected manifolds and manifolds of Kodaira dimension zero are special
[5].

There is an important distinction in the audit. Campana’s Corollary 8.11 in [5]
states that a Cd-dominable compact manifold in Fujiki class C is special. Since an
Oka manifold is strongly dominable, this already implies

X compact Kähler and Oka =⇒ X special.

This is a known consequence, not a theorem of the present paper. For the weaker
condition hP alone, the projective result is Campana–Winkelmann’s theorem [7];
their compact Kähler extension is posed as a conjecture. Its projective proof cannot
simply be transferred using an unverified analogue of the Jouanolou construction.
Our proof uses neither such a transfer nor a new vanishing theorem for the core.

Holomorphic fibre bundles with Oka fibre have Oka total space exactly when the
base is Oka [10]. Thus a projective-space bundle over an Oka torus is Oka by known
theory. It is consequently special when compact Kähler, while its relative minimum-
rank spray still has the nonextension proved here. There is no incompatibility: global
sprays on other source bundles remain available, as Proposition 6.2 illustrates in the
vertical directions.

Oka manifolds have vanishing Kobayashi pseudodistance, by interpolation at two
points of C. Dense entire curves in rationally connected manifolds are provided by
Campana–Winkelmann [8]. Neither the existence of one dense curve nor vanishing
pseudodistance supplies the approximation property in Definition 2.3, let alone the
full Oka property. No general converse from specialness is used.

8. Oka-1, rational connectedness, and version control

The version distinction is mathematically consequential. In the first arXiv version
of [1], Section 9 presented rationally connected compact manifolds as Oka-1, with
an argument based on Gournay [16]. The final arXiv version, v5 of 10 April 2025,
instead labels the projective assertion Conjecture 9.1 and explains that the authors
could not understand the required proof in Gournay’s paper. The 2023 Rényi lecture
slides [13] also state the earlier theorem; they are not a replacement for the later
proof assessment. The ICM survey [12], arXiv v1 of 25 September 2025, continues
to describe the general assertion as conjectural.

Benoist–Wittenberg prove tight approximation under rational simple connected-
ness hypotheses [4], including their projective constant-target application. This gives
aOka-1 and Oka-1 in that class, with a proof in the paper; smooth degree-d hyper-
surfaces in PN with N ≥ d2 − 1 are among their applications. It does not establish
the assertion for every rationally connected manifold. Unirational smooth projective
manifolds are known to be Oka-1 through dense dominability; this does not prove
that they are Oka or aOka-1. A different established source of aOka-1 examples
is birational equivalence to an algebraically elliptic projective manifold [14, Theo-
rem 1.6 and Remark 1.10]. Projective aOka-1 manifolds are rationally connected,
but an analytic Oka manifold need not be: an abelian variety of positive dimension
is Oka and is not rationally connected.
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Accordingly, the implications Fano ⇒ rationally connected and TX nef do not
settle either the general Oka problem for CP-manifolds or a rank-constrained spray
construction. Our main theorem needs none of the unsettled rational-connectedness
implications. Its targets along the fibres are homogeneous, where ellipticity is al-
ready known.

9. Further questions

For n ≥ 3, what is rglob(Pn) between n + 2 and 2n? The Chern-class proof
determines only the trivial-source minimum; it does not exclude nontrivial source
bundles of intermediate ranks. The rank-n+1 extension argument cannot be reused
without new input once its kernel has rank at least two.

For which homogeneous fibres F can one classify low-rank extensions onto TF

and obtain the higher-jet vanishing needed in Lemma 5.4? The projective-space
proof suggests these two precise tasks, not an automatic generalization to all flags
or quadrics. For a projective-space bundle, can monodromy force a larger global
relative minimum than that on a single fibre?

For positive tangent bundles beyond the homogeneous case, a concrete missing
step is to construct a global dominating spray with a specified source and verify all
its fibre variables, rather than merely integrate its first differential formally. We do
not give such a construction for all CP-manifolds. The present obstruction shows
why an argument based only on free curves or a bundle epimorphism must address
this step separately.

10. Research and novelty audit

The audit was performed on 9 September 2026. It used original arXiv versions,
available published or author-hosted full texts, publisher bibliographic records, au-
thor publication lists, and references in the papers. Public web searches included
combinations of “minimal rank holomorphic spray projective space”, “Euler sequence
spray”, “local spray source bundle”, and “projective bundle spray obstruction”, fol-
lowed by the 2024–2026 literature cited below. Some exact-phrase searches produced
no useful mathematical match. Absence from such searches is not evidence of an
exhaustive search. No subscription MathSciNet search or exhaustive Google Scholar
cited-by enumeration is claimed; publisher, arXiv and reference-list records supplied
the accessible bibliographic audit.

10.1. Candidate selection. The following records the ten candidates actually con-
sidered. A candidate marked CONDITIONAL was not promoted to a theorem.
“Verified new candidate” combines a completed proof with the bounded novelty
assessment above.

(1) Projective hP ⇒ special: ALREADY KNOWN. Tool: Campana–Winkelmann;
obstruction to novelty: identical conclusion.

(2) Compact Kähler Oka ⇒ special: ALREADY KNOWN. Tool: dominability
and Campana’s Corollary 8.11; obstruction: already an immediate known
consequence.

(3) Projective Oka ⇒ elliptic: ALREADY KNOWN. Tool: negative source bun-
dles and Oka approximation; the 2026 Forstnerič–Lárusson paper proves it.
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(4) All CP-manifolds are Oka: CONDITIONAL as explored. Homogeneity
would suffice; the required general classification or replacement spray con-
struction was not obtained.

(5) All rationally connected projective manifolds are Oka-1: CONDITIONAL as
explored. Tool proposed in earlier literature: Gournay approximation; the
latest proof assessment prevents its use as an established theorem.

(6) Homogeneous-fibre bundles over Oka tori are Oka: TRIVIAL CONSE-
QUENCE. Tool: the Oka fibre-bundle theorem; no new argument remains.

(7) Every compact Kähler Oka manifold is elliptic: CONDITIONAL as explored.
The projective negative-line-bundle mechanism has not been justified in the
nonprojective case.

(8) Integration of an assigned epimorphism after sufficiently negative twisting:
TRIVIAL CONSEQUENCE in the projective Oka setting. Given an existing
dominating spray F → X with differential F → TX , Serre vanishing lifts a
map L−m⊕N → TX to F for m sufficiently large; precomposition gives the
spray. This does not furnish an independent new existence result.

(9) Rank-n+1 source and germ rigidity on Pn, n ≥ 2: VERIFIED NEW CANDI-
DATE. Tools: the connection obstruction, Euler extensions, and higher-jet
vanishing; the nonextension is proved by explicit limits.

(10) Relative rigidity and nonextension for Pn-bundles: VERIFIED NEW CAN-
DIDATE, selected as the main result. Additional tool: descent of the kernel
and of the Euler extension class; no vector-bundle lift of the projective bundle
is assumed.

10.2. Final theorem audit.

Main theorem.:
Theorem 4.1: classification of local relative sprays of rank at most n + 1 and the
global lower bound n+ 2 for n ≥ 2.
Nearest known result.:
Problem 3.2 and Proposition 3.3 of [15] concern allowable local source bundles and
the obstruction supplied by global generation. Classical homogeneous sprays already
give existence.
Precise difference.:
We identify the minimum source, determine its entire germ, descend the classification
in families, and prove nonextension on that source. This is not the homogeneity
conclusion, nor a new proof of existence of some spray.
Why nontrivial.:
The proof requires a nonsplit extension calculation, elimination of all higher jets,
a base-change and extension-class argument, and a genuine analytic nonextension.
No cited theorem directly states these conclusions.
Immediate consequence check.:
Global generation alone gives homogeneity, not a classification of the source or
its higher jets. The negative-source existence theorem changes the source and so
does not extend the Euler germ. The rejected twisting candidate explains a nearby
argument which would only give a mechanical consequence.
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Counterexample search.:
Section 6 checks homogeneous varieties, toric Fano and blow-up examples, tori, K3
and elliptic surfaces; P1 disproves removal of n ≥ 2, and tori disprove a universal
dimension-only bound.
Novelty search.:
No matching statement was located in the inspected corpus or the searches described
above. Priority remains subject to literature beyond that corpus.
Proof status: VERIFIED.:
Every step is proved above or uses the stated elementary cohomology, GAGA or
proper base-change theorem with its hypotheses checked. Here VERIFIED means
checked within this manuscript’s research process, not independent peer review.

10.3. Versions and sources actually checked. For [1], both v1 (2023) and v5 (10
April 2025) were compared; the latter agrees with the 2025 published bibliographic
record. For [14], v4 (29 December 2024) was read. For [15], v6 (5 May 2026),
including Section 3, was read and the 2026 journal record checked. For [4], the
author-hosted full proof and 2025 publication were checked. Banecki’s v4 of 3 August
2026 was included [3]. Campana’s printed Corollary 8.11, the published [7], and the
full text of [8] were checked. The 2026 lecture material and the ICM survey were used
to compare status, never to substitute for an unavailable proof. Positivity papers
[20, 24, 25] were inspected for hypotheses, but are not inputs to Theorem 4.1.

The general Fano/CP Oka problem remains unresolved by this work. The veri-
fied outcome is the source-rigidity and rank-obstruction theorem, with the concrete
minimum rglob(P2) = 4 and its relative extension.
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射影空間束上の最小局所 spray とランク障害
chatGPT 6 Astra

2026年 9月 9日 日本語版全文

概要. 射影空間束上の正則 spray の源となるベクトル束を調べる。p : X → B を連
結な滑らかなコンパクト Kähler 多様体間の正則 Pn 束とし、n ≥ 2 とする。零切断
全体の近傍で定義された支配的な相対 spray の源のランクが n+ 1 以下ならば、そ
の源は相対 Euler 束であり、束同型による変換後、その芽は標準 Euler spray に一
致することを証明する。この芽は負の恒等切断上に除去不能な不定性を持つ。した
がって局所的な最小ランクは n+1 である一方、すべての大域的な支配的相対 spray
のランクは n+ 2 以上である。証明は正則アフィン接続の障害、拡大類、高次の垂
直ジェットの消滅、および p に沿う降下を組み合わせる。特に P2 上の大域的な最
小ランクは 4 となる。この源の束に関する障害を Oka 理論の存在定理から区別し、
調査日を明示した文献監査を付す。新規性の評価は実際に確認した文献の範囲に限
り、有理連結性から Oka 性への新たな含意は主張しない。
このノートは chatGPT 6が生成したものであり, 岩井は数学的な検証を全く行っ

ていません. そのため数学的な間違いがあるかもしれません. そのため注意深く読
んでください.

1. 序論
既知の結果（Known）. 複素等質多様体、特に射影空間と旗多様体は ellipticであり、し
たがって Okaである。これらの多様体上の sprayの存在は古典的である [18, 10, 11]。
最近の Forstnerič–Lárusson の定理は、射影多様体に対して Oka 性と ellipticity が
同値であることを示した [15, Theorem 1.1]。しかし存在だけでは、どのベクトル束
が源になり得るか、また所与の局所 spray が同じ源の全体に延長できるかは決まら
ない。同論文の Problem 3.2 は局所的な支配的 spray を許す源の束を問うものであ
り、Proposition 3.3 は源が大域生成される場合に等質性による障害を与える。
本論文の寄与とその限定（New）. 定理 4.1は、n ≥ 2の Pn 束についてランク n+1以
下のすべての支配的相対 sprayの芽を分類する。基底上のベクトル束の射影化として
表示されていない束も含む。さらに同じ源の全体への延長不可能性を証明する。結論
は源とすべての高次ジェットを同時に分類するものであり、既知の Pn の ellipticity
ではない。特に局所的な最小ランクと大域的な最小ランクを区別する。第 10節に記
載した文献と検索を確認した範囲では、この主張は見つからなかった。これは範囲
を限定した新規性評価であり、優先権の保証ではない。以下の証明はすべて記述し、
その正しさは新規性評価に依存しない。
方法（Method）. 接束上に垂直微分が恒等写像である spray があれば、正則アフィ
ン接続が誘導される。射影空間上ではこれは不可能である。次に拡大の計算から、ラ
ンク n+ 1 の源は必ず Euler 束であることが従う。消滅

H0
(
Pn, TPn(−k)

)
= 0 (k ≥ 2)

により、二つの spray の差の高次の垂直 Taylor 係数はすべて零になる。族の場合に
は核の直線束を基底へ降下させ、その拡大類を使って降下した束を自明化する。最
後に異なる二方向からの極限を明示し、延長の障害を検出する。これらの制約され
た芽は、有理曲線の変形や Oka 近似定理を適用して構成するものではない。
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主軸の選定は positivity と flexibility の監査から生じた。接束が nef な Fano 多
様体は自然な対象であるが、その Oka 性をここで解決するわけではない。その基本
例である射影空間においてすら、正値性と支配的な微分の存在だけでは、指定した
源上での任意の大域的積分は正当化できない。相対定理は Campana–Peternell 予想
を課すことなく、射影空間をファイバーとする収縮や束にこの問題を適用できるよ
うにする。

2. Oka の諸概念と局所 spray の意味
代数性を明示しない限り、本論文の多様体とベクトル束はすべて滑らかな複素解

析的対象とする。コンパクト集合の近傍とは、特定していない開近傍を指す。標的
の位相を定める任意の距離を固定する。

Definition 2.1. p : X → B を正則沈め込み、π : E → X を正則ベクトル束とす
る。局所相対 spray とは、零切断全体の開近傍 U ⊂ E 上の正則写像 s : U → X で
あって

s(0x) = x, p ◦ s = p ◦ π
を満たすものをいう。その垂直微分は束写像

φs : E −→ TX/B, (φs)x = ds0x |Ex

である。φs が全射ならば spray は支配的（dominating）である。U = E ならば大
域的である。二つの局所 spray が零切断全体のある近傍で一致するとき、同じ芽を
定めるという。B が一点の場合は絶対的な spray である。

ここで「局所的」はファイバー変数を制限するものであり、基点 x ∈ X の集合を
制限するものではない。X の Zariski 開集合上でのみ定義される代数的 spray と混
同してはならない。また大域的な正則 spray は代数的射とは限らない。

Definition 2.2. 複素多様体 Y が一つの大域的な支配的 spray を持つとき elliptic
という。有限個の大域 spray の微分像の和が各点 y で TyY となるとき subelliptic
という。Y がOka であるとは凸近似性を満たすこと、すなわち任意の m、コンパク
ト凸集合 K ⊂ Cm、および K の近傍から Y への正則写像に対し、整写像 Cm → Y
による K 上の一様近似が可能なことをいう。これは近似と補間を伴う通常の Oka
原理と同値である [10]。
条件 hP (Y ) とは、任意の Stein 多様体から Y へのすべての連続写像が正則写像

にホモトピックであることをいう。近似も補間も指定していない。d 次元の Y が
dominable であるとは、ある正則写像 Cd → Y の微分がある点で全射となることを
いい、そのような写像を Y の各点を通るように選べる場合を strongly dominable と
いう。

Definition 2.3. 多様体 Y が Oka-1 であるとは、次の性質をいう。開 Riemann 面
R、Runge コンパクト集合 K ⊂ R、閉離散列 (aj)、K ∪ {aj} の近傍で正則な連続
写像 f : R → Y、ε > 0、および正整数 kj に対し、f にホモトピックな正則写像
F : R → Y で

sup
K

d(F, f) < ε, jkjajF = jkjaj f （すべての j）

を満たすものが存在する。滑らかな代数多様体 Y が aOka-1 であるとは、R を滑ら
かなアフィン代数曲線、補間集合を有限集合 A ⊂ K、ジェットの次数を共通の有限
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次数とし、F を代数的射とする同様の性質をいう [1, 14]。初期写像 f は、この場合
も連続写像であって K の近傍で正則とする。

完全を期して LSAP も説明する。これは円板からの写像の spray に関する近似条
件であって、定義 2.1の spray の存在ではない。特殊対 D ⊂ D′ とは、区分的に滑
らかな境界を持つコンパクト円板の対で、D′ \ D̊ が弧に沿って付加された円板とな
るものをいう。点 y ∈ Y における LSAP は、y の近傍 V があり、任意の正則写像
F : D × BN → V に対してある r ∈ (0, 1) を選ぶと、正則写像 D′ × rBN → Y に
よって D × rBN 上で一様近似できることを要求する。円板変数については近傍で
正則と解釈する [14, Definitions 5.1–5.2]。
位置づけのために用いる含意は

elliptic =⇒ subelliptic =⇒ Oka =⇒ LSAP =⇒ Oka-1
および Oka ⇒ hP、Oka ⇒ strong dominability である。代数的な主張 aOka-1 ⇒
Oka-1は別のものである。逆向きの矢印は仮定しない。Oka mapとは Serre fibration
であり、持ち上げについてパラメータ付き Oka 性を満たす正則写像である。Oka
ファイバーを持つ正則ファイバー束は標準的な例である。Kusakabe の elliptic な特
徴づけは Steinな源上の sprayを用いるものであり、Okaと Gromov ellipticの無条
件な同値と読んではならない [22, 23]。文献 [21]における ellipticityと subellipticity
の同値性には、そこで述べられた代数的範囲がある。

3. 幾何学的背景と相対 Euler 束
3.1. 正値性と構造. 射影化を直線の空間と解釈するとき、ベクトル束 V が nef であ
るとは OP(V ∗)(1)が nefであることをいう。X が Fanoであるとは、滑らかかつ射影
的であり −KX が ample であることをいう。CP-manifold とは TX が nef な Fano
多様体である。すべての CP-manifold が有理等質であるという主張は、ここで問題
となる一般性では依然として予想である [6, 9]。Nef であることは大域生成を意味し
ない。
滑らかな射影多様体の MRC 商は、通常の双有理的選択を行った後、有理連結な

一般ファイバーと非単線織な基底を持つ。しかし正則ファイバー束とは限らない。
Hosono–Iwai–Matsumura および Iwai–Matsumura–Zhong の結果を含む正値性の構
造定理では、正値性、滑らかさまたは特異点、射影性について各定理の正確な仮定を
守る必要がある [19, 20]。擬有効な接束についてのコンパクト Kähler への拡張は、
指定された解析的正値性を用いる [24]。局所定数なファイバー空間についての結果
には追加の曲率仮定がある [25]。これらの結果だけでは、ここで必要とする指定さ
れた束上の大域的なファイバー方向の spray は得られない。本論文では実際の正則
Pn 束を用い、任意の MRC fibration や滑らかな有理連結射を用いるわけではない。

3.2. ベクトル束への持ち上げを選ばない Euler 束. V0 = Cn+1 とし、P(V0) は直線
をパラメータ化するとする。直線 ` ⊂ V0 に対して

A` = Hom(`, V0), ι` : ` ↪→ V0

と置く。Euler 完全列は
(3.1) 0 −→ OPn

ι−→ A = OPn(1)⊕(n+1) q−→ TPn −→ 0

であり、q` は V0 → V0/` との合成である。g ∈ GL(V0) は A に
(`, u) 7−→

(
g`, g ◦ u ◦ (g|`)−1

)
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によって作用する。スカラー行列の作用は自明である。したがって A、その恒等切
断、および商写像は PGL(V0) 同変である。

p : X → B を任意の正則 Pn 束とすると、その変換関数は PGL(V0) に値を取る。
上の同変性によって Euler 完全列は

(3.2) 0 −→ OX
ι−→ Ap

q−→ TX/B −→ 0

へ貼り合わさる。Ap を相対 Euler 束と呼ぶ。基底上のベクトル束 V → B に対し
て X = P(V ) と書けるならば、これは S∗ ⊗ p∗V に等しい。ここで S は同語反復直
線束である。同変な構成は、そのような V の存在を必要としない。
公式

(3.3) Sp(`, u) = (ι` + u)(`)

は Ap \ σ(X) 上の正則な相対写像を定める。ただし σ(x) = −ιx とする。実際、直
線からの非零写像の像は一次元であり、その写像が零になるのは u = −ι` のときに
限る。この公式は同変であり、0` を ` に送り、垂直微分は q である。よって X 全
体の上の局所的な支配的相対 spray を与える。

4. 主定理
Theorem 4.1 (最小相対 spray と延長不可能性). p : X → B をファイバーが Pn の
正則ファイバー束とする。ここで n ≥ 2 とし、X,B は連結な滑らかなコンパクト
Kähler 多様体とする。E → X を正則ベクトル束、s を E 上の局所的な支配的相対
spray とする。

(1) rkE ≤ n + 1 ならば rkE = n + 1 である。X 上の正則束同型 Ψ : E → Ap

が存在し、

q ◦Ψ = φs, s = Sp ◦Ψ （零切断に沿う芽として）

が成り立つ。
(2) (1) の芽は E 全体へ正則に延長できない。延長に相対 spray であることを
要求しなくても不可能である。

(3) 局所的な支配的相対 spray の最小ランクは n+1 である。すべての大域的な
支配的相対 spray のランクは n+ 2 以上である。

Remark 4.2. 証明は任意の連結複素多様体上の正則 Pn 束に対して、そのまま成り
立つ。明示したコンパクト Kähler 仮定は本論文の幾何学的設定を指定するもので
あり、以下で必要な固有性は Pn 束であることから既に従う。下界は相対 spray に
関するものである。B 内の基点を動かす X 上の絶対的な spray に対する下界では
ない。

5. 主定理の証明
5.1. 接束を源とすることの障害.

Lemma 5.1. 複素多様体 Y が TY 上に垂直微分が恒等写像である局所 spray を持
つならば、TY は捩れのない正則アフィン接続を持つ。したがって Pn、n ≥ 1 はそ
のような spray を持たない。さらに Pn 上の局所的な支配的 spray の微分は正則な
右逆写像を持ち得ない。
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証明. 局所座標を z、接変数を v として
si(z, v) = z + v + 1

2
Bi(z)(v, v) +O(|v|3)

と書く。ここで Bi は正則で対称な双線形写像である。座標変換 y = f(z) の下で接
変数は w = Df(z)v となる。f(si(z, v)) を二次まで展開すると
(5.1) Bj(f(z))(Df(z)v,Df(z)v) = Df(z)Bi(z)(v, v) +D2f(z)(v, v)

を得る。Γi = −Bi と置く。式 (5.1)を二つの接変数について偏極すると、ちょうど
接続の Christoffel 係数の変換則になる。すなわち、変換されたベクトル場を微分す
ると現れる D2f の項が打ち消される。具体的には

(∇UV )i = dVi(Ui) + Γi(Ui, Vi)

は Df によって変換し、Leibniz 則を満たす。Γi が対称なので捩れはない。これで
最初の主張を直接証明した。一般的な接続の枠組みは [2] にある。

Y = Pn の場合、誘導される行列式の接続は detTY = O(n + 1) 上の正則接続に
なる。これを射影直線へ引き戻す。P1 上の直線束の正則接続は、曲率が正則二形式
であるため平坦である。単連結な P1 上の平行移動は直線束を自明化するので、そ
の次数は零となる。これは degOP1(n+ 1) = n+ 1 に矛盾する。
最後に φ : E → TPn が正則な右逆写像 j を持つならば、合成 s◦ j は TPn の零切断

の近傍で定義され、垂直微分 φj = id を持つ。これは既に排除した場合である。 �

5.2. ファイバー上のコホモロジーと拡大.

Lemma 5.2. n ≥ 2、a ∈ Z に対して

(5.2) H1(Pn,Ω1
Pn(a)) =

{
C, a = 0,

0, a 6= 0

が成り立つ。また、すべての k ≥ 2 に対して
(5.3) H0(Pn, TPn(−k)) = 0

が成り立つ。

証明. 射影空間の直線束のコホモロジーから、n ≥ 2 ならばすべての a に対して
H1(Pn,O(a)) = 0 である。例えば [27, Lemma 30.8.1] と GAGA [26] を用いればよ
い。捻った余接 Euler 完全列

0 −→ Ω1(a) −→ O(a− 1)⊕(n+1) −→ O(a) −→ 0

において、求める H1 は H0 上の写像の余核となる。a < 0 ならば両方の切断空間が
零である。a = 0 ならばそれぞれ零と C である。a ≥ 1 ならば写像は (Pi) を

∑
xiPi

に送る。次数 a のすべての単項式はある xi で割り切れるので、これは全射である。
これで式 (5.2)が従う。
式 (3.1)を O(−k) で捻ると

0 −→ O(−k) −→ O(1− k)⊕(n+1) −→ TPn(−k) −→ 0

を得る。k ≥ 2 では中央の H0 と最初の H1 が消滅するので、式 (5.3)が従う。 �

Lemma 5.3. n ≥ 2、r ≤ n + 1 とし、s をランク r の正則束 E → Pn 上の局所
的な支配的 spray とする。このとき r = n+ 1 であり、束同型によってその微分は
Euler 完全列 (3.1)に組み込まれる。
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証明. 全射性から r ≥ n である。r = n ならば微分は束同型であり、補題 5.1に矛
盾する。r = n + 1 ならば核は直線束であるから、ある a ∈ Z に対して O(a) であ
る。得られた拡大は

Ext1(TPn ,O(a)) = H1(Pn,Ω1
Pn(a))

によって分類される。a 6= 0 ならば補題 5.2によって拡大は分裂するが、これは補
題 5.1によって排除される。a = 0 では拡大類は非零でなければならない。Euler
類も非零である。実際、Euler 完全列が分裂すれば h0(A∗) ≥ h0(O) = 1 となるが、
A∗ = O(−1)⊕(n+1) は非零切断を持たない。拡大空間は一次元なので、核と O との
同一視を定数倍して二つの拡大類を一致させられる。拡大の同値性から、商 TPn 上
で恒等写像を誘導する同型 E → A が得られる。 �

5.3. 高次の垂直ジェットの剛性.

Lemma 5.4. E → X を正則ベクトル束、p : X → B を正則沈め込みとする。すべ
ての k ≥ 2 に対して

H0
(
X,Hom(Symk E, TX/B)

)
= 0

と仮定する。同じ垂直微分を持つ E 上の二つの局所相対 spray は、零切断に沿う芽
として一致する。

証明. 零での値と一次の垂直ジェットは仮定によって一致する。帰納的に k−1次まで
一致するとする。源の束の自明化と標的の相対座標を用い、ファイバー方向の Taylor
展開の k 次の項の差を取る。標的の座標変換はこの差に対して一次微分によって作用
する。非線形な寄与はすべて低次の差を含み、それらは零だからである。源の変換関
数はファイバー変数について線形である。したがってこの差はHom(Symk E, TX/B)
の正則切断へ貼り合わさる。仮定によってこの切断は零であり、帰納法が完了する。
零切断の各点で、両方の写像が正則となる座標近傍を取る。座標での差のすべて

のファイバー微分は、小さくした近傍の各基点において零である。したがってファ
イバー変数に関する収束 Taylor 展開は、零切断のその部分の近傍で一致する。基点
全体についてこれらの近傍の和を取れば、芽の一致が従う。この最後の段階は正則
Taylor 級数の収束を用いており、根拠のない形式的対象から解析的対象への移行で
はない。 �

A = O(1)⊕(n+1) に対して、層 Hom(Symk A, TPn) は TPn(−k) の直和である。し
たがって補題 5.2と補題 5.4により、各射影空間ファイバー上では芽全体が既に分
類される。

5.4. 源と拡大類の降下.

定理 4.1の証明. まず r = rkE ≤ n+1 と仮定する。各 b ∈ B に対して Fb = p−1(b)
への制限は Pn 上の局所的な支配的 spray である。補題 5.3より r = n+ 1 であり、
直線束 K = kerφs はすべてのファイバー上で自明になる。特に h0(Fb, K|Fb

) = 1、
h1(Fb, K|Fb

) = 0 である。固有正則写像についての底変換定理 [17] から M = p∗K
は直線束であり、評価写像

p∗M −→ K

は同型である。実際、各ファイバー上でこれは自明直線束の定数切断の評価であり、
至る所で非零である。
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Ω = Ω1
X/B と置く。pの局所的な積表示上で、ファイバーのコホモロジーと補題 5.2

から
p∗Ω = 0, R1p∗Ω ' OB

を得る。二番目の同一視は Euler 類を生成元として選ぶと大域的かつ標準的である。
実際、すべての射影線形変換は同変な Euler 拡大を保存するため、その一次元の拡
大空間に自明に作用する。射影公式と Leray スペクトル系列の低次部分から
(5.4) Ext1(TX/B, p

∗M) = H1(X,Ω⊗ p∗M) ' H0(B,M)

を得る。ここには次数一での他の寄与も、そこから出る微分もない。項 H1(B, p∗(Ω⊗
p∗M)) と H2(B, p∗(Ω⊗ p∗M)) がともに消滅するからである。
式 (5.4)の下で、E が定める拡大は M の正則切断 e に対応し、e(b) は Euler 類に

よる正規化でのファイバーの拡大類となる。補題 5.3により、その類はすべて非零で
ある。したがって e は零点を持たず、M を自明化する。この自明化では拡大類は 1
であり、ちょうど式 (3.2)の類に等しい。よって qΨ = φs を満たす同型 Ψ : E → Ap

を得る。
k ≥ 2 に対して、Hom(Symk Ap, TX/B) の任意の大域切断を各ファイバーに制限

すると、TPn(−k) の切断の直和となるため零になる。したがってその切断は X の
各点で零である。補題 5.4を sΨ−1 と Sp に適用する。両者の垂直微分はともに q な
ので、その芽は一致する。これで (1) を得た。
延長不可能性のため、積表示内の x = ` を固定し、(Ap)x = Hom(`, V0) と見る。

像が異なる直線となる二つの非零写像 a, b : ` → V0 を選ぶ。穿孔した経路
ua(t) = −ι` + ta, ub(t) = −ι` + tb (t 6= 0)

に沿って、式 (3.3)の値はそれぞれ a(`) と b(`) に一定である。したがって −ι` で連
続に延長できない。
もし芽の E 全体への正則な延長があれば、Ψ によって移してこのベクトルファ

イバーに制限する。その写像は 0 の開近傍で Sp に一致する。定義域 (Ap)x \ {−ι`}
は連結なので、複素多様体への正則写像の一致の定理により、この穿孔したファイ
バー全体で一致する。異なる二つの極限は延長の連続性に矛盾する。この議論は延
長が pを保存することを仮定しておらず、(2)が従う。最後に式 (3.3)はランク n+1
の局所 spray を与える。(1) がそれ未満のランクを排除し、(2) が n+ 1 以下のすべ
ての大域ランクを排除する。これで (3) が従う。 �

6. 帰結、上下界、および例による検算
Corollary 6.1. n ≥ 2 とし、rglob(Pn) を、任意の正則な源の束を許した場合の Pn

上の大域的な支配的正則 spray の最小ランクとする。このとき
n+ 2 ≤ rglob(Pn) ≤ 2n

が成り立つ。特に rglob(P2) = 4 であり、局所的な最小ランクは 3 である。源を自明
束に限ると、局所的にも大域的にも最小ランクは 2n であり、この主張は n = 1 に
対しても成り立つ。
証明. 任意の源に対する下界は定理 4.1である。上界と自明な源に関する主張は、そ
の独立の新規性を主張せず、以下で明示的に証明する。

W = H0(Pn, TPn) と置く。射影線形群の作用は推移的なので、評価 W → TxPn は
全射である。W 2n において、固定した x での値が接空間を生成しない組の余次元は
2n− n+ 1 = n+ 1 である。これは n× 2n 行列の空間におけるランク n− 1 以下の
行列の余次元である。したがって悪い組と点の incidence 集合の次元は dimW 2n− 1



22 chatGPT 6 Astra

以下である。Pn は固有なので、その W 2n への射影は閉集合である。この射影の外
の組 (V1, . . . , V2n) を選ぶ。これらの場は各点で接空間を生成する。スカラーの違い
を除いた行列 Ai がこれらを誘導し、その整フローは x 7→ exp(tAi)x である。した
がって
(6.1) s(x, t1, . . . , t2n) = exp(t1A1) · · · exp(t2nA2n)x

はランク 2n の自明束からの大域的正則 spray である。零での微分は
∑

tiVi(x) で
あり、全射である。
逆に、Or からの支配的微分はランク r− n の核束 K を持つ。h = c1(O(1)) と書

く。Euler 完全列から c(TPn) = (1 + h)n+1 なので

c(K) = (1 + h)−(n+1), cn(K) = (−1)n
(
2n

n

)
hn 6= 0

となる。ランクが n 未満の束の第 n Chern 類は零である。よって r− n ≥ n、した
がって r ≥ 2n である。この議論は局所 spray の微分にも適用できる。式 (6.1)が鋭
さを示す。 �

Proposition 6.2. すべての正則 Pn 束は、ランク (n+1)2 − 1 の大域的な支配的相
対正則 spray を持つ。

証明. P → B をその主 PGL(n+ 1,C) 束とし、ad(P ) をファイバー sln+1(C) と共
役作用による付随束とする。p∗ ad(P ) → X 上に、積表示で

(b, `, A) 7−→ (b, exp(A)`)

と定める。exp(gAg−1) = g exp(A)g−1 より局所写像は貼り合わさる。指数写像はすべ
ての行列上で定義され、その微分は推移的な射影線形作用の無限小作用である。これ
で大域的な定義と相対的な支配性の両方が従う。指数写像の代数性は主張しない。 �

Example 6.3 (一次元での鋭い境界). P1 では、系 6.1の自明な源に関する議論からラ
ンク 2の大域 sprayが得られる。したがって主定理の下界 n+2は n = 1では偽とな
る。補題 5.2で使った消滅がまさに破れており、TP1(−2) ' OかつH1(P1,O(−2)) 6= 0
である。これは次元仮定を外すことへの反例であり、証明で処理を省略した場合で
はない。

以下の検算は結論の適用範囲を定めるものであり、既知の例を新しい Oka の結果
に変えるものではない。

• P1 ×Pn−1 について、P1 への射影は n− 1 ≥ 2 の場合に対象となる。P1 ×P1

ではそのファイバーは一次元であり対象外である。もう一方の射影も P1 を
ファイバーに持つため対象外である。

• 二次超曲面、旗多様体、有理等質多様体は elliptic である。それらの射に本
定理を適用できるのは、必要なファイバー次元を持つ実際の射影空間束であ
る場合に限る。任意の等質ファイバーについて Euler コホモロジーの計算を
主張しているわけではない。

• 滑らかな toric Fano 多様体と滑らかな射影有理多様体は多くの Oka の例を
与える。後者の代数的 ellipticity は現在では Banecki の retract rational に
関する研究から従う [3]。Hirzebruch 曲面 F1 = Blpt P2 は Fano かつ Oka で
あるが、接束は nef ではない。例外曲線上に法束 OP1(−1) という商を持つ
からである。したがって Fano と接束の nef 性、また延長障害と非 Oka 性
を混同してはならない。
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• 複素トーラス T = Cd/Λ 上では、加法がランク d の大域 spray T ×Cd → T
を与える。Abel 多様体と非射影的なコンパクト Kähler トーラスも含まれ、
接束は nef であるが Fano ではない。すべてのコンパクト Kähler 多様体に
共通する下界 d+ 2 は偽となる。

• Kummer K3 曲面と楕円 K3 曲面は [1] における Oka-1 の例である。その結
果は完全な Oka 性を与えていない。任意の K3 曲面や任意の楕円曲面につ
いて無条件な主張をするものではない。特に、Oka-1 だが Oka でないこと
が証明された例として挙げているわけではない。

• ブローアップは別個の確認を要する。滑らかな射影有理多様体を滑らかな中
心に沿ってブローアップしても滑らかな射影有理多様体であり、上の既知の
クラスに属する。任意の Oka 多様体の任意のブローアップが Oka であると
いう主張は用いない。

7. Campana specialness、core、および h-principle

滑らかなコンパクト Kähler 多様体が special であるとは、Bogomolov sheaf を持
たないこと、すなわち 1 ≤ a ≤ dimX に対して κ(L) = a を満たす飽和階数一部分
層 L ⊂ Ωa

X を持たないことをいう。Campana の core は、special な一般ファイバー
と一般型の orbifold 基底を分離する。有理連結多様体および小平次元零の多様体は
special である [5]。
監査では重要な区別がある。文献 [5] の Corollary 8.11 は、Fujiki class C に属す

る Cd-dominable なコンパクト多様体は special であると述べている。Oka 多様体
は strongly dominable なので、これから既に

X が compact Kähler かつ Oka =⇒ X は special
が従う。これは既知の帰結であり、本論文の定理ではない。より弱い hP だけを仮定
する場合、射影的な結果は Campana–Winkelmann の定理であり [7]、同論文ではコ
ンパクト Kähler への拡張を予想としている。射影的な証明を、未確認の Jouanolou
構成の類似物によってそのまま移すことはできない。本論文の証明はそのような移
行も、core に関する新しい消滅定理も用いない。

Oka ファイバーを持つ正則ファイバー束では、全空間が Oka であることと基底
が Oka であることは同値である [10]。したがって Oka なトーラス上の射影空間束
は既知の理論から Oka である。コンパクト Kähler ならば special でもあるが、そ
の相対的な最小ランクの spray には依然として本論文の延長障害がある。矛盾はな
い。別の源の束上には大域 spray が存在し得るからであり、垂直方向には命題 6.2
がそれを示している。

Oka 多様体の Kobayashi 擬距離は、C の二点での補間から零になる。有理連結
多様体上の稠密な entire curve は Campana–Winkelmann によって構成されている
[8]。一本の稠密な曲線の存在も擬距離の消滅も、定義 2.3の近似性を与えるもので
はなく、まして完全な Oka 性を与えるものではない。Specialness からの一般的な
逆向きの含意は用いない。

8. Oka-1、有理連結性、および版の確認
版の違いには数学的な意味がある。文献 [1] の arXiv 初版の第 9節では、Gournay

[16]に基づく議論によって有理連結なコンパクト多様体が Oka-1であると述べられて
いた。一方、2025年4月10日の最終 arXiv版 v5では、射影的な主張は Conjecture 9.1
とされ、Gournay 論文の必要な証明を著者らが理解できなかったことが説明されて
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いる。2023年の Rényi 講演スライド [13] にも以前の定理が記載されているが、後の
証明評価に代えることはできない。2025年 9月 25日の arXiv v1 である ICM survey
[12] も、一般の主張を引き続き予想と記述している。

Benoist–Wittenberg は有理単連結性の仮定の下で tight approximation を証明し
ており [4]、射影的な定数標的への適用も含まれる。このクラスでは論文内に証明が
あり、aOka-1 と Oka-1 が得られる。N ≥ d2 − 1 を満たす PN 内の滑らかな次数 d
の超曲面はその適用例である。しかし、すべての有理連結多様体についての主張を
証明するものではない。単有理な滑らかな射影多様体は dense dominability により
Oka-1 であることが知られているが、これは Oka や aOka-1 であることの証明では
ない。aOka-1 の別の確立した例は、代数的に elliptic な射影多様体と双有理同値な
多様体から得られる [14, Theorem 1.6 and Remark 1.10]。射影的な aOka-1 多様体
は有理連結であるが、解析的な Oka 多様体はそうとは限らない。正次元の Abel 多
様体は Oka であり、有理連結ではない。
したがって Fano ⇒ rationally connected という含意と TX の nef 性は、CP-

manifold に対する一般の Oka 問題もランクを制約した spray の構成も解決しない。
本論文の主定理は有理連結性についての未解決の含意を一切必要としない。ファイ
バー方向の標的は等質であり、その ellipticity は既知である。

9. 今後の問題
n ≥ 3 に対して、n+ 2 と 2n の間にある rglob(Pn) の値はいくつか。Chern 類の

議論で決まるのは自明な源での最小値だけであり、中間ランクの非自明な源を排除
しない。核のランクが二以上になると、ランク n+ 1 の拡大の議論を新たな材料な
しに再利用することはできない。
どの等質ファイバー F に対して、TF への低ランクの拡大を分類し、補題 5.4に

必要な高次ジェットの消滅を得られるか。射影空間の証明はこの二つの具体的課題
を示唆するものであり、すべての旗多様体や二次超曲面への自動的な一般化ではな
い。射影空間束の場合、モノドロミーによって大域的相対最小ランクが単一ファイ
バー上の最小ランクより大きくなることはあるか。
等質の場合を越えた正値な接束について、具体的に不足している段階は、指定し

た源を持つ大域的な支配的 spray を構成し、そのすべてのファイバー変数を検証す
ることである。一次微分を形式的に積分するだけでは足りない。本論文はすべての
CP-manifold に対してそのような構成を与えない。ここで得た障害は、free curve や
束の全射だけに基づく議論で、この段階を別途扱う必要がある理由を示している。

10. 研究過程と新規性の監査
監査は2026年9月9日に行った。arXiv原版、利用可能な公刊本文または著者公開本

文、出版社の書誌記録、著者の論文一覧、および各論文の参考文献を用いた。公開ウェ
ブ検索では “minimal rank holomorphic spray projective space”、“Euler sequence
spray”、“local spray source bundle”、“projective bundle spray obstruction” の組合
せと、以下に引用する 2024–2026年の文献を調べた。完全一致の検索の一部では有
用な数学的結果が得られなかった。そのような検索で見つからないことは、網羅的
な調査の証拠にはならない。購読制 MathSciNet での検索や Google Scholar の被引
用文献の網羅的な列挙を行ったとは主張しない。アクセス可能な書誌監査には、出
版社、arXiv、および参考文献一覧の記録を用いた。
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10.1. 候補の選別. 以下は実際に検討した十個の候補である。CONDITIONAL とし
た候補は定理として採用していない。「Verified new candidate」は、完成した証明と
上で限定した新規性評価を合わせた表示である。

(1) 射影的 hP ⇒ special：ALREADY KNOWN。道具は Campana–Winkelmann。
新規性の障害は結論が同一であること。

(2) Compact Kähler Oka ⇒ special：ALREADY KNOWN。道具は dominability
と Campana の Corollary 8.11。障害は既に直接の既知の帰結であること。

(3) 射影的 Oka ⇒ elliptic：ALREADY KNOWN。道具は負の源の束と Oka 近
似。2026年の Forstnerič–Lárusson 論文が証明している。

(4) すべての CP-manifold は Oka：検討した範囲では CONDITIONAL。等質性
があれば十分だが、必要な一般の分類も代替の spray構成も得られなかった。

(5) すべての有理連結射影多様体は Oka-1：検討した範囲では CONDITIONAL。
以前の文献で提案された道具は Gournay の近似であるが、最新の証明評価
により確立した定理としては使用できない。

(6) Okaなトーラス上の等質ファイバー束は Oka：TRIVIAL CONSEQUENCE。
道具は Oka ファイバー束定理であり、新たな議論は残らない。

(7) すべての compact Kähler Oka 多様体は elliptic：検討した範囲では CON-
DITIONAL。射影的な場合の負の直線束による方法は、非射影的な場合に正
当化できていない。

(8) 十分負に捻った後での所与の全射の積分：射影的 Oka の設定では TRIVIAL
CONSEQUENCE。微分 F → TX を持つ既存の支配的 spray F → X があ
れば、十分大きい m に対して Serre 消滅により写像 L−m⊕N → TX を F に
持ち上げられ、前合成により spray を得る。これは独立した新しい存在結果
ではない。

(9) n ≥ 2 の Pn 上のランク n+ 1 の源と芽の剛性：VERIFIED NEW CANDI-
DATE。道具は接続障害、Euler 拡大、高次ジェットの消滅。延長不可能性
は明示的な極限で証明した。

(10) Pn 束に対する相対的剛性と延長不可能性：VERIFIED NEW CANDIDATE
として主結果に選定。追加の道具は核と Euler 拡大類の降下であり、射影空
間束のベクトル束への持ち上げは仮定しない。

10.2. 最終的な定理の監査.
主定理（Main theorem）.:
定理 4.1。n ≥ 2 に対するランク n + 1 以下の局所相対 spray の分類と、大域的な
下界 n+ 2。
最も近い既知結果（Nearest known result）.:
文献 [15] の Problem 3.2 と Proposition 3.3 は、局所的な源として許される束と大
域生成による障害を扱う。古典的な等質 spray によって存在は既に得られる。
正確な差（Precise difference）.:
最小の源を特定し、その芽全体を決定し、族で分類を降下させ、その源上での延長
不可能性を証明する。等質性という結論でも、何らかの spray の存在の再証明でも
ない。
非自明である理由（Why nontrivial）.:
証明には非分裂拡大の計算、すべての高次ジェットの排除、底変換と拡大類の議論、
および実際の解析的延長不可能性が必要である。引用した定理にこれらの結論を直
接述べたものはない。
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直接の帰結かの確認（Immediate consequence check）.:
大域生成だけから得られるのは等質性であり、源や高次ジェットの分類ではない。
負の源の存在定理は源を変更するため、Euler 芽を延長するものではない。棄却し
た捻りの候補は、近接する議論が機械的な帰結にしかならない例を説明する。
反例探索（Counterexample search）.:
第 6節では等質多様体、toric Fano とブローアップの例、トーラス、K3 曲面と楕円
曲面を検討した。P1 は n ≥ 2 を外すことを反証し、トーラスは次元だけによる普遍
的な下界を反証する。
新規性検索（Novelty search）.:
確認した文献群と上記の検索では一致する主張を見つけなかった。優先権について
はその範囲外の文献による修正の余地がある。
証明の状態（Proof status）：VERIFIED.:
すべての段階を上で証明するか、仮定を確認した初等的なコホモロジー、GAGA、
または固有底変換定理を用いた。ここで VERIFIED とは本原稿の研究過程内で検
証したという意味であり、独立した査読を意味しない。

10.3. 実際に確認した版と資料. 文献 [1] は v1（2023年）と v5（2025年 4月 10日）
を比較し、後者の 2025年公刊書誌情報を確認した。文献 [14] は v4（2024年 12月
29日）を読んだ。文献 [15] は第 3節を含む v6（2026年 5月 5日）を読み、2026
年の雑誌掲載情報を確認した。文献 [4] は著者公開の完全な証明と 2025年の公刊
情報を確認した。Banecki の 2026年 8月 3日の v4 も含めた [3]。Campana の公刊
Corollary 8.11、公刊された [7]、および [8] の全文を確認した。2026年の講演資料
と ICM survey は状況の比較に用い、確認できない証明の代わりには用いなかった。
正値性の論文 [20, 24, 25] は仮定を調べたが、定理 4.1の入力ではない。

Fano/CP 多様体に関する一般の Oka 問題は本研究では未解決である。検証され
た成果は源の剛性とランク障害の定理であり、具体的な最小値 rglob(P2) = 4 とその
相対的拡張を含む。
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