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Abstract. We prove a quantitative rigidity theorem for compact Kähler man-
ifolds with mean RC curvature at least (n + 1)/n, under the explicit additional
hypothesis ‖R−R∗‖op < 1/(1+

√
n). Here R is the curvature contraction on Her-

mitian endomorphisms and R∗(A) = A+(trA)I. The volume deficit controls the
squared L2 norm of Ric] −(n + 1)I in every complex dimension n ≥ 2. Maximal
volume forces the normalized Fubini–Study metric. The main ingredient is an ex-
act formula for mean RC curvature in terms of the trace-free Ricci endomorphism
and a feasible optimizing density matrix. We construct compact perturbations
satisfying our hypotheses while failing both H ≥ 2 and Ric ≥ (n + 1)ω. Alge-
braic examples isolate two obstructions to the unrestricted equality problem of
Datar–Seshadri, which remains unresolved in this note.

This note was generated by ChatGPT 6. Iwai has NOT verified any of its math-
ematical content. It may therefore contain mathematical errors and should be read
with caution. A Japanese version is provided below.

1. Introduction and main result

Let (X,ω) be a compact connected Kähler manifold of complex dimension n ≥ 2.
We use ω =

√
−1gij̄ dz

i ∧ dz̄j and
Rij̄kl̄ = −∂i∂j̄gkl̄ + gpq̄(∂igkq̄)(∂j̄gpl̄).

The Fubini–Study normalization is HFS = 2 and [ωFS] = 2πc1(OPn(1)).
Here is the operator used throughout the paper. On the real Hilbert space Hx of

Hermitian endomorphisms of T 1,0
x X, with 〈A,B〉 = tr(AB), let Rx be determined

by
(1.1) 〈Rx(Pu), Pv〉 = R(u, ū, v, v̄), Pu(w) = 〈w, u〉u (|u| = 1),

and real bilinear extension. Rank-one projections span Hx; equivalently, for A =∑
aiPui

, Rx(A) =
∑

aiRuiūi
. Kähler symmetry makes this operator self-adjoint.

Set
(1.2) R∗(A) = A+ (trA)I, µ(x) = max

B≥0, trB=1
λmin(Rx(B)).

Thus R∗ is the pointwise space-form model and µ is exactly the mean RC curvature
of Datar–Seshadri. Operator norms of R refer to Hx with its Hilbert–Schmidt norm,
not to a curvature operator on symmetric complex two-tensors.
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Datar–Seshadri prove the optimal volume bound under µ ≥ (n+1)/n, and identify
the average scalar curvature at maximal volume [DS, Theorems 1.1 and 5.2]. Their
general equality question remains outside the scope of a pointwise scalar-curvature
comparison: the latter can fail even for a positive bisectional curvature tensor (Sec-
tion 5). We obtain a comparison in an explicit neighborhood of R∗ and convert it
into an integral estimate.

Theorem 1.1 (Volume deficit under curvature pinching). Suppose that, everywhere
on X,

(1.3) µ ≥ n+ 1

n
, ‖R − R∗‖op ≤ ε, 0 ≤ ε <

1

1 +
√
n
.

Write
V =

∫
X

ωn, v =
V

(2π)n
, E = Ric] −(n+ 1)I,

where Ric] is the Hermitian endomorphism of the Ricci form. Then X is biholo-
morphic to Pn, 0 < v ≤ 1, and

1

(2π)n

∫
X

|E|2HS ω
n ≤ (1 + 2ε)n(n+ 1)

(
v(n−1)/n − v

)
(1.4)

≤ (1 + 2ε)(n+ 1)(1− v).(1.5)
In particular, v = 1 if and only if (X,ω) is biholomorphically isometric to (Pn, ωFS).

The volume constant is optimal. We make no optimality claim for the pinching
radius or the coefficient in (1.5). The conclusion quantifies the Einstein defect in an
explicitly specified integral norm; it does not assert convergence in a metric distance
or a Ck topology. Riemannian volume is V/n!, and the norm in the theorem is the
complex Hermitian endomorphism norm. These choices are part of the statement.

The biholomorphic classification in this theorem is already supplied by positive
bisectional curvature and the Frankel theorem [SY]; we use the verified formulation
[FLW, Theorem 0.1]. The additional conclusion concerns the given metric. Its proof
uses a formula for the optimizing density matrix:

(1.6) n2µ = S − 〈r,A−1r〉, r = Ric] −S

n
I, A = ΠR|H0 ,

where S = trRic], H0 = {A : trA = 0}, and Π is orthogonal projection onto H0.
We prove the formula under explicit positivity and feasibility hypotheses, and verify
those hypotheses from (1.3). Completing a quadratic form is elementary; the point
requiring care is that its critical point must lie inside the positive density matrices.
Section 5 shows that omitting this issue gives false statements.

Proposition 1.2 (The hypotheses include additional compact metrics). For every
n ≥ 2 there are Kähler metrics ω̂t on Pn, 0 < t < t0, with ω̂t → ωFS smoothly, such
that

min
X

µω̂t =
n+ 1

n
,

∫
X

ω̂n
t < (2π)n,

while neither Hω̂t ≥ 2 nor Ricω̂t ≥ (n + 1)ω̂t holds. For every fixed 0 < ε <
(1 +

√
n)−1, all sufficiently small t > 0 satisfy the pinching in (1.3).
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Thus the main estimate is not an application of either curvature branch of [DS,
Corollary 1.2]. The explicit family will also check the normalization and show that
the added hypotheses do not assume the Einstein equation. The finite-dimensional
identity, its volume-deficit consequence, and this separating family are the results
established in this note. Their novelty is assessed separately in the accompanying
audit.

2. The optimizing matrix and the Ricci defect

2.1. Quantifiers and normalizations. For a Hermitian holomorphic bundle F ,
RC positivity means ∀x ∀v 6= 0 ∃u 6= 0 : RF (u, ū, v, v̄) > 0. Uniform RC positivity
reverses the last two quantifiers: ∀x ∃u 6= 0 ∀v 6= 0 with the same strict inequality
[Y, Definition 1.1]. The condition used here is instead

∀x ∃B ≥ 0, trB = 1 ∀v : 〈Rx(B)v, v〉 ≥ n+ 1

n
|v|2.

The admissible B may have any rank. No smooth choice is part of this definition.
The maximum exists because the density matrices form a compact set and the least
eigenvalue is continuous.

For completeness, minimization over unit vectors equals minimization over density
matrices, by diagonalizing a Hermitian endomorphism. The bilinear form 〈R(B), A〉
is continuous on the product of two compact convex sets, so the finite-dimensional
minimax theorem gives

µ = max
B

min
A

〈R(B), A〉 = min
A

max
B

〈R(B), A〉

with both variables ranging over density matrices [DS, Remark 2.1]. Our calculation
below proves its particular value by matching upper and lower certificates; it does
not exchange optimizations without a certificate.

Our sign conventions give

ρ = −
√
−1∂∂̄ log det g, [ρ] = 2πc1(X), R(I) = Ric], ρ ∧ ωn−1 =

S

n
ωn.

In particular SFS = n(n+1), and Riemannian scalar curvature is 2S. All manifolds
in this note are smooth. Ordinary Chern classes, rather than orbifold or reflexive
Chern classes, are used.

Lemma 2.1 (An interior formula). Let R be an algebraic Kähler curvature tensor
on a Hermitian n-space. Define R, S, r,Π,A as above. Suppose A is positive definite
and

(2.1) B∗ :=
1

n

(
I −A−1r

)
> 0.

Then B∗ is the unique maximizing density matrix, and
(2.2) R(B∗) = µI, n2µ = S − 〈r,A−1r〉.
Consequently, if aI ≤ A ≤ bI with a > 0, then

(2.3) |r|2

b
≤ S − n2µ ≤ |r|2

a
.

The same value formula holds if B∗ is only semidefinite, although the assertion about
a unique maximizing matrix is not needed in that case.
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Proof. The endomorphism A−1r is trace free, so trB∗ = 1. Since ΠR(I) = r, we
have

ΠR(B∗) =
1

n

(
r −AA−1r

)
= 0.

Thus R(B∗) = λI. Self-adjointness gives

nλ = 〈R(B∗), I〉 = 〈B∗,R(I)〉 = 1

n

(
S − 〈A−1r, r〉

)
.

The choice B∗ is admissible, and hence µ ≥ λ. For any admissible B, its least
eigenvalue satisfies

λmin(R(B)) ≤ 〈R(B), B∗〉 = 〈B,R(B∗)〉 = λ.

This proves µ = λ without choosing eigenvectors smoothly.
If B is another maximizer, then C = R(B) − µI ≥ 0 and tr(CB∗) = 0. Positive

definiteness of B∗ implies C = 0: indeed B
1/2
∗ CB

1/2
∗ is semidefinite with zero trace.

Writing B = I/n + b0 with tr b0 = 0 now gives r/n + Ab0 = 0, hence B = B∗.
Finally, the spectral bounds on A−1 imply (2.3). �

Lemma 2.2 (An explicit feasible region). If ‖R − R∗‖op ≤ ε < (1 +
√
n)−1, then

(1− ε)I ≤ A ≤ (1 + ε)I, B∗ > 0.

Under the additional condition µ ≥ (n+ 1)/n, one has

S − n(n+ 1) ≥ |r|2

1 + ε
≥ 0,(2.4)

|Ric]−(n+ 1)I|2 ≤ (1 + 2ε)
(
S − n(n+ 1)

)
.(2.5)

Proof. Put D = R − R∗. Since R∗ is the identity on H0, compression gives the
asserted bounds on A. Also r = ΠD(I) and |I|HS =

√
n, so

|r|HS ≤ ε
√
n, ‖A−1r‖end ≤ |A−1r|HS ≤ ε

√
n

1− ε
< 1.

Here ‖ · ‖end is the usual norm of an endomorphism of the tangent space. This
distinction between two operator norms is essential. Every eigenvalue of I − A−1r
is positive. Lemma 2.1 therefore proves (2.4).

Let q = S − n(n+ 1). The same operator estimate yields

0 ≤ q = 〈D(I), I〉 ≤ nε.

Orthogonality of the scalar and trace-free parts gives

|Ric] −(n+ 1)I|2 = |r|2 + q2

n
≤ (1 + ε)q + εq,

as required. In this region B∗ varies smoothly with the curvature tensor: inversion
is smooth on invertible operators. Smoothness is thus proved from a formula, not
assumed for a general pointwise optimizer. �
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3. Global consequences

Proof of Theorem 1.1. For unit tangent vectors u, v, equation (1.1) and |Pu|HS =
|Pv|HS = 1 give

R(u, ū, v, v̄) ≥ 1 + |〈u, v〉|2 − ε > 0.

Thus X is compact Kähler with positive orthogonal bisectional curvature. Theo-
rem 0.1 of [FLW] applies and identifies X biholomorphically with Pn. This step does
not identify its metric.

Let h = c1(OPn(1)), with
∫
hn = 1. Since the Kähler cone of Pn is the positive

ray, [ω] = 2πah for a real a > 0. No rationality assumption on a is used. The Euler
sequence 0 → O → O(1)⊕(n+1) → TPn → 0 gives c1(X) = (n+ 1)h. It follows that

(3.1) v = an,

∫
X

Sωn = n

∫
X

ρ ∧ ωn−1 = n(n+ 1)(2π)nan−1.

By (2.4), the average of S is at least n(n+1); equation (3.1) gives a ≤ 1. Integrating
(2.5) and using (3.1) proves (1.4). For 0 < v ≤ 1, concavity of v(n−1)/n implies

v(n−1)/n ≤ 1 +
n− 1

n
(v − 1),

which proves (1.5).
If v = 1, the nonnegative continuous function |E|2 has zero integral, so ρ =

(n + 1)ω everywhere. Together with V = (2π)n, this meets exactly the Ricci hy-
potheses of [DS, Corollary 5.3(2)], which gives the asserted biholomorphic isometry.
Equivalently, one can use uniqueness of the positive Kähler–Einstein metric on Pn

up to automorphisms, as in that corollary. Conversely the normalized Fubini–Study
metric satisfies all the assumptions and v = 1. �

Remark 3.1. The defect estimate and the volume inequality in this proof do not
use the higher-order jet estimate or Theorem 5.2 of [DS]. They follow from the new
pointwise identity and the known complex classification. Only the final identification
of an Einstein metric is delegated to the Ricci rigidity theorem. In particular, the
proof does not assume that holomorphic sectional positivity implies the required
Ricci bound.

There is also a formulation not requiring a fixed distance from the space-form
tensor.

Corollary 3.2 (An interior criterion for equality rigidity). Suppose µ ≥ (n+ 1)/n,∫
X
ωn = (2π)n, and at every point

A > 0, I −A−1r > 0.

Then (X,ω) is biholomorphically isometric to (Pn, ωFS).

Proof. Lemma 2.1 gives

S − n(n+ 1) = n2

(
µ− n+ 1

n

)
+ 〈r,A−1r〉 ≥ 0.

Theorem 5.2 of [DS] gives that the integral of the left side against ωn is zero. Thus
both terms vanish at every point, r = 0, and S = n(n + 1). Consequently ρ =
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(n + 1)ω, and [DS, Corollary 5.3(2)] applies. The hypotheses of the cited average-
scalar theorem are precisely compact Kähler, the stated mean RC lower bound, and
maximal volume; no Fano assumption is inserted. �

4. A compact family beyond the two original bounds

Proof of Proposition 1.2. On Pn set

pj([Z]) =
|Zj|2∑n
k=0 |Zk|2

, m = p0 − p1, u = p0 + p1,

and define the globally smooth real function

(4.1) f = m2 − 2

n+ 3
u+

2

(n+ 2)(n+ 3)
.

Write ω0 = ωFS and ωt = ω0+t
√
−1∂∂̄f . For all sufficiently small real t, compactness

and positivity of ω0 ensure that this is Kähler, with [ωt] = [ω0].
We use the complex Laplacian ∆ = gij̄0 ∂i∂j̄, which has nonpositive eigenvalues.

Direct differentiation of the moment functions gives
∆m = −(n+ 1)m, ∆u = 2− (n+ 1)u, |∂m|2 = u−m2.

For example the last identity follows from
∑

i,j g
ij̄
0 (∂im)(∂j̄m) in the affine Fubini–

Study metric g0,ij̄ = δij/(1 + |z|2) − z̄izj/(1 + |z|2)2. The product rule now gives
∆(m2) = 2u− 2(n+ 2)m2. Substituting (4.1) proves
(4.2) ∆f = −2(n+ 2)f.

The inequalities m2 ≤ u2 and 0 ≤ u ≤ 1 show that the maximum of f occurs
precisely at [1 : 0 : · · · : 0] and [0 : 1 : 0 : · · · : 0]: the convex function u2−2u/(n+3)
has its larger endpoint value at u = 1. Its value there is

fmax =
n+ 1

n+ 3
+

2

(n+ 2)(n+ 3)
.

Differentiate ρt = −
√
−1∂∂̄ log det gt. Since Ric]0 = (n+1)I, differentiation of the

inverse metric in St = trωt ρt yields
(4.3) S ′

0 = −∆(∆ + n+ 1)f = −2(n+ 2)(n+ 3)f.

The formula in Lemma 2.1 is smooth near ω0 and r0 = 0. Its quadratic term has
zero first variation, so, uniformly on Pn,

(4.4) µωt =
n+ 1

n
+

t

n2
S ′
0 +O(t2).

Consequently, for t ↓ 0,

min
X

µωt =
n+ 1

n
+

dn
n2

t+O(t2), dn = −2(n2 + 3n+ 4) < 0.

Taking a minimum is justified by the uniform remainder: evaluating at a minimizer
of S ′

0 gives the matching upper estimate. No smooth dependence of minimizing
points is assumed.

Set
(4.5) at =

n

n+ 1
min
X

µωt , ω̂t = atωt.
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Under constant rescaling by a > 0, µaω = a−1µω. Therefore minµω̂t = (n + 1)/n,
and

at = 1 +
dn

n(n+ 1)
t+O(t2) < 1,

1

(2π)n

∫
X

ω̂n
t = ant < 1.

Moreover ω̂t → ω0 smoothly as metrics on X, so it satisfies every fixed positive
pinching bound in the proposition for sufficiently small t.

We verify the failure of both original bounds at p = [1 : 0 : · · · : 0]. Use coordinates
zj = Zj/Z0, 1 ≤ j ≤ n, and put qj = |zj|2. At p, g0 = I and first derivatives of gt
vanish. The expansion of (4.1) gives

f11̄(p) = −4, fjj̄(p) = −2(n+ 2)

n+ 3
(j ≥ 2).

The coefficients of q21 and q2j (j ≥ 2) in that expansion are respectively 8 and
3− 2/(n+ 3). Equation (4.2) gives

d

dt

∣∣∣∣
0

(
ρt − (n+ 1)ωt

)
= (n+ 3)

√
−1∂∂̄f.

The first eigenvalue of Ric]ω̂t
−(n+ 1)I at p, along ∂z1 , is consequently

(4.6)
(
−4(n+ 3)− dn

n

)
t+O(t2) = −2(n− 1)(n+ 4)

n
t+O(t2) < 0.

For the sectional curvature computation, if h = f11̄(p) and c is the coefficient
of q21, then R′

11̄11̄(p) = −4c and differentiating its denominator g211̄ gives H ′
0(∂z1) =

−4c− 4h = −16. Rescaling as in (4.5) therefore gives

Hω̂t(∂z1)− 2 =

(
−16− 2dn

n(n+ 1)

)
t+O(t2)

= −4(n− 1)(3n+ 4)

n(n+ 1)
t+O(t2) < 0.(4.7)

All coefficients in (4.6) and (4.7) are strictly negative for n ≥ 2. This proves the
asserted failures on actual compact Kähler manifolds, rather than only on algebraic
tensors. �

Remark 4.1 (Scaling check). For ω = aωFS one has R = a−1R∗, µ = (n + 1)/(na),
S = n(n+ 1)/a, and v = an. Thus the mean lower bound has the correct direction
a ≤ 1. The family above is not a family of rescaled space forms, as witnessed by its
nonzero trace-free Ricci variation.

5. Obstructions to removing the hypotheses

The following calculations test potential extensions of the proof. They do not give
compact counterexamples to the question in [DS, Section 6].

Proposition 5.1 (Failure of the unrestricted scalar comparison). There is an alge-
braic Kähler curvature tensor in dimension two with positive holomorphic bisectional
curvature such that µ = 3/2 and S = 72/13 < 6.
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Proof. In a unitary basis let

R11̄11̄ =
6

13
= α, R22̄22̄ =

18

13
= β, R11̄22̄ =

24

13
= γ,

include all terms required by the Kähler and conjugation symmetries, and set the
other components to zero. For a unit vector u, Ruū has diagonal entries α|u1|2+γ|u2|2
and γ|u1|2 + β|u2|2, and an off-diagonal entry of modulus γ|u1u2|. Its determinant
is

αγ|u1|4 + αβ|u1u2|2 + βγ|u2|4 > 0.

The positive diagonal entries show that this is positive definite for every u 6= 0,
proving strict bisectional positivity.

For B = diag(1/4, 3/4) direct multiplication gives R(B) = (3/2)I. Hence
µ ≥ 3/2. The same B is an upper certificate, because for any density matrix C,
λmin(R(C)) ≤ 〈R(C), B〉 = 3/2. Thus µ = 3/2, whereas S = α + β + 2γ = 72/13.
The trace-free diagonal direction has A-eigenvalue (α + β − 2γ)/2 = −12/13. This
identifies exactly why the positive quadratic defect argument fails. �

Remark 5.2 (Local realization). This tensor is realized at the origin by the Kähler
potential

Φ = |z1|2 + |z2|2 −
α

4
|z1|4 −

β

4
|z2|4 − γ|z1|2|z2|2.

Its complex Hessian is positive on a sufficiently small neighborhood; at the origin
its first derivatives vanish and R = −∂∂̄g has the specified components. A small
positive scalar multiple of the curvature tensor preserves S < 4µ. Increasing the
tensor by a factor slightly larger than one makes µ > 3/2 at the origin, and on a
smaller neighborhood, while still keeping S < 6 at the origin. This local realization
does not provide a compact metric with the global lower bound and maximal volume.

Example 5.3 (Convexity without feasibility is insufficient). In dimension three take
a torus-invariant Kähler tensor determined by

Cij = Rīijj̄, C = wwt +
1

10
I, w = (3, 1, 1)t,

with its Kähler-symmetric companions and all other components zero. On diagonal
Hermitian matrices the curvature operator is C; on each off-diagonal real two-plane
it is multiplication by Cij > 0. Thus R and A are positive definite. The density
matrix P1 has R(P1) = diag(91/10, 3, 3), giving µ ≥ 3. For any density matrix B,

λmin(R(B)) ≤ (R(B))22 + (R(B))33
2

= 3B11 +
21

20
(B22 +B33) ≤ 3.

Therefore µ = 3 > S/9 = 253/90. The candidate in (2.1) cannot be positive
semidefinite, by Lemma 2.1. In particular, positive curvature operator alone does
not justify (1.6) with a nonnegative defect.

6. Scope, prior results, and remaining questions

The available arXiv record for [DS], checked on 8 September 2026, listed v1 (16
August 2026). We read its 19-page PDF, including the vanishing, jet, and equality
arguments. The broader equality question was not resolved in the later material
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located by our searches. This is a statement about the sources inspected, not a
certification that no unlocated solution exists.

The comparison with the closest sources is as follows.
(1) The general volume theorem and average-scalar equality are due to [DS].

Our contribution is the pointwise identity on its stated feasible region and
the resulting estimate (1.5). The compact family in Section 4 separates the
hypotheses from the two original metric lower bounds.

(2) The complex classification under positive orthogonal bisectional curvature is
known [FLW]. It supplies c1(X) and the Kähler cone in our proof, but it
does not identify an arbitrary metric or give our Einstein-defect estimate.

(3) The recent Calabi-operator result [DFL, Theorem 1.4] starts with a Kähler–
Einstein metric and uses an operator on Sym2 T 1,0X. Our operator acts
on Hermitian endomorphisms, and the Einstein equation is a conclusion at
maximal volume. These are different hypotheses; no identification of the two
operators is used.

Removing pinching requires an argument which can tolerate a negative trace-free
compression or an optimizer on the boundary of the density matrices. The two
examples in Section 5 separate these obstacles. The unrestricted maximal-volume
rigidity problem is not solved here, nor is a compact counterexample produced. An-
other question is whether the integral control proved here can be upgraded to control
modulo automorphisms in a geometric topology; that would require additional an-
alytic work not supplied by the integral inequality.
Research status. This is an AI-generated research manuscript with complete argu-
ments for the statements above, relying on the explicitly cited established geometric
theorems. It has not received independent human verification or peer review. The
accompanying audit records the literature search and the independent symbolic and
linear-programming checks. Those checks are supplementary, not proofs of the gen-
eral statements. Novelty remains subject to expert assessment and further literature
verification.
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mean RC曲率とpinchingの下での体積剛性
Ricci曲率のずれに対する積分評価

chatGPT 6 Astra
2026年 9月 8日

要旨．mean RC曲率が (n + 1)/n以上のコンパクト Kähler多様体につい
て，明示的な追加仮定 ‖R − R∗‖op < 1/(1 +

√
n)の下で定量的な剛性定

理を証明する．ここでR は Hermitian自己準同型上の曲率の縮約であり，
R∗(A) = A + (trA)I である．すべての複素次元 n ≥ 2で，体積欠損が
Ric]−(n+ 1)I の L2ノルムの二乗を制御する．最大体積の場合には正規化
されたFubini–Study計量が得られる．中心となるのは，トレース 0のRicci
自己準同型と，許容される最適化密度行列によってmean RC曲率を表す厳
密な公式である．本稿の仮定を満たすがH ≥ 2とRic ≥ (n+ 1)ωの両方を
満たさないコンパクト計量の変形を構成する．代数的な例により，Datar–
Seshadriの一般の等号問題への二つの障害を分離する．この一般問題は本
稿では未解決である．

このノートは chatGPT 6が生成したものであり, 岩井は数学的な検証を全く行っ
ていません. そのため数学的な間違いがあるかもしれません. そのため注意深く読
んでください.

1. 導入と主結果
(X,ω)を複素次元n ≥ 2のコンパクト連結Kähler多様体とする．ω =

√
−1gij̄ dz

i∧
dz̄jと書き，曲率の符号を

Rij̄kl̄ = −∂i∂j̄gkl̄ + gpq̄(∂igkq̄)(∂j̄gpl̄)

で定める．Fubini–Study計量の正規化はHFS = 2および [ωFS] = 2πc1(OPn(1))と
する．
本稿で用いる作用素を定義する．T 1,0

x XのHermitian自己準同型全体をHxとし，
実内積 〈A,B〉 = tr(AB)を入れる．Rxを
(1.1) 〈Rx(Pu), Pv〉 = R(u, ū, v, v̄), Pu(w) = 〈w, u〉u (|u| = 1)

と実双線形性によって定める．階数 1の直交射影はHxを張る．同値な定義として，
A =

∑
aiPui

に対しRx(A) =
∑

aiRuiūi
である．Kähler対称性より，この作用素は

自己共役である．
(1.2) R∗(A) = A+ (trA)I, µ(x) = max

B≥0, trB=1
λmin(Rx(B))

と置く．R∗は各点における複素空間形のモデルであり，µはDatar–Seshadriのmean
RC曲率そのものである．Rの作用素ノルムはHilbert–Schmidtノルムを持つHxに
関するものであり，複素対称 2階テンソル上の曲率作用素のノルムではない．

Datar–Seshadriは µ ≥ (n + 1)/nの下で最適な体積上界を示し，最大体積の場合
の平均スカラー曲率を決定した [DS, Theorems 1.1 and 5.2]．しかし一般の等号問題
は，点ごとのスカラー曲率比較だけでは扱えない．実際，その比較は正の正則双断
面曲率を持つ代数的曲率テンソルに対してさえ成立しない（第 5節）．本稿ではR∗
の明示的な近傍で比較を示し，積分評価に結びつける．
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定理 1.1 (曲率 pinchingの下での体積欠損評価). Xのすべての点で

(1.3) µ ≥ n+ 1

n
, ‖R − R∗‖op ≤ ε, 0 ≤ ε <

1

1 +
√
n

が成り立つと仮定する．

V =

∫
X

ωn, v =
V

(2π)n
, E = Ric] −(n+ 1)I

と置く．ここでRic]はRicci形式に対応するHermitian自己準同型である．このと
きXは Pnと双正則であり，0 < v ≤ 1かつ

1

(2π)n

∫
X

|E|2HS ω
n ≤ (1 + 2ε)n(n+ 1)

(
v(n−1)/n − v

)
(1.4)

≤ (1 + 2ε)(n+ 1)(1− v)(1.5)

が成り立つ．特に v = 1であることと，(X,ω)が (Pn, ωFS)と双正則等長であること
は同値である．

体積上界の定数は最適である．pinchingの半径および (1.5)の係数が最適であると
は主張しない．結論はEinstein方程式からのずれを，明記した積分ノルムで評価す
るものであり，計量間の距離やCk位相での収束を主張してはいない．Riemann体
積は V/n!であり，定理のノルムは複素Hermitian自己準同型のノルムである．これ
らの規約も定理文の一部である．
この定理における双正則分類は，正の正則双断面曲率と Frankelの定理からすで

に得られる [SY]．本稿では本文を確認した [FLW, Theorem 0.1]の定式化を用いる．
追加される結論は，与えられた計量に関するものである．証明では，最適化を達成
する密度行列の公式

(1.6) n2µ = S − 〈r,A−1r〉, r = Ric] −S

n
I, A = ΠR|H0

を用いる．ここで S = trRic]，H0 = {A : trA = 0}であり，ΠはH0への直交射影
である．この公式を，正値性と密度行列としての許容性に関する明示的な仮定の下
で証明し，(1.3)からそれらの仮定を確認する．二次形式の平方完成自体は初等的で
あるが，その臨界点が正の密度行列の内部に入ることには注意が必要である．この
点を省略すると誤った主張になることを第 5節で示す．

命題 1.2 (仮定が扱う新たなコンパクト計量). 各 n ≥ 2に対し，Pn上のKähler計量
ω̂t，0 < t < t0で，ω̂t → ωFSが滑らかに成り立ち，

min
X

µω̂t =
n+ 1

n
,

∫
X

ω̂n
t < (2π)n

を満たす一方，Hω̂t ≥ 2もRicω̂t ≥ (n+1)ω̂tも成り立たないものが存在する．任意の
固定した 0 < ε < (1 +

√
n)−1に対し，十分小さいすべての t > 0で (1.3)の pinching

が成立する．

従って主評価は [DS, Corollary 1.2]の二つの曲率条件のいずれかを適用したもの
ではない．この明示的な族は正規化の検算も兼ね，追加の仮定がEinstein方程式を
仮定していないことも示す．有限次元の恒等式，その体積欠損への帰結，および二
つの既知条件との違いを示すこの族が，本稿で証明した結果である．新規性につい
ては別添の監査メモで独立に評価する．
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2. 最適化行列とRicci曲率のずれ
2.1. 量化と正規化. Hermitian正則ベクトル束F のRC正値性とは，∀x ∀v 6= 0 ∃u 6=
0 : RF (u, ū, v, v̄) > 0 という条件である．uniform RC正値性では最後の二つの量
化を交換し，∀x ∃u 6= 0 ∀v 6= 0に対して同じ狭義不等式を要求する [Y, Definition
1.1]．これに対し本稿で用いる条件は

∀x ∃B ≥ 0, trB = 1 ∀v : 〈Rx(B)v, v〉 ≥ n+ 1

n
|v|2

である．許容されるBの階数は任意である．滑らかな選択の存在は定義に含まれな
い．密度行列全体はコンパクトで最小固有値は連続なので，最大値は存在する．
確認のために述べると，Hermitian自己準同型を対角化すれば，単位ベクトル上

の最小化は密度行列上の最小化に等しい．双線形形式 〈R(B), A〉は二つのコンパク
ト凸集合の積上で連続なので，有限次元のminimax定理から

µ = max
B

min
A

〈R(B), A〉 = min
A

max
B

〈R(B), A〉

を得る．ここで両変数とも密度行列を動く [DS, Remark 2.1]．以下では上界と下界
を同時に達成する行列を示して値を決定する．根拠なく最適化の順序を交換するこ
とはしない．
本稿の符号規約では

ρ = −
√
−1∂∂̄ log det g, [ρ] = 2πc1(X), R(I) = Ric], ρ ∧ ωn−1 =

S

n
ωn

である．特にSFS = n(n+1)であり，Riemannスカラー曲率は 2Sである．本稿の多
様体はすべて滑らかであり，orbifoldや反射的な Chern類ではなく，通常の Chern
類を用いる．
補題 2.1 (内部での公式). RをHermitian n次元空間上の代数的Kähler曲率テンソ
ルとし，R, S, r,Π,Aを上のように定める．Aが正定値であり，

(2.1) B∗ :=
1

n

(
I −A−1r

)
> 0

と仮定する．このときB∗は最大値を達成する唯一の密度行列であり，
(2.2) R(B∗) = µI, n2µ = S − 〈r,A−1r〉
が成り立つ．従って aI ≤ A ≤ bI，a > 0ならば

(2.3) |r|2

b
≤ S − n2µ ≤ |r|2

a

である．B∗が半正定値でしかない場合にも値の公式は成立するが，その場合には最
大化行列の一意性はここでは主張しない．
証明. A−1rのトレースは 0なので，trB∗ = 1である．ΠR(I) = rより

ΠR(B∗) =
1

n

(
r −AA−1r

)
= 0

であり，R(B∗) = λIと書ける．自己共役性より

nλ = 〈R(B∗), I〉 = 〈B∗,R(I)〉 = 1

n

(
S − 〈A−1r, r〉

)
となる．B∗は許容されるので µ ≥ λである．任意の許容行列Bに対し

λmin(R(B)) ≤ 〈R(B), B∗〉 = 〈B,R(B∗)〉 = λ
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であるから µ = λを得る．ここでは固有ベクトルの滑らかな選択を用いていない．
Bが別の最大化行列ならば，C = R(B) − µI ≥ 0かつ tr(CB∗) = 0である．B∗

の正定値性よりC = 0となる．実際，B1/2
∗ CB

1/2
∗ は半正定値でトレースが 0である．

B = I/n + b0，tr b0 = 0と書くと r/n + Ab0 = 0なので，B = B∗を得る．最後に
A−1の固有値の評価から (2.3)が従う． �

補題 2.2 (許容性が保証される明示的な範囲). ‖R −R∗‖op ≤ ε < (1+
√
n)−1ならば

(1− ε)I ≤ A ≤ (1 + ε)I, B∗ > 0

である．さらに µ ≥ (n+ 1)/nならば

S − n(n+ 1) ≥ |r|2

1 + ε
≥ 0,(2.4)

|Ric] −(n+ 1)I|2 ≤ (1 + 2ε)
(
S − n(n+ 1)

)
(2.5)

が成り立つ．

証明. D = R − R∗と置く．R∗はH0上で恒等作用素なので，その圧縮を取るとA
の評価を得る．また r = ΠD(I)および |I|HS =

√
nより

|r|HS ≤ ε
√
n, ‖A−1r‖end ≤ |A−1r|HS ≤ ε

√
n

1− ε
< 1

である．ここで ‖ · ‖endは接空間の自己準同型としての通常のノルムである．二種類
の作用素ノルムを区別する必要がある．I −A−1rの固有値はすべて正であり，補題
2.1から (2.4)を得る．

q = S − n(n+ 1)と置くと，同じ作用素評価から
0 ≤ q = 〈D(I), I〉 ≤ nε

となる．スカラー部分とトレース 0の部分の直交性より

|Ric]−(n+ 1)I|2 = |r|2 + q2

n
≤ (1 + ε)q + εq

であり，主張が従う．この範囲ではB∗は曲率テンソルに滑らかに依存する．可逆な
作用素の逆行列を取る操作が滑らかだからである．従って滑らかさは公式から証明
されており，一般の点ごとの最適化行列について仮定したものではない． �

3. 大域的な帰結
定理 1.1の証明. 単位接ベクトル u, vに対し，(1.1)と |Pu|HS = |Pv|HS = 1より

R(u, ū, v, v̄) ≥ 1 + |〈u, v〉|2 − ε > 0

である．従ってX は正の直交正則双断面曲率を持つコンパクトKähler多様体であ
り，[FLW, Theorem 0.1]を適用するとXは Pnと双正則である．この段階では計量
は同定されていない．

h = c1(OPn(1))とし，
∫
hn = 1と正規化する．PnのKähler錐は正の半直線なの

で，実数 a > 0を用いて [ω] = 2πahと書ける．aの有理性は用いない．Pnの Euler
完全列 0 → O → O(1)⊕(n+1) → TPn → 0より c1(X) = (n+ 1)hであるから

(3.1) v = an,

∫
X

Sωn = n

∫
X

ρ ∧ ωn−1 = n(n+ 1)(2π)nan−1
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を得る．(2.4)より Sの平均は n(n + 1)以上なので，(3.1)から a ≤ 1である．(2.5)
を積分し (3.1)を用いると (1.4)が従う．0 < v ≤ 1では v(n−1)/nの凹性より

v(n−1)/n ≤ 1 +
n− 1

n
(v − 1)

であり，(1.5)を得る．
v = 1ならば非負連続関数 |E|2の積分が 0なので，すべての点で ρ = (n+ 1)ωと

なる．V = (2π)nと合わせると [DS, Corollary 5.3(2)]のRicci曲率に関する仮定がそ
のまま満たされ，求める双正則等長性が従う．同値な方法として，同系の証明と同
様に Pn上の正のKähler–Einstein計量の自己同型を除く一意性を用いてもよい．逆
に，正規化された Fubini–Study計量はすべての仮定と v = 1を満たす． �

注意 3.1. この証明における曲率のずれの評価と体積不等式は，[DS]の高階 jet評価
やTheorem 5.2を用いていない．今回の点ごとの恒等式と，既知の複素多様体の分
類から従っている．最後の Einstein計量の同定だけに Ricci剛性定理を用いた．特
に，正則断面曲率の正値性から必要なRicci下界が従うとは仮定していない．

空間形の曲率テンソルからの距離を固定しない定式化も得られる．

系 3.2 (内部条件による等号剛性). µ ≥ (n+1)/n，
∫
X
ωn = (2π)nを仮定し，各点で

A > 0, I −A−1r > 0

が成り立つとする．このとき (X,ω)は (Pn, ωFS)と双正則等長である．

証明. 補題 2.1から

S − n(n+ 1) = n2

(
µ− n+ 1

n

)
+ 〈r,A−1r〉 ≥ 0

である．[DS, Theorem 5.2]によれば，左辺の ωnに関する積分は 0である．従って
右辺の両項は各点で 0となり，r = 0かつ S = n(n+1)を得る．よって ρ = (n+1)ω
であり，[DS, Corollary 5.3(2)]を適用できる．引用した平均スカラー曲率の定理の
仮定は，コンパクトKählerであること，指定のmean RC下界，および最大体積で
あり，Fano性は追加していない． �

4. 原論文の二つの下界を外れるコンパクト計量族
命題 1.2の証明. Pn上で

pj([Z]) =
|Zj|2∑n
k=0 |Zk|2

, m = p0 − p1, u = p0 + p1

と置き，大域的に滑らかな実関数

(4.1) f = m2 − 2

n+ 3
u+

2

(n+ 2)(n+ 3)

を定める．ω0 = ωFSとし，ωt = ω0 + t
√
−1∂∂̄f と置く．コンパクト性と ω0の正値

性より，十分小さい実数 tに対してこれはKähler計量であり，[ωt] = [ω0]である．
固有値が非正になる複素 Laplacian ∆ = gij̄0 ∂i∂j̄を用いる．モーメント関数を直接

微分すると
∆m = −(n+ 1)m, ∆u = 2− (n+ 1)u, |∂m|2 = u−m2



mean RC曲率と pinchingの下での体積剛性 15

を得る．例えば最後の等式は，アフィン座標での Fubini–Study計量 g0,ij̄ = δij/(1 +

|z|2) − z̄izj/(1 + |z|2)2を用いて
∑

i,j g
ij̄
0 (∂im)(∂j̄m)を計算すれば従う．積の微分則

より∆(m2) = 2u− 2(n+ 2)m2であり，(4.1)を代入すると
(4.2) ∆f = −2(n+ 2)f

を得る．m2 ≤ u2 と 0 ≤ u ≤ 1より，f の最大点はちょうど [1 : 0 : · · · : 0]と
[0 : 1 : 0 : · · · : 0]である．実際，凸関数 u2 − 2u/(n+ 3)の端点での値は u = 1の方
が大きい．その最大値は

fmax =
n+ 1

n+ 3
+

2

(n+ 2)(n+ 3)

である．
ρt = −

√
−1∂∂̄ log det gtを微分する．Ric]0 = (n+ 1)Iであり，St = trωt ρtにおけ

る逆計量の微分も含めると
(4.3) S ′

0 = −∆(∆ + n+ 1)f = −2(n+ 2)(n+ 3)f

となる．補題 2.1の公式は ω0の近傍で滑らかであり，r0 = 0なので，その二次項の
第一変分は 0である．従って Pn上一様に

(4.4) µωt =
n+ 1

n
+

t

n2
S ′
0 +O(t2)

が成り立つ．よって t ↓ 0に対し

min
X

µωt =
n+ 1

n
+

dn
n2

t+O(t2), dn = −2(n2 + 3n+ 4) < 0

である．最小値を取る操作は剰余項の一様性によって正当化される．S ′
0の最小点で

評価すると対応する上からの評価も得られる．最小点の滑らかな依存性は仮定して
いない．

(4.5) at =
n

n+ 1
min
X

µωt , ω̂t = atωt

と置く．定数 a > 0による拡大縮小では µaω = a−1µωなので，minµω̂t = (n + 1)/n
であり，

at = 1 +
dn

n(n+ 1)
t+O(t2) < 1,

1

(2π)n

∫
X

ω̂n
t = ant < 1

となる．さらにX上の計量として ω̂t → ω0が滑らかに成り立つので，命題の任意の
固定した正の pinching定数に対し，十分小さい tでその pinchingが成立する．
原論文の二つの下界が成り立たないことを p = [1 : 0 : · · · : 0]で確かめる．座標

zj = Zj/Z0，1 ≤ j ≤ nを取り，qj = |zj|2と置く．pでは g0 = Iであり，gtの一階
微分は 0である．(4.1)を展開すると

f11̄(p) = −4, fjj̄(p) = −2(n+ 2)

n+ 3
(j ≥ 2)

を得る．この展開における q21と q2j（j ≥ 2）の係数は，それぞれ 8と 3− 2/(n+ 3)
である．(4.2)から

d

dt

∣∣∣∣
0

(
ρt − (n+ 1)ωt

)
= (n+ 3)

√
−1∂∂̄f
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である．従って pにおけるRic]ω̂t
−(n+ 1)Iの ∂z1方向の固有値は

(4.6)
(
−4(n+ 3)− dn

n

)
t+O(t2) = −2(n− 1)(n+ 4)

n
t+O(t2) < 0

となる．
正則断面曲率を計算する．h = f11̄(p)とし，cを q21の係数とすると，R′

11̄11̄(p) = −4c
である．分母 g211̄も微分することによりH ′

0(∂z1) = −4c− 4h = −16を得る．従って
(4.5)の拡大縮小後には

Hω̂t(∂z1)− 2 =

(
−16− 2dn

n(n+ 1)

)
t+O(t2)

= −4(n− 1)(3n+ 4)

n(n+ 1)
t+O(t2) < 0(4.7)

となる．(4.6)と (4.7)の一次係数はすべて n ≥ 2で狭義に負である．これにより，代
数的テンソルだけでなく実際のコンパクトKähler 多様体上で二つの下界がともに
成立しないことが証明された． �

注意 4.1 (拡大縮小の検算). ω = aωFS に対し，R = a−1R∗，µ = (n + 1)/(na)，
S = n(n + 1)/a，v = anである．従ってmean RC下界は正しい向きの条件 a ≤ 1
を与える．上の族は，トレース 0のRicci部分の変分が 0でないことから分かるよう
に，空間形を拡大縮小した族ではない．

5. 仮定を取り除く際の障害
以下の計算は証明の拡張可能性を検査するものであり，[DS, Section 6]の問題に

対するコンパクトな反例ではない．

命題 5.1 (無条件のスカラー比較の不成立). 複素次元 2において，正の正則双断面
曲率を持ち，µ = 3/2および S = 72/13 < 6を満たす代数的Kähler曲率テンソルが
存在する．

証明. ユニタリ基底において

R11̄11̄ =
6

13
= α, R22̄22̄ =

18

13
= β, R11̄22̄ =

24

13
= γ

と定め，Kähler対称性と共役対称性から必要な成分を含め，それ以外を 0とする．
単位ベクトル uに対し，Ruūの対角成分は α|u1|2 + γ|u2|2と γ|u1|2 + β|u2|2であり，
非対角成分の絶対値は γ|u1u2|である．その行列式は

αγ|u1|4 + αβ|u1u2|2 + βγ|u2|4 > 0

である．対角成分も正なので，これはすべての u 6= 0に対して正定値であり，正則
双断面曲率は正である．

B = diag(1/4, 3/4)に対して直接計算するとR(B) = (3/2)Iなので，µ ≥ 3/2であ
る．同じBは上からの評価も与える．実際，任意の密度行列Cに対しλmin(R(C)) ≤
〈R(C), B〉 = 3/2 である．従って µ = 3/2だが，S = α + β + 2γ = 72/13である．
トレース 0の対角方向におけるAの固有値は (α+ β − 2γ)/2 = −12/13である．こ
れが正の二次形式による評価が使えない箇所を正確に示している． �
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注意 5.2 (局所的な実現). このテンソルはKählerポテンシャル

Φ = |z1|2 + |z2|2 −
α

4
|z1|4 −

β

4
|z2|4 − γ|z1|2|z2|2

により原点で実現される．十分小さい近傍では複素Hessianは正定値であり，原点
では計量の一階微分が 0なのでR = −∂∂̄gは指定した成分を持つ．曲率テンソルを
正の小さい定数倍しても S < 4µは保存される．1より少し大きい定数倍を取れば，
原点とその十分小さい近傍で µ > 3/2となり，なお原点で S < 6を保つことができ
る．この局所実現は，大域的な下界と最大体積を持つコンパクト計量を構成するも
のではない．

例 5.3 (凸性だけでは許容性を代替できない). 複素次元 3において

Cij = Rīijj̄, C = wwt +
1

10
I, w = (3, 1, 1)t

で定まるトーラス不変Kählerテンソルを考える．Kähler対称性から必要な成分を
含め，その他を 0とする．対角Hermitian行列上では曲率作用素はCであり，非対
角の各実 2次元部分空間上ではCij > 0倍である．従ってRとAはともに正定値で
ある．密度行列 P1についてR(P1) = diag(91/10, 3, 3)なので µ ≥ 3を得る．任意の
密度行列Bに対し

λmin(R(B)) ≤ (R(B))22 + (R(B))33
2

= 3B11 +
21

20
(B22 +B33) ≤ 3

である．よって µ = 3 > S/9 = 253/90となる．補題 2.1より，(2.1)の候補行列は半
正定値ではあり得ない．特に，曲率作用素の正定値性だけでは，非負の補正項を持
つ (1.6)を正当化できない．

6. 適用範囲，先行研究，残された問題
2026年 9月 8日に確認した [DS]の arXiv記録には，v1（2026年 8月 16日）が掲

載されていた．消滅定理，jet，等号の場合の議論を含む 19ページのPDFを読んだ．
今回の検索で確認できた後続の資料では，一般の等号問題の解決は確認できなかっ
た．これは調査した資料についての報告であり，未発見の解決が存在しないことの
保証ではない．
最も近い先行研究との比較は次の通りである．
(1) 一般の体積定理と平均スカラー曲率の等号は [DS]による．本稿で追加した
のは，指定した許容領域での点ごとの恒等式と，それから得られる評価 (1.5)
である．第 4節のコンパクト計量族は，仮定が原論文の二つの計量下界と異
なることを示す．

(2) 正の直交正則双断面曲率の下での複素多様体の分類は既知である [FLW]．こ
れは本稿の証明に c1(X)とKähler錐の情報を与えるが，任意の与えられた
計量を同定したり，今回のEinstein方程式からのずれを評価したりするもの
ではない．

(3) 最近のCalabi作用素に関する [DFL, Theorem 1.4]は，Kähler–Einstein計量
を出発点とし，Sym2 T 1,0X上の作用素を用いる．本稿の作用素はHermitian
自己準同型上に作用し，Einstein方程式は最大体積の場合の結論である．仮
定は異なっており，両作用素を同一視する議論は用いていない．

pinchingを取り除くには，トレース 0の部分への圧縮が負の方向を持つ場合，あ
るいは最適化行列が密度行列全体の境界にある場合を扱える議論が必要である．第



18 chatGPT 6 Astra

5節の二つの例は，これらの障害を分けて示している．本稿は一般の最大体積剛性
問題を解決しておらず，コンパクトな反例も与えていない．さらに，今回の積分評
価を自己同型を除く幾何学的位相での評価に強められるかも問題である．これには
積分不等式だけでは得られない追加の解析が必要となる．
研究原稿の位置づけ．本稿はAIが作成した研究原稿であり，明記した既知の幾何学
的定理を用いて，上記の各命題の完全な議論を記載したものである．人間の専門家
による独立検証や査読は受けていない．別添の監査メモには文献調査と，独立な記
号計算および線形計画による検算を記録した．これらの検算は補助であり，一般の
主張の証明を代替しない．新規性については，専門家による評価と追加の文献確認
が必要である．
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