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Abstract

Yauの定理とその応用を勉強した時のノートです.
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初めに

2020年に基本群に関して勉強していた内容を今になって復習したくなったため作りました. なお
Bishop-Gromovの定理などは引用に留めております. せっかくなので Chern類や榎 (Enoki)先生
の generic nefness theorem[Eno88], Junyan Caoさんの論文 [Cao13]なども盛り込みました.

• 2章と3章は [Szé14, Section 2, 3]の内容. [Szé14]のこの部分を改めて見ると, Monge–Ampère

方程式の証明がかなり簡潔にまとまっていて良い本だと思った. 著作権的にまずい場合はこ
の部分は消します. (ただ加筆が多いので元々の文章とだいぶ異なってる.)

• 4章と 5章は半分はChern類の内容. [Iwa26, Section 4–6]の内容とかぶっている. 研究で榎
(Enoki)先生の generic nefness theorem [Eno88]を使っていたが, この際だしこの証明をつ
けることにした.

• 6章は榎 (Enoki)先生の stability theorem [Eno88]の内容. [Eno88]は改めて見ても時代を先
取りしている論文である. 面白い.

• 7章の基本群の話は, [DPS96, Pau98]に基づく. 一部 Junyan Caoさんの論文 [Cao13]の内
容も入れた. これはずっと気になっていたが証明を読んでいなかったので, この際だしこの
証明をつけることにした.

ちなみにこのノートを書くきっかけは, 2026年 1月の集会で Juanyong Wangさんが [FGSW26]の
講演をしていたから. 7章の内容は何かしら今後進展があると思う.

誤字脱字や間違いはあると思うので注意して読んでください. またかなりの部分を chatGPTを用
いて加筆しております.
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1 微分幾何学の復習

アインシュタイン規約, 複素多様体, Chern曲率などに関しては [Iwa26]参照. ただし 4章までは
Chern曲率はでない.

以後アインシュタイン規約を用いる. ω Kähler form, α (1, 1)-formについて ]-operatorを

]ωα : TX → TX α(u, v̄) = ω(]ωα(u), v̄)

として定める. ω =
√
−1gij̄dz

i ∧ dz̄j̄ かつ α =
√
−1αij̄dz

i ∧ dz̄j̄ ならば

]ωα := gik̄αjk̄dz
j ⊗ ∂

∂zi

である. また trω(α)を
trω(α) := gij̄αij̄

として定める. 次の公式がある.

nα ∧ ωn−1 = trω(α)ωn

trω は調和積分論での Λω と同じである. また定義から以下が成り立つ.

tr(]ωα) =
∑
i

gik̄αik̄ = trω(α)

Kählerの公式をまとめると次のとおり. 以下 ∂i := ∂
∂zi
, ∂j̄ := ∂

∂z̄j̄
と略記する.

Summary 1.1. ω =
√
−1gij̄dz

i ∧ dz̄j̄ をKähler計量とする時
• Christoffel記号. Γijk = gil̄∂jgkl̄. Kähler条件から Γijk = Γikj が成り立つ.

• ωによって TX にHermite計量 hを入れる時, Chern接続

Dh : A0(TX) → A1(TX)

が定まる. これは ei := ∂
∂zi

, siを C∞関数とすると, connection form θは (1, 0)-form

で θ = h−1∂hで与えられる. これはつまり

Dh(siei) = (∂ + ∂̄)si ⊗ ei + sjθij ⊗ ei θij = hil̄∂jhkl̄dz
k = Γijkdz

k

となる.

• curvature tensorを
Rj
ikl̄

:= −∂l̄Γ
j
ik

3



と定める. この時 Chern曲率 Fhは End(TX)値 (1, 1)-formなので

Fh := Rj
ikl̄

∂

∂zj
⊗ dzi︸ ︷︷ ︸

End(TX) 値

⊗ dzk ∧ dz̄ l̄︸ ︷︷ ︸
(1, 1)-form

• Riemann curvature tensorを
Rij̄kl̄ := gpj̄R

p

ikl̄

とすると次が成り立つ

Rij̄kl̄ = −∂i∂j̄gkl̄ + gpq̄(∂igkq̄)(∂j̄gpl̄)

また i, kや j̄, l̄は入れ替えても良い.またGriffith positivityやNakano positivityはこ
れでわかる.

• Ricci curvature tensorを
Rij̄ := gkl̄Rij̄kl̄

とすると次が成り立つ
Rij̄ = −∂i∂j̄ log det(g)

Ricci曲率は以下のように定める.

Ric(ω) :=

√
−1

2π
Rij̄dz

i ∧ dz̄j̄ ∈ c1(X) ∈ H2(X,R)

これによって実 (1, 1)-formになり, H2(X,Z)に入る.

• Scalar curvature R(ω)を以下のように定める.

R(ω) := trω Ric(ω) =
1

2π
gij̄Rij̄

Ricci曲率に関しては本によって 2πのズレが出る. [Szé14]はRic(ω) ∈ 2πc1(X)を採用している

Lemma 1.2 ([Gue16]). End(TX)値 (n, n)-formの式として次が成り立つ.

n ·
√
−1

2π
Fh ∧ ωn−1 = ]ω Ric(ω) · ωn
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Proof.

n ·
√
−1

2π
Fh ∧ ωn−1 =

(公式)

1

2π
trω(

√
−1Fh)ωn =

(curvature tensor の定義)

1

2π
gkl̄Rj

ikl̄

∂

∂zj
⊗ dzi · ωn

=

(Riemann curvature の定義)

1

2π
gjp̄gkl̄Rip̄kl̄

∂

∂zj
⊗ dzi · ωn =

(Ricci の定義)

1

2π
gjp̄Rip̄

∂

∂zj
⊗ dzi · ωn

=

(♯ と Ricci の定義)

]ω Ric(ω) · ωn
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2 Schauder評価と楕円型作用素

Szekelyhidiの lecture note [Szé14, Chapter 2]による

2.1 Harmonic function

Definition 2.1. U ⊂ Rnを開集合とする.C2関数 f : U → Rが harmonicであるとは

∆f :=
∂2f

∂x1∂x1
+ · · · +

∂2f

∂xn∂xn
= 0 on U

が成り立つこと.

Theorem 2.2 (平均値等式 [Szé14, Theorem 2.1]). f : U → Rが harmonicで,x ∈ U かつ
Br(x) ⊂ U なら

f(x) =
1

Vol(∂Br)

∫
∂Br(x)

f(y) dy.

ここで任意の x ∈ Rn, r > 0について

Br(x) := {y ∈ Rn | ‖y − x‖ < r}

とし, Br := Br(0)とする.

Proof. Greenの定理を思い出す.

Theorem 2.3 (Greenの定理).∫
U

(ψ∆ϕ+ ∇ψ · ∇ϕ) dV =

∫
∂U
ψ (∇ϕ · n) dS =

∫
∂U
ψ∇ϕ · dS

さて ρ ≤ rに対して
F (ρ) :=

∫
∂B1

f(x+ ρy) dy

6



と定める.このとき

∂

∂ρ
F (ρ) =

∫
∂B1

n∑
i=1

∂if(x+ ρy)yi dy =

(chain rule)

1

ρ

∫
∂B1

n∑
i=1

∂

∂yi
f(x+ ρy)yi︸ ︷︷ ︸

=∇yf(x+ρy)·y

dy

=

(Green の定理)

1

ρ

∫
B1

n∑
i=1

∂2

∂yi∂yi
f(x+ ρy) dy =

(chain rule)

ρ

∫
B1

n∑
i=1

∂i∂if(x+ ρy)︸ ︷︷ ︸
=∆f(x+ρy)

dy =

(harmonic の仮定)

0.

よって F は定数である.また変数変換により

F (r) =

∫
∂B1

f(x+ ry) dy =
Vol(∂B1)

Vol(∂Br)

∫
∂Br(x)

f(y) dy.

以上より

F (ρ) = lim
r→0

F (r) = Vol(∂B1) lim
r→0

1

Vol(∂Br)

∫
∂Br(x)

f(y) dy,︸ ︷︷ ︸
=f(x) by 微積分の基本定理

= Vol(∂B1)f(x)

Corollary 2.4 ([Szé14, Corollary 2.2]). C∞写像 η : Rn → Rが radially symmetric, つま
り ‖z‖ = ‖w‖ならば η(z) = η(w)を満たすとする. さらに Supp(η) ⊂ B1かつ

∫
Rn η dµ = 1

とする. f : B2 → Rが harmonicなら,任意の x ∈ B1に対して

f(x) =

∫
Rn

f(x− y)η(y) dy =

∫
Rn

f(y)η(x− y) dy

Proof. η(y) = φ(|y|)となる φ : Rn → Rをとると,∫
Rn

f(x− y)η(y) dy =

(置換積分)

∫ 1

0

∫
Vol(∂B1)

f(x− rθ)φ(r)rn−1dθ dr

=

∫ 1

0

(∫
Vol(∂B1)

f(x− rθ)dθ

)
︸ ︷︷ ︸

=Vol(∂B1)f(x) by 平均値等式 (Thm. 2.2)

φ(r)rn−1 dr =

∫ 1

0
Vol(∂B1)f(x)φ(r)rn−1 dr

= f(x)

∫ 1

0
Vol(∂B1)φ(r)rn−1 dr︸ ︷︷ ︸

=
∫
Rn η(y) dy by 置換積分

= f(x)
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Corollary 2.5 ([Szé14, Corollary 2.3]). ある定数 Ckが存在して,f : B2 → Rが harmonic

なら
sup
B1

|∇kf | ≤ Ck

∫
B2

|f(y)| dy

特に C2関数が harmonicならば C∞である. ただしmulti-index l = (l1, . . . , ln)について

∂l :=
∂

∂xl1
· · · ∂

∂xln
and ∇kf(x) :=

(
∂lf
)
l=(l1,...,ln),|l|=k

と定義する.

Proof. Corollary 2.4のような η : Rn → Rnをとる. C2関数 f が harmonicならば, x ∈ B1に対し,

Corollary 2.4から

∇kf(x) =

(Cor. 2.4)

∇k

∫
Rn

f(y)η(x− y) dy =

∫
Rn

f(y)∇kη(x− y) dy (2.1)

よってmollifierによる畳み込みの議論と同じく, η ∈ C∞なので, f ∈ C∞である.

|∇kf(x)| ≤
(2.1)

∫
Rn

|f(y)| · |∇kη(x− y)| dy ≤
(
sup
B1

|∇kη|
) ∫

B2

|f(y)| dy.

よって Ck = sup|∇kη|と取れば結論が従う.

Corollary 2.6 (Liouville’s theorem [Szé14, Corollary 2.4]). f が Rn上で harmonicかつ

lim
R→∞

supBR
|f |

R
= 0

を満たすならば, f は定数.

条件 limR→∞
supBR

|f |
R = 0を”sub-linear growthをもつ”ともいう.

Proof. r > 0に対し fr(x) := f(rx)とおくと,これも harmonicである. Corollary 2.5より rによ
らない定数 C ′があって,

|∇fr(0)| ≤
(Cor. 2.5)

C1

∫
B2

|fr(x)| dx ≤ C ′ sup
B2

|fr| = C ′ sup
B2r

|f |, (2.2)

8



一方∇fr(0) = r∇f(0)なので,

|∇f(0)| =
|∇fr(0)|

r
≤

(2.2)

C ′ supB2r
|f |

r
−→
r→∞

0

よって∇f(0) = 0. f を平行移動することにより, 任意の xについて∇f(x) = 0が成り立ち, f は
定数である.

2.2 楕円型微分作用素

Definition 2.7. Rn上の領域 Ω ⊂ Rnについて, Ω上の 2階線形微分作用素

L(f) =
n∑

j,k=1

ajk
∂2f

∂xj∂xk
+

n∑
l=1

bl
∂f

∂xl
+ cf,

で f, ajk, bl, c : Ω → Rは Ω上の関数で, ajk, bl, cはすべて滑らかなものを考える.

• Lが楕円型であるとは, 係数行列が対称 (つまり ajk = akj)かつ, 行列 (ajk)が正定値
であること.

• Lが一様楕円型であるとは, ある定数 λ,Λ > 0があって, 任意のベクトル vについて

λ|v|2 ≤
n∑

j,k=1

ajk(x)vjvk ≤ Λ|v|2, for all x ∈ Ω

であること.

∑n
j,k=1 ajk(x)vjvkのことを Lの principal symbolとも言う.

Definition 2.8. Definition 2.7の状況下で, Ω上局所可積分な関数 f ∈ L1
loc(Ω)が方程式

L(f) = gの弱解であるとは,∫
Ω
f L∗(ϕ) dV =

∫
Ω
gϕ dV ∀ϕ ∈ C∞

c (Ω)

が成り立つこと. ここでC∞
c (Ω)は supportがコンパクトな滑らかな関数とし, dV はRn上

の通常の体積測度とし, 形式随伴 L∗を

L∗ : C∞
c (Ω) → C∞

c (Ω) L∗(ϕ) :=

n∑
j,k=1

∂2

∂xj∂xk
(ajkϕ) −

n∑
l=1

∂

∂xl
(blϕ) + cϕ

9



と定義する.

随伴は,もし f が L(f) = gの弱解でしかも実際に滑らかならば,部分積分により通常の意味でも
L(f) = gが成り立つように定義されている. 楕円型作用素の基本的性質として,弱解は自動的に滑
らかになる.

Theorem 2.9 ([Szé14, Theorem 2.5]). Lは滑らかな係数をもつ線形楕円型作用素, gは滑
らかな関数ならば, 方程式 L(f) = gの弱解 f も滑らか.

この定理をもう少し深掘りしよう. 1

2.3 Sobolev空間と Sobolev埋め込み定理

Sobolev埋め込みについてまとめておく.

Definition 2.10. Ω ⊂ RNを領域, m ∈ Z≥0, 1 ≤ p ≤ ∞とする. 多重指数β = (β1, . . . , βN )

に対し |β| = β1 + · · · + βN , ∂β = ∂β11 · · · ∂βNN と書く.

u ∈ L1
loc(Ω)の弱微分 v = ∂βuとは,∫

Ω
u∂βϕdx = (−1)|β|

∫
Ω
vϕ dx ∀ϕ ∈ C∞

c (Ω)

が成り立つことをいう.

Definition 2.11. Sobolev空間を

Wm,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) | ∂βu ∈ Lp(Ω) for all |β| ≤ m}

• 1 ≤ p <∞のときノルムは ‖u‖Wm,p(Ω) :=
(∑

|β|≤m‖∂βu‖
p
Lp(Ω)

)1/p
• p = ∞のときは ‖u‖Wm,∞(Ω) :=

∑
|β|≤m‖∂βu‖L∞(Ω)

を備えた, 完備ノルム空間 (Banach空間)とする. 覚書として,

Wm,pについて mが微分の回数 pが Lpの部分.

1[Szé14, Theorem 2.5]には証明の概略として次が書かれていた. 「証明の一つの方法は,まず畳み込みを用いて f の
平滑化 fε を構成し,ついで εに依らない形で種々の Sobolev空間における fε の評価を導くことである.その後 Sobolev
embedding theorem により,ε → 0のときの fε の極限である f が滑らかであることが従う.」 多分この方法でも示せ
ると思う.
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Wm,pを Lpmと書くこともある. 多分幾何学の論文ではこっちが多い気がする. Wm,2をHmとも
かく. これは多分Hilbert空間になるから重要視するのだと思う.

ノルム空間の用語も復習しておく.

Definition 2.12. ノルム空間X,Y について,

• X ↪→ Y が連続埋め込みであるとは, ある C > 0が存在して ‖u‖Y ≤ C‖u‖X がすべ
ての u ∈ X に対して成り立つことを

• X ↪→ Y がコンパクト埋め込みであるとは, X の任意の有界列から Y で強収束する部
分列が取れることをいう.

以下の定理は Sobolev空間の基本的な定理である.

Theorem 2.13 (Sobolev埋め込み定理). Ω ⊂ RN を有界 Lipschitz領域とする. m ≥ 1,

1 ≤ p <∞とする.

• mp < N のときWm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω)
(

1 ≤ q ≤ Np
N−mp

)
が連続埋め込み.

• mp = N のときWm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω)(1 ≤ q <∞) が連続埋め込み.

• mp > N のとき, m− `− N
p > α, ` ∈ Z≥0, 0 < α < 1なら

Wm,p(Ω) ↪→ Cℓ,α(Ω)

が連続埋め込みである. 特にm− N
p > 0 なら

Wm,p(Ω) ↪→ C0(Ω)

感覚として微分の回数mがめちゃくちゃ大きければ, 滑らかになりやすい.

Theorem 2.14 (Rellich–Kondrachovの定理). Ω ⊂ RN を有界Lipschitz領域とする. m ≥
1, 1 ≤ p <∞とする.

• mp < N のときWm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω)
(

1 ≤ q < Np
N−mp

)
がコンパクト埋め込みである.

• mp = N のときWm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω)(1 ≤ q <∞) がコンパクト埋め込みである.

• mp > N のとき, m− `− N
p > αならWm,p(Ω) ↪→ Cℓ,α(Ω) がコンパクト埋め込みで

ある.

Cℓ,α(Ω)は Hölder空間である. この後の Definition 2.16を参照. 感覚として微分の回数mがめ
ちゃくちゃ大きければ, Wm,p(Ω)の有界関数列について, 部分点列取り直して, 収束先を Cℓ,α(Ω)
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から取れる. (その収束先はある程度滑らかである. )

楕円型微分作用素に関して次が成り立つ.

Theorem 2.15 (局所楕円型正則性 [Mel17, Chapter 4, Theorem 3.1]). Ω ⊂ Rnを領域と
し, Lを Ω上の滑らかな係数をもつ 2階楕円型微分作用素とする. U b V b Ω, s,M ∈ R
とする.

uを Ω上の distributionとし, L(u) ∈W s,2
loc (Ω) と仮定する. この時 u ∈W s+2,2

loc (Ω) である.

さらに u ∈WM,2(V )ならば, ある定数 C > 0が存在して

‖u‖W s+2,2(U) ≤ C
(
‖L(u)‖W s,2(V ) + ‖u‖WM,2(V )

)
(2.3)

が成り立つ. ここで C は L,U, V, s,M に依存するが uには依存しない.

これに関しては省略. 定数係数の場合は Fourier変換で, そうでない場合はその場合に帰着させる.

また s,M ∈ Rでも Sobolev空間は定義できる. (同じくMelroseのレクチャーノートに定義がある)

Proof of Theorem 2.9. f ∈ L1
loc(Ω)なので f は Ω上の distributionとみなせる. いま g ∈ C∞(Ω)

なので, 任意の s ∈ Z≥0について g ∈ W s,2
loc (Ω) である. Lは滑らかな係数をもつ 2階楕円型微分

作用素なので, 局所楕円型正則性 (Theorem 2.15)から f ∈ W s+2,2
loc (Ω) を得る. sは任意なので,

Sobolev埋め込み (Theorem 2.13)から f ∈ C∞(Ω)を得る.

2.4 Schauder評価

Definition 2.16. Ω ⊂ RnをC1級境界をもつ有界開集合とする. (Rnの開球としてもよい)

• l = (l1, . . . , ln)はmulti-indexについて ∂l := ∂
∂xl1

· · · ∂
∂xln

• α ∈ (0, 1)に対し, Ω上の関数 f の Cα Hölder係数を

|f |Cα := sup
x,y∈Ω, x ̸=y

|f(x) − f(y)|
|x− y|α

• k ∈ Nおよび α ∈ (0, 1)に対し Ck,α-norm(Hölder norm) を

‖f‖Ck,α := sup
|l|≤k, x∈Ω

|∂lf(x)| + sup
|l|=k

|∂lf |Cα ,

• Hölder空間を次で定める.

Ck,α(Ω) := {f : Ω → R | ‖f‖Ck,α < +∞}
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ここでf ∈ Ck,α(Ω)はk回連続微分可能な関数である. Hölder normにおいて, Ck,α(Ω)

は完備, つまり Ck,α normに関する任意の Cauchy列は Ck,αで収束する.

Theorem 2.17 (Arzelà–Ascoli theorem [Szé14, Theorem 2.6]). Ω を有界集合とし,

uk : Ω → R を関数列で ‖uk‖Ck,α < C がある定数 C に対して成り立つとする. このと
き l + β < k + αを満たす任意の l, β に対し, uk の部分列で C l,β において収束するものが
存在する.

かっこよくいうとCk,α ↪→ C l,βがコンパクト埋め込みである. これは厳密には普通の場合のArzelà–

Ascoli theoremの Corollaryである. まず普通の場合のArzelà–Ascoli theoremを思い出す.

Definition 2.18. K を集合とし, {fj}∞j=1をK 上の実数値関数列とする.

(1) {fj}∞j=1がK 上で一様有界であるとは, ある定数 C > 0が存在して, 任意の j ≥ 1と
任意の x ∈ K に対して |fj(x)| ≤ C が成り立つこと

(2) {fj}∞j=1がK上で同程度連続であるとは, 任意の ε > 0に対して, ある δ > 0が存在し
て, 任意の j ≥ 1と任意の x, y ∈ K に対して

|x− y| < δ =⇒ |fj(x) − fj(y)| < ε

が成り立つこと

Theorem 2.19 (Arzelà–Ascoliの定理). K ⊂ Rnをコンパクト集合とし, fj : K → R を連
続関数列とする. 関数列 {fj}∞j=1がK 上で一様有界かつ同程度連続であると仮定する.

このとき, ある部分列 {fjm}∞m=1とある連続関数 f : K → R が存在して,

fjm −→ f uniformly on K

が成り立つ. すなわち,

‖fjm − f‖C0(K) = sup
x∈K

|fjm(x) − f(x)| −→ 0

Proof of Theorem 2.17. ‖uj‖Ck,α(Ω) ≤ C と仮定する. まず, 各多重指数 γ with |γ| ≤ kに対して,

‖Dγuj‖C0(Ω) ≤ C
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である. さらに |γ| ≤ k − 1なら, 平均値の定理より

|Dγuj(x) −Dγuj(y)| ≤ C|x− y| (x, y ∈ Ω)

が成り立つ. また |γ| = kなら, 仮定より

|Dγuj(x) −Dγuj(y)| ≤ C|x− y|α (x, y ∈ Ω)

である. したがって, 各 |γ| ≤ kについて {Dγuj}j は一様有界かつ同程度連続である.

Ωはコンパクトであるから, Arzelà–Ascoliの定理を有限個の列 {Dγuj}|γ|≤kに対して適用し, 対角
線論法を用いることで, 部分列を取り直して

Dγuj −→ vγ uniformly on Ω (|γ| ≤ k)

としてよい. uj → v0かつDγuj → vγなので, 任意の |γ| ≤ kについて vγ = Dγv0 である.2 よって

uj −→ u in Ck(Ω)

である. 特に uj → uは C lで収束する.

残るのはHölderノルムの収束である. まず l < kとする. このとき |γ| ≤ lなら |γ| + 1 ≤ kである
から, 平均値の定理より

[Dγ(uj − u)]C0,1 ≤ C
∑

|η|=|γ|+1

‖Dη(uj − u)‖C0 .

右辺は Ck収束により 0に収束する. したがって任意の 0 ≤ β ≤ 1に対して

[Dγ(uj − u)]C0,β ≤ diam(Ω)1−β [Dγ(uj − u)]C0,1 −→ 0.

従って uj → u in C l,β(Ω)である.

次に l = kとする. 条件 l + β < k + αはこの場合 β < αを意味する. すでに

Dγuj → Dγu uniformly (|γ| = k)

である. また Ck,αノルムの一様有界性より

[Dγ(uj − u)]C0,α ≤ C ′

が成り立つ. ここでHölder補間不等式

[f ]C0,β ≤ 21−β/α‖f‖1−β/α
C0 [f ]

β/α
C0,α (0 ≤ β < α)

2ここは微積分の基本定理から出る.
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を f = Dγ(uj − u)に適用すると,

[Dγ(uj − u)]C0,β −→ 0.

従って uj → u in Ck,β(Ω)である. 以上より, l + β < k + αを満たすすべての l, βに対して, {uj}
は C l,β(Ω)で収束する部分列を持つ.

Theorem 2.20 (Local Schauder estimates [Szé14, Theorem 2.7]). Ωを有界領域, Ω′ ⊂ Ω

を d(Ω′, ∂Ω) > 0を満たすより小さい領域とする.

L(f) =

n∑
j,k=1

ajk
∂2f

∂xj∂xk
+

n∑
l=1

bl
∂f

∂xl
+ cf

が滑らかな係数をもつ一様楕円型な 2階微分作用素である, つまり不等式

λ|v|2 ≤
n∑

j,k=1

ajk(x)vjvk ≤ Λ|v|2 (2.4)

がある一様な λ,Λ > 0に対して成り立つと仮定する. この時 α ∈ (0, 1), k ∈ Nについて, あ
る定数 C が存在し, 任意の f ∈ C2について

‖f‖Ck+2,α(Ω′) ≤ C
(
‖L(f)‖Ck,α(Ω) + ‖f‖C0(Ω)

)
この C は k, α,領域 Ω,Ω′,Lの係数の Ck,α-norm, 一様楕円性の定数 λ,Λにのみ依存する.

[Szé14, Theorem 2.7]では”任意の f ∈ C2 について”の仮定はなかったがおそらく必要だと思う.

ただ結局は f が distributionでいけるらしい. かなり苦労するため省略.

Proof. Lの係数が定数であり, k = 0かつ bl, c = 0の場合を示す.(一般の場合はこれに帰着する)

また補間不等式を用いることで, 次の弱い主張を示せば良い.

Claim 2.21. Theorem 2.20の仮定のもとで, L(f) = gとすると, ある定数 C があって,

‖f‖C2,α(Ω′) ≤ C
(
‖g‖Cα(Ω) + ‖f‖C2(Ω)

)
.

もっと強く任意の x ∈ Ωに対して dx = min{1, d(x, ∂Ω)}とおくと, ある定数 C に対して

min{dx, dy}α
|∂lf(x) − ∂lf(y)|

|x− y|α
≤ C

(
‖g‖Cα(Ω) + ‖f‖C2(Ω)

)
,

が任意の x, y ∈ Ωと 2階偏微分 ∂lに対して成り立つ.
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以下, ある定数 K,λ,Λで, ajk は ‖ajk‖Cα ≤ K を満たし, 一様楕円性条件 (2.4)を満たすとして
良い.

これはLiouvilleの定理 (Corollary 2.6)を用いた背理法で示す. +∞に単調に発散する数列C1, C2 . . . ,

とある Ω上の関数 ajk, f, gが存在して以下を満たすとする3

• L(f) = g, つまり∑j,k ajk
∂2f

∂xj∂xk
= gを満たす.

• ‖g‖Cα , ‖f‖C2 ≤ 1

• ある p, q ∈ Ω とある 2階偏微分 ∂lが存在して

min{dp, dq}α
|∂lf(p) − ∂lf(q)|

|p− q|α
= max

p,q∈Ω,l

{
min{dp, dq}α

|∂lf(p) − ∂lf(q)|
|p− q|α

}
= Ci (2.5)

また lは Ciによらないと仮定して良い. そこで

M :=
|∂lf(p) − ∂lf(q)|

|p− q|α
≥ Ci and r := |p− q|

とし, スケール変換した関数を

f̃(x) :=
r−2−αf(p+ rx)

M
F (x) := f̃(x) − f̃(0) −

∑
k

xk∂kf̃(0) − 1

2

∑
j,k

xjxk∂j∂kf̃(0)

とする. するとこの関数 F は次の性質を満たす：

(1) F は原点のまわり半径 dp/rの球上で定義される.

(2) F (0) = ∂F (0) = ∂2F (0) = 0. ∂2は任意の二階微分である.

(3) 原点を中心とする半径 dp/(2r)の球上で,|∂2F |Cα ≤ 2αが成り立つ.

(4) y = q−p
r とおくと |y| = 1であり,

∣∣∂lF (0) − ∂lF (y)
∣∣ = 1

(5) F は次を満たす. ∑
j,k

ajk
∂2F (x)

∂xj ∂xk
=
r−α

M

(
g(p+ rx) − g(p)

)
.

各々Ciについて, それに対応する関数列 F (i), g(i)をとる. y(i) = qi−pi
ri
なので, |yi| = 1より点列コ

ンパクト性を使って, y(i)はあるベクトル yに収束すると仮定して良い.

また ‖f‖C2 ≤ 1を仮定しているので, i→ ∞で r = ‖p− q‖ −→ 0より

Ci =

(2.5)

min{dp, dq}α
|∂lf(p) − ∂lf(q)|

|p− q|α
≤

(by ∥f∥C2 ≤ 1)

(
dp
r

)α
−→
i→∞

∞

3本当は ajk, f, g らも Ci によるので iで添え字をつけないといけないが, 省略する.
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(1)から, F (i)は dp
r 上で定義され,

dp
r → ∞なので, (2) と (3) から, F (i)は dp

2r 上で一様な C2,α評
価を満たす, つまり

F (i) ∈ C2,α(B dp
2r

) & F (i) ≤ C2,α(B dp
2r

)

である. Arzelà–Ascoliの定理 (Theorem 2.17)を用いて

F (i) → ∃G ∈ C2(Bdp/r)

とできる. 対角線論法より4収束部分列を取り替えることで, 上の rは任意の rとして良い. このG

は条件 (1)–(4) を満たす. これより
∑
j,k

ajk
∂2F (i)(x)

∂xj ∂xk
=

(5)

1

M
r−α

(
g(p+ rx) − g(p)︸ ︷︷ ︸

≤rα|x|α

)
−→
i→∞

∑
j,k

ajk
∂2G

∂xj ∂xk
= 0.

よって ajk を用いたしかるべき行列 T を用いて, H(x) = G(Tx)とすれば, H は Rn 全体で定義
された harmonic関数になる. Corollary 2.5により H ∈ C∞ は滑らかで, 二階微分 ∂lH もまた
harmonicである.

さらに (2) と (3) からH の各二階微分は Liouvilleの定理 (Corollary 2.6)より定数である. よっ
て ∂lG ≡ 0だがこれは (4) に矛盾する.

もっと頑張れば次を示すことができる

Proposition 2.22 (Local Schauder estimates 2 [Szé14, Proposition 2.8]). Ωを有界領域,

Ω′ ⊂ Ωを d(Ω′, ∂Ω) > 0を満たすより小さい領域とする.

L(f) =

n∑
j,k=1

ajk
∂2f

∂xj∂xk
+

n∑
l=1

bl
∂f

∂xl
+ cf

が滑らかな係数をもつ一様楕円型な 2階微分作用素である, つまり不等式

λ|v|2 ≤
n∑

j,k=1

ajk(x)vjvk ≤ Λ|v|2 (2.6)

がある一様な λ,Λ > 0に対して成り立つと仮定する. この時 α ∈ (0, 1), k ∈ Nについて, あ
る定数 C が存在し, 任意の f ∈ C2について

‖f‖Ck+2,α(Ω′) ≤ C
(
‖L(f)‖Ck,α(Ω) + ‖f‖L1(Ω)

)
が成り立つ.

4r = 1の時に並べて, その中から r = 2の時にに並べて...をやって, 最後に対角線上になある関数列をとってくる
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これも結局は fが distributionでいけるらしい. ただかなり苦労するため省略. [Szé14, Proposition

2.8]に証明がなかったので chatGPTにつけてもらうことにした.

Proof. Theorem 2.20から,

‖f‖C0(Ω1) ≤ C
(
‖L(f)‖Cα(Ω) + ‖f‖L1(Ω)

)
がΩ′ b Ω1 b Ωについて成り立つことを示せば良い. Ω1 ⊂ Ωは compactなので, ある r > 0と有
限個の x1, . . . , xN ∈ Ω1を

Ω′ ⊂
N⋃
i=1

Br(xi), B2r(xi) b Ω

となるように取ることができる. よって Ω1 = Br(x) b B2r(x) = Ωの場合に示せば良い.

n = dim Ωとする. Gilbarg–Trudingerの局所maximum principle [GT01, Corollary 9.21]を p = 1

としてBr(x) b B2r(x)に適用すると, ある定数 C > 0が存在して

‖f‖L∞(Br(x)) ≤ C
(
‖f‖L1(B2r(x)) + ‖L(f)‖Ln(B2r(x))

)
(2.7)

が成り立つ.5 ここで rは固定されているので, scalingによって現れる rのべきは定数 Cに含めて
いる. また

‖L(f)‖Ln(B2r(x)) ≤ Vol(B2r(x))1/n‖L(f)‖C0(Ω) ≤ C‖L(f)‖Cα(Ω). (2.8)

であるので, C0ノルムと L∞ノルムが同じことから (2.7)と (2.8)より従う.

2.5 Riemann多様体の Schauder評価と kernelの有限次元性

以下 Riemann多様体の場合を考える. ただし多様体は常に第 2可算で向きづけ可能とする. 一般
の場合の Hölder空間などの定義は, Levi-Civita接続などを用いて定義する. が, 少し厄介なので,

今回はM がコンパクト Riemann多様体の場合のみを考える. この場合, U という有限開被覆を
とって, Hölder normを任意のテンソル T について

‖T‖Ck,α := sup
U∈U

‖T |U‖Ck,α(U)

と定義できる. このHölderノルムは, チャートによって異なるが, 同値なノルムになるので有限性
などには影響がない.

Definition 2.23. Riemann多様体上の線形 2回楕円型偏微分作用素とは, 各局所チャート

5ここに f ∈ C2 の仮定を使っている. この定理を使うなら f ∈ W 2,n が必要. 有界領域上では Ln ノルムは L∞ ノ
ルムで抑えられる.
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で 2階線形微分作用素

L(f) =
n∑

j,k=1

ajk
∂2f

∂xj∂xk
+

n∑
l=1

bl
∂f

∂xl
+ cf,

とかけて行列 (ajk)が正定値かつ対称 (ajk = akj)となること

M がコンパクトならば, Definition 2.7より, 一様楕円型となるような座標チャート Viによって多
様体を被覆することができる. Theorem 2.20の local Schauder estimateを Ui b Viで使えば次を
得る.

Theorem 2.24 (Schauder estimates [Szé14, Theorem 2.9]). (M, g)をコンパクトRiemann

多様体とし, LをM 上の線形 2回楕円型偏微分作用素とする. 任意の k ∈ Nと α ∈ (0, 1)

に対し,ある定数 C が存在して

‖f‖Ck+2,α(M) ≤ C
(
‖L(f)‖Ck,α(M) + ‖f‖L1(M)

)
が成り立つ. ここでCは (M, g),k,α,Lの係数のCk,α-ノルム,および各チャートの一様楕円
性の定義での定数 λ,Λにのみ依存する.

特に L(f)と Lの係数が Ck,αである時, f ∈ C2ならば f ∈ Ck+2,αである.

これの Corollaryはよく使う.

Corollary 2.25 ([Szé14, Corollary 2.10]). LをコンパクトRiemann多様体M 上の線形 2

回楕円型偏微分作用素とする.このとき Lの kernel

kerL = { f ∈ L2(M) | f は Lf = 0 の弱解 }

は滑らかな関数からなる有限次元空間である.

Proof. Theorem 2.24から Lf = 0の任意の弱解は, Lの係数が滑らかなので, f も滑らかである.

kerLが有限次元であることを示すために, L2計量に関して kerLの閉単位球が (点列)コンパクト
であることを示す.(下のRemark 2.27参照)

以下 fk ∈ kerLを ‖fk‖L2(M) ≤ 1を満たす関数列とする. ここでHölderの不等式を思い出す.

Theorem 2.26 (Hölderの不等式). (X,µ)測度空間, 1 ≤ p, q ≤ +∞とし, f ∈ Lp(X), g ∈
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Lq(X), 1
p + 1

q = 1とすると

∫
X
|fg| dµ ≤

(∫
X
|f |p dµ

) 1
p

·
(∫

X
|g|q dµ

) 1
q

特に今M がコンパクトなので, ある定数 C1があって

‖fk‖L1(M) ≤ ‖1‖L2(M)︸ ︷︷ ︸
<+∞ by M コンパクト

‖fk‖L2(M) ≤ C1

とできる. Theorem 2.24の Schauder評価を適用すると, ある定数 C2が存在して

‖fk‖C2,α(M) ≤
(Thm. 2.24)

C
(
‖ L(fk)︸ ︷︷ ︸
=0 by 仮定

‖C2,α(M) + ‖fk‖L1(M)

)
≤ C2

を得る. Arzera-Ascoliの定理 Theorem 2.17から, C2収束する部分列

fkl → ∃f ∈ C2(M)

が取れる. 今M がコンパクトなので, Lの係数の関数は上に有界で, 特に

|L(f)|C0 ≤
n∑

j,k=1

|ajk|C0 |
∂2f

∂xj∂xk
|C0 +

n∑
l=1

|bl|C0 |
∂f

∂xl
|C0 + |c|C0 |f |C0 . ‖f‖C2

である. 特に L : C2(M) → C0(M)はHölderノルムで連続である. よって fkl → f ∈ C2(M)なの
で, Lの連続性から f ∈ kerL. また ‖f‖L2(M) ≤ 1でもある. よって, kerLの単位球内の任意の列
が収束部分列をもち点列コンパクトである.

Remark 2.27. ノルム空間は距離空間なのでコンパクトと点列コンパクトは同値である. また次が
成り立つ.

Lemma 2.28. ノルム空間が無限次元ならば, 閉単位球が (点列 )コンパクトでない

Proof. Bを閉単位球とする vi ∈ Bで, ‖vi‖ = 1かつ ‖vi − vj‖ ≥ 1
2 となるものを構成すれば良い.

v1, . . . , vmまで作れたとする. Wm := Span(v1, . . . , vm)とするとWm ⊊ V である. よって Riesz

の補題より
d(vm+1,Wm) ≥ 1

2
‖vm+1‖ = 1

が取れる. これを繰り返せば良い.
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2.6 Laplacianの定義

以下Kähler多様体で議論をする. 今後の表示を簡単にするために共変微分を定義する6

Definition 2.29. (X, g)をKähler多様体とする. hを gが誘導する TX のHermite計量と
し, Dh : A0(TX) → A1(TX)を Chern接続とする.

(z1, . . . , zn)を局所座標として, local Chartで書くと, Chern接続

Dh : A0(TX) → A1(TX)

は ei := ∂
∂zi

, siをC∞関数とすると, connection form θは (1, 0)-formで θ = h−1∂hで与え
られる. これはつまり

Dh(siei) = (∂ + ∂̄)si ⊗ ei + sjθij ⊗ ei θij = hil̄∂jhkl̄︸ ︷︷ ︸
=:Γi

jk

dzk = Γijkdz
k

となる. そこで共変微分を

∇k : A0(TX) → A0(TX)

siei 7→ Dh(siei)(∂k) =
(

(∂ks
idzk + sjΓijkdz

k) ⊗ ei

)
(∂k) = (∂ks

i + sjΓijk) ⊗ ei

∇k̄ : A0(TX) → A0(TX)

siei 7→ Dh(siei)(∂k̄) =
(

(∂k̄s
i dzk ⊗ ei

)
(∂k̄) = (∂k̄s

i) ⊗ ei

と定義する.

Remark 2.30. [BG13, (3.6)]にあった公式

∇kX
i = ∂kX

i + ΓijkX
j , ∇k̄X

i = ∂k̄X
i, ∇kȲ

ī = ∂kȲ
ī, ∇k̄Ȳ

ī = ∂k̄Ȳ
ī + ΓijkȲ

j̄ .

は正確にいうと
∇kX

iei =
(
∂kX

i + ΓijkX
j
)
ei ∇k̄X

iei =
(
∂k̄X

i
)
ei

のことである (この i成分を見ている.) 上の 3,4つ目の式はA0(TX) → A1(TX)のChern接続を見
ている.

6なぜこのような定義にしたかというと岩井が Riemannian幾何学をよくわかっていないからである. ただ Kähler
ならば Chern接続と Levi–Civita接続は同じなので, Levi–Civita接続をよくわかってなくても Chern接続を用いて共
変微分は定義できる. 多分これは少数派である. 普通は Levi–Civita接続の方がメジャーである.同様に Riemann曲率
もよくわかってないが, Chern曲率と同じなので, こっちで理解している. Hermite多様体を扱いたい人は別の定義を
見てほしい.
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[BG13, (3.7)]にあった公式も見ておくと,

∇kai = ∂kai − Γjikaj , ∇k̄ai = ∂k̄ai, ∇kbī = ∂kbī, ∇k̄bī = ∂k̄bī − Γjik bj̄ .

覚書として上つき文字には+Γして下つき文字には−Γする.

Definition 2.31. Riemannian 多様体について, Laplacianを次で定める

∆Riemf := div(grad f) =

(locally)

gabR (∂a∂bf − Γcab∂cf)

X を複素多様体として, 複素 Laplacianを次で定める

∆(f) = trω(
√
−1∂∂̄f) =

(locally)

glk̄∂l∂k̄f

Lemma 2.32. Kähler多様体上では, 複素 Laplacianは通常のRiemannian Laplacianの半
分になり, 局所正則座標を用いて

∆f = gkl̄∇k∇l̄f = gkl̄∂k∂l̄f

と書ける.特に ellipticである.

Proof. Kähler多様体上では, 複素 Laplacianは通常のRiemannian Laplacianの半分になることは
調和積分論の議論から.

∇k∇l̄f の定義は
∂̄ : A0(X) → A0,1(X) = A0(ΩX) f 7→ D(f) = Df

D′
ΩX

: A0(ΩX) → A1,0(ΩX) α 7→ DΩX
(α)

とした場合の
∇k∇l̄ : A

0(X) → A0(X) f 7→ (D′
ΩX

◦ ∂̄)(f)(∂k ⊗ ∂l̄)

である. よって
(D′

ΩX
◦ ∂̄)(f) = (D′

ΩX
(∂l̄f dz

l) = ∂k∂l̄fdz
k ⊗ dzl

であるので, gkl̄∇k∇l̄f = gkl̄∂k∂l̄f が言える.

楕円型であるのは
∂k∂k̄ =

1

4

(
∂2

∂(xj)2
+

∂2

∂(yj)2

)
となることから, gij̄ = δij̄ とみなせばよい.
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Remark 2.33. 微分幾何学的な証明なら, localには∆Riemf = gabR (∂a∂bf − Γcab∂cf) = 2gkl̄∇k∇l̄f

である. そして一般には ∇k∇l̄f = ∂k∂l̄f − Γa
kl̄
∂af.である. Kähler計量では mixed Christoffel

symbol Γa
kl̄
が消えるから, ほしい式が得られる.

Definition 2.34. M をコンパクト実多様体とする. d : A0(M) → A1(M)の形式的随伴を
d∗ : A1(M) → A0(M) を dV を volume formとして∫

M
〈α, df〉 dV =

∫
M
〈d∗α, f〉 dV ∀f ∈ A0(M), α ∈ A1(M),

が成り立つように定める.

X を複素多様体とする. ∂̄ : A0(X) → A0,1(X)の形式的随伴 ∂̄∗ : Ω0,1X → C∞(X) を∫
X
〈α, ∂̄f〉 dV =

∫
X
〈∂̄∗α, f〉 dV, ∀f ∈ A0(X), α ∈ A0,1(X),

が成り立つように定める. ここで 〈·, ·〉は計量によって誘導される自然なHermitian formで
あり,dV はRiemannian volume formなので dV =

ωn

n!
である.

局所座標では α = αl̄dz̄
lと書ける. 任意の compact supportを持つ smooth function f に対して∫

X
〈∂̄∗α, f〉ω

n

n!
=

(随伴)

∫
X
〈α, ∂̄f〉ω

n

n!
=

(定義)

∫
X
gkl̄αl̄ ∂k̄f

ωn

n!
=

∫
X
gkl̄αl̄ ∂kf̄

ωn

n! =

(部分積分)

−
∫
X
gkl̄∇kαl̄ f̄

ωn

n!
.

したがって ∂̄∗α = −gkl̄∇kαl̄. さらにKähler metricについて Γq̄
kl̄

= 0 なので

∂̄∗α = −gkl̄
(
∂kαl̄ − Γq̄

kl̄
αq̄

)
= −gkl̄∂kαl̄.

以上をまとめると

Lemma 2.35. f ∈ A0(X), α ∈ A0,1(X)について

∂̄∗α = −gkl̄∇kαl̄ = −gkl̄∂kαl̄ − ∂̄∗∂̄f = gkl̄∂k∂l̄f = ∆f

特に複素 Laplacianは∆ = −∂̄∗∂̄となる.

Remark 2.36. 同様に任意の (p, q)-formsにHodge Laplacian

∆ = −∂̄∗∂̄ − ∂̄∂̄∗

を与える. これは調和積分論 (Subsection 2.9)で使う Laplacianと符号が逆である. 理由はHodge
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theoryの Laplacianは ∫
X
〈∂̄∗∂̄α, β〉 dV =

∫
X
〈∂̄α, ∂̄β〉 dV ≥ 0

が成り立つようにしているから. これは部分積分において∫
R

(f ′g) dx = −
∫
R
fg′ dx =

∫
R
−fg′ dx

にしていることに似ている. 一方今使っている Laplacian ∆ = −∂̄∗∂̄ は楕円型作用素にするため
にこの符号を用いている.

2.7 Poisson方程式の解の存在

Theorem 2.37 (Poisson 方程式の解の存在). (X,ω) をコンパクト Kähler 多様体とし,

ρ : X → Rを C∞級関数で ∫X ρ dV = 0. を満たすものとする. ただし dV = ωn

n! とする.

この時ある C∞級関数 f : X → Rで, ∆f = ρとなるものが存在する.

逆に∆f = ρならば, 部分積分によって,∫
X

∆f, dV =

(定義)

−
∫
X
〈∂̄∗∂̄f, 1〉 dV =

(随伴)

−
∫
X
〈∂̄f, ∂̄1〉 dV = 0.

であるので,
∫
X ρ dV = 0という条件は必要である.

Proof. まず変分問題, つまり汎関数

E : W 1,2(X) → R E(f) =

∫
X

1

2
|∇f |2︸ ︷︷ ︸

=gkl̄∇kf ∇l̄f=g
kl̄∂kf ∂̄l̄f

+ρf

 dV

を最小化する関数 f を,制約 ∫X f dV = 0のもとで探す.

Claim 2.38. ある定数 ε, C が存在して

E(f) ≥ ε‖f‖2W 1,2 − C

が ∫X f dV = 0である f ∈W 1,2(X)に対して成り立つ.

Proof of Claim 2.38. Poincaré inequalityを思い出す
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Theorem 2.39 (Poincaré inequality). (M, g)をコンパクトRiemann多様体とする. ある
定数 CP = CP (M, g) > 0が存在して,任意の f ∈W 1,2(M)に対して∫

M
|f − fM |2 dVg ≤ CP

∫
M
|∇f |2 dVg

が成り立つ.ただし fM := 1
Vol(M)

∫
M f dVg を f の平均値とする.

これにより, 特に今仮定から ∫X f dV = 0なので,

‖f‖L2(X) . ‖∇f‖L2(X) (2.9)

以上よりYoung不等式 aB ≤ 1
4a

2 + b2を用いると,

|
∫
X
ρf dV | ≤

(Cauchy–Schwarz)

‖ρ‖L2(X)‖f‖L2(X) ≤
(2.9)

C‖ρ‖L2(X)‖∇f‖L2(X) ≤
(Young)

1

4
‖∇f‖2L2(X)+C

2‖ρ‖2L2(X)

(2.10)

以上より定数 C2を C に取り替えて,∫
X

(
1

2
|∇f |2 + ρf

)
dV ≥

(2.10)

1

2
‖∇f‖2L2(X) −

1

4
‖∇f‖2L2(X) − C‖ρ‖2L2(X) =

1

4
‖∇f‖2L2(X) − C

(2.11)

もう一回 Poincaré inequalityを使って

‖f‖2W 1,2 =

(定義)

‖f‖2L2 + ‖∇f‖2L2 .
(2.9)

‖∇f‖2L2

よって (2.11)と合わせて,

E(f) =

∫
X

(
1

2
|∇f |2 + ρf

)
dV ≥

(2.11)

ε‖f‖2W 1,2 − C

今 inf E(f)に近づくような列 fj を考える. Claim 2.38より ‖fj‖W 1,2 は有界なので, Hilbert空間
論の一般論から

fjk −→
弱収束

∃F ∈W 1,2
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を取れる. 7 今連続汎函数 f 7→
∫
X f dV と f 7→

∫
X ρf dV を考えると, 弱収束の定義から∫

X
F dV =

(弱収束の定義)

lim
j→∞

∫
X
fjk dV =

(fjk の定義)

0 and

∫
X
ρF dV =

(弱収束の定義)

lim
j→∞

∫
X
ρfjk dV (2.12)

一方ノルムの下半連続性8より

fjk −→
弱収束

F ∈W 1,2 ⇒ ∇fjk −→
弱収束

∇F ∈ L2 ⇒ ‖∇F‖L2 ≤ lim inf
k→∞

‖∇fjk‖L2 (2.13)

これを用いると,
∫
X F dV = 0から

E(F ) =

(F の定義)

∫
X

(
1

2
|∇F |2 + ρF

)
dV

≤
(2.12) & (2.13)

lim inf
k→∞

∫
X

(
1

2
|∇fjk |

2 + ρfjk

)
dV = lim inf

k→∞
E(fjk) ≤

(fjk の定義)

E(F )

よって F はEの最小化関数である.

あとはこの F が滑らかで∆F = ρであることを示す. 任意の滑らかな平均 0の関数 ϕについて

H : (−ε, ε) → R H(t) := E(F + tϕ)

を考えると, これは t = 0で最小値を取る. よって微分は 0となる
実際 t = 0で微分すると

0 =
d

dt

∣∣
t=0

H =
d

dt

∣∣
t=0

∫
X

{
1

2
|∇F + t∇ϕ|2 + ρ · (F + tϕ)

}
dV

=

∫
X
{〈∇F,∇ϕ〉 + ρϕ} dV =

∫
X

(−∆F + ρ)ϕdV

これが任意の滑らかな平均 0の関数 ϕについて成り立つので, F は∆F = ρ の弱解である. 以上
より Theorem 2.9から F は滑らかである.

2.8 コンパクトRiemann多様体上の楕円型偏微分作用素の解の有限次元性

この内容は chatGPTに証明と議論を埋めてもらった.

7弱収束とは任意の連続汎函数を当てて収束. 強収束はノルム収束. Hilbert 空間なら弱収束は任意の内積をとって
収束と同じ.

8一般に弱収束するならば, ノルムは下半連続
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Theorem 2.40. M をコンパクトRiemann多様体, Lを係数がC∞である線形 2回楕円型
偏微分作用素とする. この時 Lは以下の同型を誘導する.

L : (kerL)⊥ ∩ Ck+2,α → (kerL∗)⊥ ∩ Ck,α.

さらに kerLは有限次元である.

特に任意の k ≥ 0と α ∈ (0, 1)について, ρ ∈ Ck,α(M)が L2内積で ρ ⊥ kerL∗となるなら
ば, f ∈ Ck+2,αで f ⊥ kerLかつ Lf = ρとなるものがただ一つ存在する.

Proof. 局所楕円型評価 (Theorem 2.15)において s = 0とすることで, ある定数C > 0が存在して
任意の f ∈W 2,2(M)について

‖f‖W 2,2(M) ≤ C
(
‖Lf‖L2(M) + ‖f‖L2(M)

)
(2.14)

が成り立つ. ここにM がコンパクトを用いている.

(1). まず kerLが有限次元であることを示す. Theorem 2.9から Lf = 0の弱解は滑らかなので,

kerL ⊂ C∞(M)である. よって kerL ⊂ L2(M)なので, Corollary 2.25より有限次元である.

ただ後の補足 (Remark 2.41)のことも考え局所楕円型評価 (2.14)からでも出ることを示してお
く. kerL が無限次元であると仮定する. すると L2 内積に関する正規直交列 fi ∈ kerL かつ
‖fi‖L2(M) = 1となるものを取ることができる. Lfi = 0なので, (2.14)から

‖fi‖W 2,2(M) ≤
(2.14)

C‖fi‖L2(M) = C

となる. 一方Rellich–Kondrachovの定理 (Theorem 2.14)よりW 2,2(M) ↪→ L2(M) はコンパクト
埋め込みである. 特にDefinition 2.12 より fiは L2(M)で収束する部分列を持つ. しかし i 6= jに
ついて

‖fi − fj‖2L2(M) = ‖fi‖2L2(M) + ‖fj‖2L2(M) = 2

であり, これは矛盾である. よって kerLは有限次元である. 同じ議論をL∗に適用すれば kerL∗も
滑らかな関数からなる有限次元空間である.

(2). 次に (kerL)⊥上では (2.14)の ‖f‖L2 の項を除くことができることを示す. つまり, ある定数
C > 0が存在して

‖f‖W 2,2(M) ≤ C‖Lf‖L2(M) for all f ∈W 2,2(M) ∩ (kerL)⊥ (2.15)

となることを示す. 背理法. これが成り立たないとすると, ある fi ∈ W 2,2(M) ∩ (kerL)⊥が存在
して

‖fi‖W 2,2(M) = 1, ‖Lfi‖L2(M) −→
i→∞

0

となる. Rellich–Kondrachovの定理 (Theorem 2.14)から, 部分列を取り直すことで L2(M)内で
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fi → f と強収束する f ∈ L2(M)が存在する. 一方 (2.14)を fi − fj に適用すると

‖fi − fj‖W 2,2(M) ≤
(2.14)

C
(
‖Lfi − Lfj‖L2(M) + ‖fi − fj‖L2(M)

)
−→
i,j→∞

0.

よって fi は W 2,2(M)で Cauchy列なので W 2,2(M)内で fi → f となる. 特に Lf = 0. また
fi ⊥ kerLかつ fi → f が L2収束なので f ⊥ kerL. したがって

f ∈ kerL ∩ (kerL)⊥ = {0}

より f = 0である. しかし
‖f‖W 2,2(M) = lim

i→∞
‖fi‖W 2,2(M) = 1

となり矛盾である. よって (2.15)が成り立つ.

(3).

R := Im
(
L : W 2,2(M) → L2(M)

)
とおく. まずRが L2(M)の閉部分空間であることを示す.

Lfi → ρが L2(M)で成り立つとする. kerLへの L2直交射影を P : L2(M) → kerLとする.9

f̃i := fi − Pfi

とおく. Pfi ∈ kerLなので f̃i ⊥ kerLかつ Lf̃i = Lfi である. よって (2.15)から

‖f̃i − f̃j‖W 2,2(M) ≤
(2.15)

C‖Lf̃i − Lf̃j‖L2(M) = C‖Lfi − Lfj‖L2(M) −→
i,j→∞

0.

したがって, W 2,2(M)は完備なので, ある f ∈ W 2,2(M)が存在してW 2,2(M)内で f̃i → f. 今
L : W 2,2(M) → L2(M)は連続なので

Lf = lim
i→∞

Lf̃i = lim
i→∞

Lfi = ρ.

よって ρ ∈ Rとなり, Rは閉である.

次に
R⊥ = kerL∗ (2.16)

を示す. まず h ∈ kerL∗とすると, 任意の f ∈W 2,2(M)について

〈Lf, h〉L2 = 〈f, L∗h〉L2 = 0

なので h ∈ R⊥. よって kerL∗ ⊂ R⊥. 逆に h ∈ R⊥ とする. 任意の ϕ ∈ C∞(M) について
9今 kerLは有限次元なので, 閉部分空間. ただそんなことを知らなくても P は kerLの有限個の基底を用いて具体

的に作れる.
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Lϕ ∈ Rなので 〈Lϕ, h〉L2 = 0. 弱解の定義より, これは hがL∗h = 0 の弱解であることを意味する.

Theorem 2.9を L∗に適用すると hは滑らかであり, h ∈ kerL∗となる. したがって R⊥ ⊂ kerL∗.

以上より (2.16)を得る.

Rは閉部分空間なので, Hilbert空間の基本的な性質からR = (R⊥)⊥. よって (2.16)から

Im
(
L : W 2,2(M) → L2(M)

)
= (kerL∗)⊥. (2.17)

(4). 以上を用いて Hölder空間の間の全射性を示す. ρ ∈ Ck,α(M)かつ ρ ⊥ kerL∗ とする. (2.17)

から, ある f ∈W 2,2(M)が存在して Lf = ρ となる. さらに f から kerLへの直交射影を引くこと
で f ⊥ kerL として良い. あとは f ∈ Ck+2,α(M)となることを示す.

以下 C > 0は iによらない定数で, 記号の濫用だが, 適宜定数を取り替えていく (つまり C は式の
中で異なる可能性がある.) ρを滑らかな関数で近似する. 有限個の座標チャート上でmollifierを
用いることで, ρ̃i ∈ C∞(M)で

ρ̃i → ρ in L2(M) and ‖ρ̃i‖Ck,α(M) ≤ C‖ρ‖Ck,α(M)

となるものを取ることができる.

kerL∗への L2直交射影を P ∗として ρi := ρ̃i − P ∗ρ̃i とおく. kerL∗は滑らかな関数からなる有限
次元空間なので ρi ∈ C∞(M), ρi ⊥ kerL∗, ρi → ρ in L2(M) であり, ある定数 C > 0があって

‖ρi‖Ck,α(M) ≤ C‖ρ‖Ck,α(M) (2.18)

となる. (2.17)から, 各 iについて Lfi = ρi, fi ⊥ kerL となる fi ∈ W 2,2(M)が存在する. ρiは滑
らかなので Theorem 2.9から fiも滑らかである. M はコンパクトなので

‖fi‖L1(M) ≤ C‖fi‖L2(M) ≤ C‖fi‖W 2,2(M) ≤
(2.15)

C‖ρi‖L2(M) ≤ C‖ρi‖Ck,α(M) ≤
(2.18)

C‖ρ‖Ck,α(M).

(2.19)

また Schauder評価 (Theorem 2.24)を fiに適用できて

‖fi‖Ck+2,α(M) ≤
(Thm. 2.24)

C
(
‖ρi‖Ck,α(M) + ‖fi‖L1(M)

)
≤

(2.18) & (2.19)

C‖ρ‖Ck,α(M) (2.20)

よって (2.20)と Theorem 2.17から, 任意の 0 < β < αについて部分列を取り直すことで

fi → f̃ in Ck+2,β(M)

となる f̃ が存在する. この f̃ は f に等しい. なぜならば, また fi − f ⊥ kerLなので, (2.15)から

‖fi − f‖W 2,2(M) ≤
(2.15)

C‖ρi − ρ‖L2(M)
i→∞−−−→ 0.

29



特に L2でも収束するので, 上のW 2,2収束と合わせて一意性から f̃ = f となるためである. よっ
て f ∈ Ck+2,α(M)である.

(5). 最後に単射性を示す. f ∈ (kerL)⊥ ∩ Ck+2,α(M)かつ Lf = 0とする. すると f ∈ kerL であ
る一方 f ⊥ kerLなので

f ∈ kerL ∩ (kerL)⊥ = {0}.

よって f = 0となり, Lは単射である.

以上より
L : (kerL)⊥ ∩ Ck+2,α(M) → (kerL∗)⊥ ∩ Ck,α(M)

は同型である.

Remark 2.41. k = ∞の場合は Schauder評価 (Theorem 2.24)は不要で局所楕円型評価 (Theo-

rem 2.15)だけからわかる. これは Sobolev空間をメインに出した次の定理からでる.

Theorem 2.42. M をコンパクトRiemann多様体, Lを係数がC∞である線形 2回楕円型偏
微分作用素とする. また L∗を L2内積に関する形式的随伴とする.

この時 kerLおよび kerL∗は滑らかな関数からなる有限次元空間である.

さらに任意のm ∈ Z≥0について, LはHilbert空間の同型

L : Wm+2,2(M) ∩ (kerL)⊥
∼−→Wm,2(M) ∩ (kerL∗)⊥

を誘導する. ここで (kerL)⊥および (kerL∗)⊥は L2内積に関する直交補空間とする.

さらにある定数 Cm > 0が存在して, 任意の f ∈Wm+2,2(M) ∩ (kerL)⊥ について

‖f‖Wm+2,2(M) ≤ Cm‖Lf‖Wm,2(M) (2.21)

が成り立つ. 特に ρ ∈Wm,2(M)がL2内積で ρ ⊥ kerL∗となるならば, f ∈Wm+2,2(M)で
f ⊥ kerLかつ Lf = ρとなるものがただ一つ存在する.

Proof. Theorem 2.40の証明で変わる部分は Schauder評価を使っている (4)の全射性の部分のみ
である. しかも (4)において, ρ ∈ Wm,2(M)かつ ρ ⊥ kerL∗ とすると, ρ ∈ L2(M)なので, (2.17)

から, ある f ∈W 2,2(M)が存在して

Lf = ρ and f ⊥ kerL

となる. よって示すのは f ∈Wm+2,2(M)のみである. これは局所楕円型正則性 (2.14)よりすぐに
わかる.

LがHilbert空間の同型であることを示す. これはLとL−1の連続性のみが問題である. まずLが
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連続なのは, 係数 Lの係数が L∞より

‖Lf‖Wm,2(M) ≤ Cm‖f‖Wm+2,2(M)

となるため. 逆写像の連続性は局所楕円型評価 (Theorem 2.15) と (2.15)を組み合わせて

‖f‖Wm+2,2 ≤
(Thm. 2.15)

Cm
(
‖Lf‖Wm,2 + ‖f‖L2

)
≤

(2.15)

C ′‖Lf‖Wm,2

が成り立つことからわかる.

Corollary 2.43. Theorem 2.42と同じ仮定のもとで, C∞(M)に seminormの族

pm(f) := ‖f‖Wm,2(M), m = 0, 1, 2, . . .

が生成するFréchet位相を入れる. またC∞(M)∩(kerL)⊥, C∞(M)∩(kerL∗)⊥ にはC∞(M)

から誘導される相対位相を入れる.

この時 Lは Fréchet空間の同型

L : C∞(M) ∩ (kerL)⊥
∼−→ C∞(M) ∩ (kerL∗)⊥

を誘導する.

特に ρ ∈ C∞(M)が L2 内積で ρ ⊥ kerL∗ となるならば, f ∈ C∞(M)で f ⊥ kerLかつ
Lf = ρとなるものがただ一つ存在する.

Proof. まず上で定めた Fréchet位相が通常の C∞位相と一致することを確認する.

M はコンパクトなので, 任意のm ≥ 0についてある定数 Cm > 0が存在して

‖f‖Wm,2(M) ≤ Cm‖f‖Cm(M)

が成り立つ. 逆に n = dimM とし, k ≥ 0を固定する. s > k + n
2 となる整数 sを取れば, Sobolev

埋め込み (Theorem 2.13)からある定数 Ck,s > 0が存在して

‖f‖Ck(M) ≤ Ck,s‖f‖W s,2(M)

が成り立つしたがって seminormの族 {‖•‖Wm,2(M)

}
m≥0

が生成する位相は通常のC∞位相と一致
し, 特に C∞(M)は Fréchet空間である.

Theorem 2.42より kerLおよび kerL∗は滑らかな関数からなる有限次元空間である. 全単射性も
Theorem 2.42から明らか.

最後に Fréchet位相に関する連続性を確認する. Lは 2階微分作用素なので, 任意のm ≥ 0につ
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いて
pm(Lf) = ‖Lf‖Wm,2(M) ≤ Cm‖f‖Wm+2,2(M) = Cmpm+2(f).

したがって Lは Fréchet位相について連続である.

一方 Theorem 2.42の (2.21)から

pm+2(f) = ‖f‖Wm+2,2(M) ≤ Cm‖Lf‖Wm,2(M) = Cmpm(Lf)

が f ⊥ kerLについて成り立つ. また p0(f) ≤ p2(f) ≤ C0p0(Lf) でもあるので L−1も Fréchet位
相について連続である.

なので, コンパクト多様体で調和積分論で使うぶんなら局所楕円型評価 (Theorem 2.15)だけで事
足りる. ただHölder空間を使うなら Schauder評価 (Theorem 2.24)が必要になる.

2.9 調和積分論との関係

この辺りは [Dem12, Section 3]や小林先生の複素幾何の教科書を参照した

Definition 2.44. X をコンパクト複素多様体, Eを正則ベクトル束とする. Eの Hermite

計量を h, X のHermite計量 gとし, Hermitian form ωとする.

• E値 (p, q)-formの空間Ap,q(E)に内積を

〈α, β〉 :=

∫
X
〈α, β〉ω,h

ωn

n!

をいれる. ここで

〈α, β〉ω,h := αi
IJ
βj
KL
hij̄g

IKgLJ where α = αi
IJ
dzI∧ dzJ⊗ei, β = βj

KL
dzK∧ dzL⊗ej

• Hodge star operator

∗ : Ap,q(E) → An−q,n−p(E)

を (n, n)-formの次の等式が成り立つように入れる:

α ∧ ∗β = 〈α, β〉ω,h
ωn

n!

ただし左辺は h : E ⊗ Ē → Cの contractionを用いて (n, n)-formとみなしている.

• ∂̄∗E := − ∗D′
E∗ : Ap,q(E) → Ap,q−1(E)と定義し, Hodge Laplacianを

�hodge,E := ∂̄∗E ∂̄E + ∂̄E ∂̄
∗
E : Ap,q(E) → Ap,q(E)
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と定義する. ただしD′
E を Chern接続の次数を (1, 0)上げるものとする.

Theorem 2.45.

Hp,q(E) := {ϕ ∈ Ap,q(E) | �hodge,Eϕ = 0}

とすると次が成り立つ.

(1) Hp,q は有限次元

(2) β ∈ Ap,q(E) ∩ (ker�hodge,E)⊥ならば β = �hodge,Eϕとなる ϕ ∈ Ap,q(E)が存在する.

(3) 直交分解Ap,q(E) = Hp,q(E) ⊕ ∂̄EA
p,q−1(E) ⊕ ∂̄∗EA

p,q+1(E)が存在する.

Proof. (1). �hodge,E : Lp,q2 (E) → Lp,q2 (E)と L2完備化の空間で考える.10 �hodge,E は楕円型なの
で, Corollary 2.43より

�hodge,E : (ker�hodge,E)⊥ ∩Ap,q(E) → (ker�∗
hodge,E)⊥ ∩Ap,q(E)

は同型で, ker�hodge,E =: Hp,q(E)は有限である.

(2). 上に関して�hodge,E = �∗
hodge,E であるので,

�hodge,E = �∗
hodge,E : (ker�∗

hodge,E)⊥ ∩Ap,q(E) → (ker�hodge,E)⊥ ∩Ap,q(E)

も同型になる. よって (全射性から)言えた.

(3). ⊃は明らか, ⊂を示す.

H : Ap,q(E) → Hp,q(E)

を直交射影とする. ϕ ∈ Ap,q(E)について

ϕ−Hϕ ∈ Ap,q(E) ∩ (ker�hodge,E)⊥

であるので, ψ ∈ Ap,q(E)があって

ϕ−Hϕ =

(2)

�hodge,Eψ = ∂̄∗E ∂̄Eψ + ∂̄E ∂̄
∗
Eψ ∈ ∂̄EA

p,q−1(E) ⊕ ∂̄∗EA
p,q+1(E)

よって言えた.

10この書き方は実際は良くなくて, �hodge,E は Lp,q
2 (E)全体で定義されてはいない. が証明では定義されている部分

だけ考えるので, こう書いておく.
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Corollary 2.46. コンパクトHermite多様体X と正則ベクトル束Eについて,

Hp,q(X,E) :=
ker
(
∂̄E : Ap,q(X,E) → Ap,q+1(X,E)

)
Im
(
∂̄E : Ap,q−1(X,E) → Ap,q(X,E)

)
とおくと Hp,q(X,E) ' Hp,q(X,E)であり, 特に有限次元である. 特に大域 holomorphic

sectionの空間H0(X,E)も有限次元である.

Proof. 任意の α ∈ Ap,q(X,E)に対して

〈�hodge,Eα, α〉 = 〈∂̄∗E ∂̄Eα, α〉 + 〈∂̄E ∂̄∗Eα, α〉 = ‖∂̄Eα‖2 + ‖∂̄∗Eα‖2.

である. 特に�hodge,Eα = 0は ∂̄Eα = 0かつ ∂̄∗Eα = 0と同値である. さて Theorem 2.45 (3)から

Ap,q(E) = Hp,q(E) ⊕ ∂̄EA
p,q−1(E) ⊕ ∂̄∗EA

p,q+1(E)

である.

これを用いてHp,q(X,E) ' Hp,q(X,E)を示す. これは α ∈ Ap,q(X,E), ∂̄Eα = 0について,

α = h+ ∂̄Eu+ ∂̄∗Ev,

となる分解が取れる. αは ∂̄E-closedより,

〈α, ∂̄∗Ev〉 = 〈∂̄Eα, v〉 = 0.⇒ α ⊥ Im ∂̄∗E ⇒
(Hodge decomposition は直交分解)

∂̄∗Ev = 0.

よって α = h + ∂̄Eu. とかけて, したがって [α] = [h] ∈ Hp,q(X,E) となり, つまりすべての
Dolbeault classは harmonic representativeを持つ.

この harmonic representativeは一意である, 実際 h = ∂̄Eu ∈ Hp,q(X,E)なら

‖h‖2 = 〈h, ∂̄Eu〉 = 〈∂̄∗Eh, u〉 = 0 ⇒ h = 0

がいえることから. よってこの対応からHp,q(X,E) ' Hp,q(X,E)がいえる.

Theorem 2.47 (Serre duality). X を n次元コンパクト複素多様体, Eを正則ベクトル束
とする. このとき pairing

Hp,q(X,E) ×Hn−p,n−q(X,E∨) −→ C, ([α], [β]) 7−→
∫
X
α ∧ β
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は non-degenerateである. 特に

Hp,q(X,E) ' Hn−p,n−q(X,E∨)∨

が成り立つ. 特にDolbeault isomorphismより以下が成り立つ.

Hq(X,Ωp
X ⊗ E) ' Hp,q(X,E) ' Hn−p,n−q(X,E∨)∨ ' Hn−q(X,Ωn−p

X ⊗ E∨)∨

Proof. EのHermite計量 hを固定する. hが誘導する複素線形同型

h♭ : E → E∨, h♭(v)(u) = h(u, v)

を用いて
∗∨h : Ap,q(E) → An−p,n−q(E∨), ∗∨hα := h♭(∗α)

と定める. 定義から
α ∧ ∗∨hβ = 〈α, β〉ω,h

ωn

n!
(2.22)

が成り立つ.

0 6= [α] ∈ Hp,q(X,E)とする. Hp,q(X,E) ' Hp,q(E)によって αを nonzero harmonic formとし
て良い. 特に ∂̄Eα = 0, ∂̄∗Eα = 0 である. 任意の η ∈ Ap,q−1(E)について Stokesの定理から∫
X
η ∧ ∂̄E∨(∗∨hα) =

(Stokes)

(−1)p+q
∫
X
∂̄Eη ∧ ∗∨hα =

(2.22)

(−1)p+q〈∂̄Eη, α〉 =

(随伴)

(−1)p+q〈η, ∂̄∗Eα〉 = 0.

よって ∂̄E∨(∗∨hα) = 0 であり, [∗∨hα] ∈ Hn−p,n−q(X,E∨) を定める. さらに∫
X
α ∧ ∗∨hα =

∫
X
|α|2g,h

ωn

n!
= ‖α‖2L2 > 0.

よって pairingは第 1成分について non-degenerateである. 第 2成分についても同様である.
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3 Aubin-Yauの定理とMonge–Ampère方程式

Szekelyhidiの lecture note [Szé14, Chapter 3]の内容. 本来であればRic(ω) = −ωとなるKähler–

Einstein計量をメインに出すべきだが, これを次の章にとどめ, Monge–Ampère方程式にメインを
当てる.

3.1 c1(X) < 0の場合のMonge–Ampère方程式

Theorem 3.1. X が c1(X) < 0のコンパクト Kähler多様体とする. Kähler計量 ω0 ∈
−c1(X)を固定し,

Ric(ω0) = −ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄F

となる F ∈ C∞(X)を固定する. この時 (複素 )Monge–Ampère方程式の解 ϕ ∈ C∞(X)で(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
= eF+φωn0 . (3.1)

が成り立つものがただ一つ存在する.

以下このMonge–Ampère方程式の解の存在を示していく. 唯一性はすぐわかる.

Theorem 3.2. Theorem 3.1において, 解の唯一性が成り立つ.

Proof. (3.1)の解を ϕ,ψとし, u = ϕ− ψとする. uの最大値を取る点を pとすると
√
−1∂∂̄u ≤ 0 at p

である. 以上より
√
−1∂∂̄ϕ =

(定義)

√
−1∂∂̄ψ +

√
−1∂∂̄u ≤

(最大値)

√
−1∂∂̄ψ at p

となる. よって (
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
≤
(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ψ

)n
at p
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である11. よって

1 ≥
(上の式)

(
ω0 +

√
−1
2π ∂∂̄ϕ

)n(
ω0 +

√
−1
2π ∂∂̄ψ

)n (p) =

(3.1)

eφ

eψ
(p) = eu(p) ⇒ 0 ≥ u(p)

pは uの最大値なので, u ≤ 0がX全体でいえる. この議論を−uにも適応すると, −u ≤ 0がX全
体でいえるので, u ≡ 0, つまり ϕ = ψである.

この方程式 (3.1)を連続法 (continuity method) を用いて解く. t ∈ [0, 1]について(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
= etF+φωn0 , ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ is a Kähler form · · · (∗)t

てという方程式を考える.

(1) (∗)0を解ける. これは ϕ = 0が解になる.

(2) ある t < 1で (∗)tが解をもつなら,十分小さい ε > 0に対して (∗)t+εも解ける.(陰関数定理).

(3) ある s ∈ (0, 1]に対し,すべての t < sで (∗)tを解けるなら,(∗)sも解ける. これは t→ sとす
るとき部分列に沿って極限をとれるように, Hölder空間における解の評価が必要になる.

3.2 解の openness

Theorem 3.3 ([Szé14, Lemma 3.3]). (∗)tがある t < 1に対して滑らかな解をもつならば,

十分小さい ε > 0に対して (∗)t+εの滑らかな解を持つ.

次の陰関数定理を思い出す.

Definition 3.4 (Banach空間のC1写像). X ,Y,ZがBanach空間, Ω ⊂ Yが開集合とする.

• Φ: Ω → Z が Frechet 微分可能とは, 任意の p ∈ Ω についてある有界線形作用素
A : Y → Z があって

lim
∥h∥Y→0

‖Φ(p+ h) − Φ(p) −Ah‖Z
‖h‖Y

= 0

を満たすこと. このAをDΦ(p)とかき, pでの Frechet微分という.

11これは正定値 Hermite行列 A,B について, A ≤ B ならば detA ≤ detB から. Aの固有値が０以上で B より小
さいので.
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• Φ: Ω → Z が C1級であるとは任意の p ∈ Ωについて Frechet微分可能かつ

DΦ(p) : Ω → Hom(Y,Z) p→ DΦ(p)

が連続となること. ただしHom(Y,Z)は Y → Zとなる有界線形作用素で作用素ノル
ム ‖A‖ := sup∥h∥Y=1‖Ah‖Z を入れる.

• Φ: X×Y → Zについて (x0, y0) ∈ X×Yを固定する. DxΦ(x0, y0)をΦ(•, y0) : X → Z
に関する x = x0での Frechet微分とする.

Theorem 3.5 (Banach空間の陰関数定理). X ,Y,ZがBanach空間, Ω ⊂ X ×Yを開集合
とする. Φ: Ω → Z を C1写像で, ある (x0, y0) ∈ Ωについて

Φ(x0, y0) = 0 かつ DxΦ(x0, y0) : X → Z が Banach 空間の同型

であるならば, x0 ∈ U ⊂ X , y0 ∈ V ⊂ Y となる開近傍と C1写像 g : V → U が存在して,

Φ(g(y), y) = 0 ∀y ∈ V

が成り立つ. 特に (x0, y0)のある近傍W があって, (x, y) ∈ W かつ Φ(x, y) = 0ならば
x = g(y)である.

Proof of Theorem 3.3.

H3,α := {ϕ ∈ C3,α(X) | ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ > 0}

とする. ”> 0”はKähler formという意味である. 作用素を

F : H3,α × [0, 1] → C1,α(X), (ϕ, t) 7→ log

(
ω0 +

√
−1
2π ∂∂̄ϕ

)n
ωn0

− ϕ− tF (3.2)

と定める. 仮定により ϕt ∈ H3,αで

log
(ω0 +

√
−1
2π ∂∂̄ϕt)

n

ωn0
− ϕt − tF = F(ϕt, t) = 0

となるものがある. ωtを使ってX 上のHölder normsを一つ固定する.
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Claim 3.6. X = H3,α,Y = (0, 1),Z = C1,α(X), F : H3,α × [0, 1] → C1,α(X)とすれば, 点

(x0, y0) = (ϕt, t) ∈ H3,α × (0, 1) = X × Y

において陰関数定理 (Theorem 3.5)の仮定を満たす.

Proof of Claim 3.6. 点 (ϕt, t)における u方向の F のGateaux微分DuF(φt,t)を計算する.

DuF(φt,t)

=

(定義)

lim
s→0

1

s

(
F(φt+su,t) −F(φt,t)

)
=

(3.2)

lim
s→0

1

s

(
log

(ω0 +
√
−1
2π ∂∂̄ϕt + s

√
−1
2π ∂∂̄u)n

ωn0
− (ϕt + su) − tF − log

(ω0 +
√
−1
2π ∂∂̄ϕt)

n

ωn0
+ ϕt + tF

)

=

(まとめる)

lim
s→0

1

s

(
log

(ω0 +
√
−1
2π ∂∂̄ϕt + s

√
−1
2π ∂∂̄u)n

(ω0 +
√
−1
2π ∂∂̄ϕt)n

)
− lim
s→0

1

s
(su)

=

(微分の計算)

n

2π

√
−1∂∂̄u ∧ ωn−1

t

ωnt︸ ︷︷ ︸
= 1

2π
gij̄t ∂i∂̄ju=

1
2π

∆tu

−u =

(Def. 2.31)

1

2π
∆tu− u.

ここで∆tは ωtに関する複素 Laplacianである.

L := D•F(φt,t) : C3,α(X) → C1,α(X) u 7→ L(u) :=
1

2π
∆tu− u

とする. kerL = 0を示す. これは 1
2π∆tu− u = 0ならば

0 ≤
∫
X
|u|2 dVt =

(u= 1
2π

∆tu)

1

2π

∫
M
u∆tu dVt =

(随伴)

= − 1

2π

∫
X
|∂̄u|2t dVt ≤ 0

より必ず u = 0である. L = L∗ (self-adjoint)なので, L∗も自明な kernelをもつ. 以上より Lは楕
円型なので, Theorem 2.40から,

L : C3,α(X) = (kerL)⊥ ∩ C3,α ∼→
(Thm.2.40)

(kerL∗)⊥ ∩ C1,α = C1,α(X)

は同型写像である. よって L = D•F(φt,t) : C3,α(X) → C1,α(X) は同型である.

そして (ϕt, t)の周りの点 (x, t)について

H3,α(X) → Hom(C3,α(X), C1,α(X)) x 7→ (u 7→ DuF(x,t) =
1

2π
∆xu− u)
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は連続である. よって F : H3,α × [0, 1] → C1,α(X)は (ϕt, t)の周りで C1である12

以上より陰関数定理 (Theorem 3.5)から, ある開集合 ϕt ∈ U ⊂ H3,α, t ∈ V ⊂ (0, 1)と C1写像
g : V → U が存在して, s ∈ V ならば

0 = F( g(s)︸︷︷︸
=:φs∈H3,α

, s) =

(3.2)

log
(ω0 +

√
−1
2π ∂∂̄ϕs)

n

ωn0
− ϕs − sF (3.3)

となる.

ϕsが C∞であることを示す.

• ω0 =
√
−1gjk̄dz

j ∧ dzk,

• (gs)
jk̄は計量 (gs)jk̄ = gjk̄ + 1

2π∂j∂k̄ϕsの逆行列. 係数は C1,αである.

として計算すると

(3.3) ⇒
(local に展開)

log det

(
gjk̄ +

1

2π
∂j∂k̄ϕs

)
− log det

(
gjk̄
)
− ϕs − sF = 0

⇒
(zl に関して微分)

(gs)
jk̄

(
∂lgjk̄ +

1

2π
∂l∂j∂k̄ϕs

)
− ∂l log det

(
gjk̄
)
− ∂lϕs − s∂lF = 0

⇒
(移項)

 1

2π
(gs)

jk̄∂j∂k̄ − 1︸ ︷︷ ︸
=:E 係数 C1,α の楕円型

 (∂lϕs) = s∂lF + ∂l log det
(
gjk̄
)
− (gs)

jk̄∂lgjk̄︸ ︷︷ ︸
=:h∈C1,α

よって, ∂lϕsに対する線形楕円型方程式が E(∂lϕs) = h得られる. 以上より Schauder評価 (The-

orem 2.24)から

Eと hの係数が C1,α ⇒
(Thm. 2.24)

∂lϕs ∈ C3,α ⇒
(定義)

ϕs ∈ C4,α ⇒
(定義)

Eと hの係数が C2,α ⇒ · · ·

となっていき, ϕs ∈ C∞が言える. 13

3.3 解の closedness

次の Propositionを考える.

122変数 x, y に関する関数について, x, y の偏微分が連続ならば全微分が存在すると同様. つまり Gateaux微分が偏
微分, Frechet微分が全微分に対応する.

13このように方程式を線形化してより良い正則性を次々に得る手法は bootstrappingと呼ばれる.
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Proposition 3.7 ([Szé14, Proposition 3.4]). X,ω0, F のみに依存する定数 C > 0が存在
して,もし ϕtがある t ∈ [0, 1]について (∗)tを満たすなら

(gjk̄ +
1

2π
∂j∂k̄ϕt) > C−1(gjk̄),

が成り立つ.ここで gjk̄は局所座標における ω0の成分であり,行列の不等式は差が正定値で
あることを意味する.さらに

‖ϕt‖C3,α(X) ≤ C,

も成り立つ.ここでHölder normは計量 ω0に関して測っている.

これさえ示れば, 解の closednessが出る.

Lemma 3.8 ([Szé14, Lemma 3.5]). Proposition 3.7を仮定する. s ∈ (0, 1]とし,すべての
t < sについて方程式 (∗)tが解けると仮定する.このとき (∗)sも解ける.

Proof. lim ti = sを満たす ti < sの数列をとる.すると(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕi

)n
= etiF+φiωn0

を満たす関数列 ϕiが得られる. Proposition 3.7より iによらない C > 0があって

‖ϕi‖C3,α ≤ C

となる. よってArzela-Ascoliの定理 (Theorem 2.17)により, α′ < αとなる α′に対して, 部分列を
取ることで

ϕi → ∃ϕ ∈ C3,α′

と収束するものが取れる. この収束は C3,α′ 収束なので,(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
= esF+φωn0

を得る. さらに Proposition 3.7より(
gjk̄ +

1

2π
∂j∂k̄ϕ

)
> C−1(gjk̄) > 0

であるので, 特に ω0 +
√
−1
2π ∂∂̄ϕiはKähler計量を定める. Theorem 3.3の証明と同じくして, ϕは

滑らかである.
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3.4 C0評価とC2評価

以下 F を tF に置き換え, ϕtの tの添字をなくすことで次を示せば良い.

Monge–Ampère方程式 (
ω +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
= eF+φωn, (3.4)

とし, ω =
√
−1gjk̄dz

j ∧ dzk とする. Hölder normを ωで測る. この時X,ω, F のみに依存
する定数 C > 0が存在して, 次の C2評価が成り立つ.

C−1(gjk̄) < (gjk̄ +
1

2π
∂j∂k̄ϕ) < C(gjk̄)

これは最終的に Lemma 3.13で示される. 証明はかなり長い.

Lemma 3.9 (C0 estimate [Szé14, Lemma 3.6]). ϕが方程式 (3.4)を満たすなら,

sup
X

|ϕ| ≤ sup
X

|F |

Proof. ϕの最大値を達成する点 p ∈ X をとる. Theorem 3.2と同様に

(gjk̄ +
1

2π
∂j∂k̄ϕ) ≤

(最大値)

gjk̄ at p ⇒ det

(
gjk̄ +

1

2π
∂j∂k̄ϕ

)
≤ det

(
gjk̄
)

at p

⇒ eF+φ =

(
ω +

√
−1
2π ∂∂̄ϕ

)n
ωn

≤
(上の式)

1 at p

⇒ F (p) + ϕ(p) ≤ 0 ⇒ −F (p) ≥ ϕ(p) ≥
最大値

ϕ(x) ∀x ∈ X

同様にして, ϕの最小値を達成する点 q ∈ X において−F (q) ≤ ϕ(q)であるので, 二つを合わせて,

supX |ϕ| ≤ supX |F |である.

normal coordinateに関して復習する.

Proposition 3.10 (Normal coordinates). gがKähler計量とすると, 任意の点 p ∈ Xにつ
いて, その近傍上の正則座標 z1, . . . , znであって, 点 pにおける gの成分が

gjk̄(p) = δjk and
∂

∂zi
gjk̄(p) =

∂

∂z̄i
gjk̄(p) = 0,
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となるようにできる.

Proof. Kähler formが
ω =

√
−1
∑
j,k

(
δjk +O(|z|2)

)
dzj ∧ dz̄k,

とできることを示せば良い. (O(|z|2)は,zi, z̄iに関して少なくとも 2次の項とする)

まず線形変換することで,

ω =
√
−1
∑
j,k

(
δjk +

∑
l

(
ajk̄lw

l + ajkl̄w̄
l
)

+O(|w|2)

)
dwj ∧ dw̄k.

となる座標 wiがある. 次に bijk = bikj を満たす係数 bijk, w
iから ziへの座標変換を

wi := zi − 1

2

∑
j,k

bijkz
jzk,

で定義すると,

dwi = dzi −
∑
j,k

bijkz
jdzk,

であるので

ω =
√
−1
∑
j,k

(
δjk +

∑
l

(
ajk̄lz

l + ajkl̄z̄
l − bkljz

l − b̄jlkz̄
l
)

+O(|z|2)

)
dzj ∧ dz̄k

=
√
−1
∑
j,k

(
δjk +

∑
l

(
ajk̄l − bklj

)
zl +

∑
l

(
ajkl̄ − b̄jlk

)
z̄l +O(|z|2)

)
dzj ∧ dz̄k

となる. ωがKählerであれば,定義から ajk̄l = alk̄j なので, bklj := ajk̄lと定れば良い.

Remark 3.11. Riemannian geometryでは,与えられた点で計量の一次微分が消えるようなC∞級
な normal coordinatesを常に取ることができる. Hermitian計量でも同様である.

Proposition 3.10によって, 計量がKählerであれば, 計量の一次微分がある点で消えるような 正則
座標系さえ見つけられる, ということである.逆にそのような正則な normal coordinatesが存在す
れば dω = 0となり, 計量はKählerである.

以下次の notationを使う.

• g′
jk̄

:= gjk̄ + 1
2π∂j∂k̄ϕ

• trg g
′ := gjk̄g′

jk̄
. trg′ g := g′jk̄gjk̄
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この notationの上で次を得る.

gjk̄g′jk̄ =

定義
gjk̄gjk̄ +

1

2π
gjk̄∂j∂k̄ϕ︸ ︷︷ ︸

=:∆φ

= n+
1

2π
∆ϕ.

また∆′を計量 g′に関する Laplacianとする.

Lemma 3.12 ([Szé14, Lemma 3.7]). X と gのみに依存する定数Bが存在して

∆′ log trg g
′ ≥ −B trg′ g −

gjk̄R′
jk̄

trg g′
,

が成り立つ. ここでR′
jk̄
は g′の Ricci曲率である.

Proof. p ∈ X を固定する. normal coordinateを用いる., 点 pにおいて

g =
n∑
i=1

dzi ∧ dzi,
∂

∂zi
gjk̄(p) =

∂

∂z̄i
gjk̄(p) = 0, (3.5)

また任意の Hermitian matrixは unitary transformationにより対角化できるので, g′は pで対角
であると仮定よく, 下の形を得る.

g′ =
n∑
i=1

g′īidz
i ∧ dzi, trg g

′ =
∑
i

g′īi, trg′ g =
∑
j

g′jj̄ =
∑
j

1

g′
jj̄

at p (3.6)

と仮定して良い. 点 pでの以下の式が成り立つ.

∆′ trg g
′ =

(∆′ の定義)

g′pq̄∂p∂q̄︸ ︷︷ ︸
=:∆′

(gjk̄g′jk̄)︸ ︷︷ ︸
=:trg g′

=

(3.5)

g′pq̄(∂p∂q̄g
jk̄)g′jk̄ + g′pq̄gjk̄ × (∂p∂q̄g

′
jk̄)︸ ︷︷ ︸

=−R′
jk̄pq̄

+g′ab̄(∂jg′pb̄)(∂k̄g
′
aq̄) by R′

ij̄kl̄
の定義 in Sum. 1.1

= g′pq̄(∂p∂q̄g
jk̄)g′jk̄︸ ︷︷ ︸

Term(1)

− g′pq̄gjk̄R′
jk̄pq̄︸ ︷︷ ︸

=gjk̄R′
jk̄

by R′
ij̄
の定義 in Sum. 1.1

+ g′pq̄gjk̄g′ab̄(∂jg
′
pb̄)(∂k̄g

′
aq̄)︸ ︷︷ ︸

=
∑

p,j,a g
′pp̄g′aā |∂jg′pā|2 by (3.5) & (3.6)

≥
(下の Term(1) の評価 (3.9))

−B(trg′ g)(trg g
′) − gjk̄R′

jk̄ +
∑
p,j,a

g′pp̄g′aā |∂jg′pā|2.

(3.7)
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ここでB := infx∈X −Rij̄kl̄とする. Term(1)の評価は以下のとおり: まず次が成り立つ.

−∂p∂p̄gjj̄ =

(3.5)

−∂i∂j̄gkl̄ =

(R′
ij̄kl̄

の定義 in Sum. 1.1)

= −Rij̄kl̄ + gpq̄(∂igkq̄)(∂j̄gpl̄)

=

(3.5)

−Rij̄kl̄ ≥ inf
x∈X

−Rij̄kl̄ =: B
(3.8)

以上より g′が対角であることを用いると

g′pq̄(∂p∂q̄g
jk̄)g′jk̄︸ ︷︷ ︸

Term(1)

=

(3.5) & (3.6)

∑
p,j

g′pp̄g′jj̄ (∂p∂p̄g
jj̄) ≥

(3.8)

−B
∑
p,j

g′pp̄g′jj̄ =

(3.6)

−B(trg′ g)(trg g
′),

(3.9)

これを用いて∆′ log trg g
′を評価する. まず次の公式を認める.

u > 0ならば
∂p∂q̄ log u = ∂p

(
∂q̄u

u

)
=
∂p∂q̄u

u
− (∂pu)(∂q̄u)

u2

特に∆′ = g′pq̄∂p∂q̄ について,

∆′ log u = g′pq̄∂p∂q̄ log u = g′pq̄
(
∂p∂q̄u

u
− (∂pu)(∂q̄u)

u2

)
=

∆′u

u
− g′pq̄(∂pu)(∂q̄u)

u2
(3.10)

logを組み込んで, u = trg g
′とすれば

∆′ log trg g
′ =

(3.10)

∆′ trg g
′

trg g′
− g′pq̄(∂p trg g

′)(∂q̄ trg g
′)

(trg g′)2

≥
(3.7) & (3.6)

1

trg g′

−B(trg′ g)(trg g
′) − gjk̄R′

jk̄ +
∑
p,j,a

g′pp̄g′aā |∂jg′pā|2.

− 1

(trg g′)2

∑
p,a,b

g′pp̄(∂pg
′
aā)(∂p̄g

′
bb̄)

= −B trg′ g −
gjk̄R′

jk̄

trg g′
+

1

trg g′

∑
p,j,a

g′pp̄g′aā |∂jg′pā|2 −
1

(trg g′)2

∑
p,a,b

g′pp̄(∂pg
′
aā)(∂p̄g

′
bb̄).

(3.11)

ここで Cauchy–Schwarz inequality(∑
p

xpyp

)2

≤

(∑
p

x2p

)
·

(∑
q

y2q

)

45



を 2回用いると∑
p,a,b

g′pp̄(∂pg
′
aā)(∂p̄g

′
bb̄) =

(等式変形)

∑
a,b

∑
p

√
g′pp̄(∂pg

′
aā)︸ ︷︷ ︸

(xp とみる)

√
g′pp̄(∂p̄g

′
bb̄)︸ ︷︷ ︸

(yp とみる)

≤
(CS ineq.)

∑
a,b

(∑
p

g′pp̄|∂pg′aā|2
)1/2(∑

q

g′qq̄|∂qg′bb̄|
2
)1/2

=

(まとめる)

(∑
a

(∑
p

g′pp̄|∂pg′aā|2
)1/2)2

=

(等式変形)

(∑
a

√
g′aā︸ ︷︷ ︸

(xa とみる)

(∑
p

g′pp̄g′aā|∂pg′aā|2
)1/2

︸ ︷︷ ︸
(ya とみる)

)2
≤

(CS ineq.)

(∑
a

g′aā

)
︸ ︷︷ ︸

=trg g′

(∑
b,p

g′pp̄g′bb̄|∂pg′bb̄|
2
)
.

(3.12)

したがって
1

(trg g′)2

∑
p,a,b

g′pp̄(∂pg
′
aā)(∂p̄g

′
bb̄) ≤

(3.12)

1

trg g′

∑
a,p

g′pp̄g′aā|∂pg′aā|2 ≤
(非負の項を足す)

1

trg g′

∑
a,j,p

g′pp̄g′aā|∂pg′jā|2,

(3.13)

以上より

∆′ log trg g
′

≥
(3.11)

−B trg′ g −
gjk̄R′

jk̄

trg g′
+

1

trg g′

∑
p,j,a

g′pp̄g′aā |∂jg′pā|2︸ ︷︷ ︸
=|∂pg′jā|2 by Kähler

− 1

(trg g′)2

∑
p,a,b

g′pp̄(∂pg
′
aā)(∂p̄g

′
bb̄).

≥
(3.13)

−B trg′ g −
gjk̄R′

jk̄

trg g′
+

1

trg g′

∑
p,j,a

g′pp̄g′aā |∂pg′jā|2 −
1

trg g′

∑
a,j,p

g′pp̄g′aā|∂pg′jā|2︸ ︷︷ ︸
=0

= −B trg′ g −
gjk̄R′

jk̄

trg g′

Lemma 3.13 (C2 estimate [Szé14, Lemma 3.8]). X,ω, supX |F |および∆F の下界のみに
依存する定数 C が存在して, (3.4)の解 ϕは次を満たす.

C−1(gjk̄) <

(
gjk̄ +

1

2π
∂j∂k̄ϕ

)
< C(gjk̄)

Proof. 前と同様に g′
jk̄

= gjk̄ + 1
2π∂j∂k̄ϕと書く. まず (gjk̄ + 1

2π∂j∂k̄ϕ) < C(gjk̄)を示す. これに
は, g′

īi
を gに関する g′の固有値として, 点 x ∈ Xによらずに g′

īi
が定数で抑えられることを示せば
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良い. 方程式 (3.4)から

(3.4) ⇒
(
ω +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
= eF+φωn

⇒
(−∂∂̄ log(•) をとる)

−R′
jk̄ = ∂j∂k̄F + ∂j∂k̄ϕ−Rjk̄ = ∂j∂k̄F + 2π (g′jk̄ − gjk̄)︸ ︷︷ ︸

= 1
2π
∂j∂k̄φ

−Rjk̄.

となる. Lemma 3.12 を用いると, X と gのみに依存する定数Bが存在して

∆′ log trg g
′ ≥
(Lem. 3.12)

−B trg′ g −
gjk̄R′

jk̄

trg g′
= −B trg′ g +

∆F + 2π trg g
′ − 2πn−R

trg g′
, (3.14)

を得る.ここでR := gjk̄Rjk̄は gの scalar curvatureである. Cauchy–Schwarz inequalityから

(trg g
′)(trg′ g) =

(3.6)

(∑
i

g′īi

)
·

∑
j

1

g′
jj̄

 ≥
(CS ineq.)

(∑
i

g′īi ·
1

g′
īi

)2

= n2 (3.15)

が成り立つ. そこで−C ′ := min{−1,∆F − 2πn − R}とすれば, C ′ > 0で C ′は∆F や ωにしか
よらず,

∆′ log trg g
′ ≥

(3.14)

−B trg′ g +
∆F − 2πn−R

trg g′︸ ︷︷ ︸
≥−C′

n2 trg′ g by (3.15)

+2π

≥ −B trg′ g −
C ′

n2︸︷︷︸
=:C

trg′ g

(3.16)

となる. 定義から

∆′ϕ =

(∆′ の定義)

g′jk̄∂j∂k̄ϕ =

(φ の定義)

2πg′jk̄(g′jk̄ − gjk̄) =

(tr の定義)

2π(n− trg′ g)

であるので, A := B+C+1
2π とおけば

∆′(log trg g
′ −Aϕ) ≥

((3.16) & 上の式)

−B trg′ g − C trg′ g − 2πA(n− trg′ g) =

(A の定義)

trg′ g − 2πAn (3.17)

さて log trg g
′ −Aϕが最大値を達成する点 p ∈ X をとる. このとき

0 ≥
(最大値)

∆′(log trg g
′ −Aϕ)(p) ≥

(3.17)

trg′ g(p) − 2πAn⇒ trg′ g(p)︸ ︷︷ ︸∑
i

1
g′
īi

=
∑

i g
′īi

≤ 2πAn. (3.18)
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また (3.4)より点 pにおいて,

(3.4) ⇒
(
ω +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
(p)︸ ︷︷ ︸

=
∏

i g
′
īi

= eF (p)+φ(p) ωn︸︷︷︸
=
∏

i gīi=1

⇒
n∏
i=1

g′īi = eF (p)+φ(p) ≤
(Lem. 3.9)

e2 sup|F | =: C1

(3.19)

よって 0 < g′
11̄

≤ · · · ≤ g′nn̄ とすれば

2πAn ≥
(3.18)

∑
i

1

g′
īi︸ ︷︷ ︸

=trg′ g(p)

≥ 1

g′
11̄

⇒ g′11̄ ≥
1

2πAn

⇒ C1 ≥
(3.19)

n∏
i=1

g′īi ≥ g′nn̄(g′11̄)
n−1 ≥ g′nn̄

(
1

2πAn

)n−1

⇒ C1 · (2πAn)n−1︸ ︷︷ ︸
=:C2

≥ g′nn̄ ≥ · · · ≥ g′11̄ > 0

⇒ trg g
′(p) =

(定義)

n∑
i=1

g′īi ≤ ng′nn̄ ≤ nC2.

(3.20)

よって任意の x ∈ X について

log trg g
′(x)−Aϕ(x) ≤

(p が最大値)

log trg g
′(p)−Aϕ(p) ≤

(3.20)

log(nC2)−Aϕ(p) ≤
(Lem. 3.9)

log(nC2) +A sup|F |︸ ︷︷ ︸
=:C3

が成り立つ. これより

sup
x∈X

log trg g
′(x) ≤

(上の式)

C3 +A sup|ϕ| ≤
(Lem. 3.9)

C +A sup|F |︸ ︷︷ ︸
=:C4

⇒ (g′īi)x ≤ C4 (3.21)

(ただし g′
īix
は点 xでの gに関する g′の固有値とする.) 以上より (gjk̄ + 1

2π∂j∂k̄ϕ) < C(gjk̄)が言
えた.

逆側に関しては任意の x ∈ X について, normal coordinateをとると, 0 < (g′
11̄

)x ≤ · · · ≤ (g′nn̄)x
とすれば, (3.19)と同じ議論により,

n∏
i=1

(g′īi)x =

(3.19)

eF (x)+φ(x) ≥
(Lem. 3.9)

einf F−sup |F |︸ ︷︷ ︸
=:C5

⇒ C5 ≤
n∏
i=1

(g′īi)x ≤ g′11̄x
(
g′nn̄x

)n−1 ≤
(3.21)

Cn−1
4 (g′11̄)x ⇒ C5

Cn−1
4

≤ g′11̄x

となる. よって下からの評価もえて, C−1(gjk̄) < (gjk̄ + 1
2π∂j∂k̄ϕ)となる.
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3.5 C3評価

次の notationを使う.

• 固定された計量を ĝjk̄とかく. (つまり ĝjk̄が g0に対応すると思って良い)

• Monge–Ampère方程式の解の計量を gjk̄ = ĝjk̄ + 1
2π∂j∂k̄ϕとする. 定義から次を満

たす. (
ω̂ +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
= eF+φω̂n,

• 上の式からRicci曲率に関する方程式

−Rjk̄ = ∂j∂k̄F+2π(gjk̄−ĝjk̄)−R̂jk̄ ⇒ Rjk̄ = −2πgjk̄+2πĝjk̄ − ∂j∂k̄F + R̂jk̄︸ ︷︷ ︸
=:Tjk̄

(3.22)

を得る. ここで Rjk̄ は gの Ricci曲率である. Tjk̄ は固定された計量のテンソルなの
で, 上からも下からも抑えられる.

• Lemma 3.13の C2評価より, ある定数 Λが存在して

Λ−1(ĝjk̄) < (gjk̄) < Λ(ĝjk̄) (3.23)

ここでこの C2評価の仮定から Lemma 3.9の C0評価も従う.

• Christoffel記号の差
Sijk := Γijk − Γ̂ijk (3.24)

とおく. Γijk (resp. Γ̂ijk) は g (resp. ĝ)の Levi–Civita接続の Christoffel記号とする.

なぜか [Szé14, Subsection 3.3]はここで急に記号が変わり, ĝが固定した計量になる. 評価するの
は gであることに注意する.

Lemma 3.14 ([Szé14, Lemma 3.9]). (3.22)と (3.23)の下で, X,T, ĝ,Λのみに依存する定
数 C が存在して

∆|S|2g ≥ −C|S|2g − C

が成り立つ. ここで |S|は計量 g により測ったテンソル S のノルムで, ∆は g に関する
Laplacianである.

Proof. 以下 gの normal coordinateを用いる., 点 pにおいて

g =
n∑
i=1

dzi ∧ dzi,
∂

∂zi
gjk̄(p) =

∂

∂z̄i
gjk̄(p) = 0, (3.25)
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とする. すると
|S|2g =

(ノルムの定義)

gjk̄gab̄g
pq̄SajpS

b
kq =

(3.25)

∑
a,j,p

SpjaS
p
ja,

となる. すると,

∆|S|2g =

(Lem.2.32)

∑
p,i,j,k

∇p∇p̄

(
SijkS

i
jk

)
=

∑
p,i,j,k

(∇p∇p̄S
i
jk)S

i
jk + Sijk (∇p̄∇pSijk) + (∇pS

i
jk)(∇pSijk)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ (∇p̄S
i
jk)(∇p̄Sijk)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥
∑
p,i,j,k

(
(∇p∇p̄S

i
jk)S

i
jk + Sijk (∇p̄∇pSijk)

) (3.26)

である. ここでいくつかRiemannian幾何学から由来する恒等式などを思い出しておく.

(X, g)をKähler多様体とする. このとき次が成り立つ.

• 一般に共変微分の交換子において, 上付き indexには+R, 下付き indexには−Rが作
用する. すなわち, 例えば vector V i ((1, 0)-tensor)と covector αj ((0, 1)-tensor)に対
して

[∇p,∇q̄]V
i = Rimpq̄V

m, [∇p,∇q̄]αj = −Rmjpq̄αm

が成り立つ.

• (1, 2)-tensor S = Sijkに対して, 共変微分の交換公式

∇p∇q̄S
i
jk −∇q̄∇pS

i
jk = [∇p,∇q̄]S

i
jk = Rimpq̄S

m
jk −Rmjpq̄S

i
mk −Rmkpq̄S

i
jm

が成り立つ. 特に normal coordinateにおいて q = pとして pについて和を取ると∑
p

∇p̄∇pS
i
jk =

∑
p

∇p∇p̄S
i
jk +RmjS

i
mk +RmkS

i
jm −RimS

m
jk, (3.27)

ここで添字を上げたRicciテンソルをRmj := gmk̄Rjk̄とする. すると以下が成り立つ.∑
p,i,j,k

Rmjpp̄S
i
mk =

∑
p,i,j,k

gpp̄Rmjpp̄S
i
mk =

∑
p,i,j,k

Rmj S
i
mk

• Kähler多様体上の第二 Bianchi恒等式より

∇pR
i
jkl̄ = ∇kR

i
jpl̄
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が成り立つ.特に l̄ = p̄として pについて縮約すると∑
p

∇pR
i
jkp̄ =

∑
p

∇kR
i
jpp̄ = ∇kR

i
j . (3.28)

これを元に∇p∇p̄S
i
jkを評価していく. まず

∇p∇p̄S
i
jk =

(S の定義 (3.24))

∇p∂p̄
(
Γijk − Γ̂ijk

)
=

(Ri
jkl̄
の定義 in Sum. 1.1)

−∇p

(
Rijkp̄ − R̂ijkp̄

)
= − ∇pR

i
jkp̄︸ ︷︷ ︸

=∇kR
i
j by (3.28)

+∇̂pR̂
i
jkp̄ + (∇p − ∇̂p)R̂

i
jkp̄.

(3.29)

ここで ∇̂, R̂は ĝのLevi–Civita接続と曲率テンソルである. この右辺にある 3つの項を評価すると,

• ∇kR
i
j については, Tkl̄は固定された計量のテンソルなので

Rjk̄ = −2πgjk̄ + Tjk̄︸ ︷︷ ︸
=(3.22)

⇒ Rij = gik̄Rjk̄ = gik̄(−2πgjk̄ + Tjk̄) = −2πδij + gik̄Tjk̄

⇒ ∇kR
i
j = ∇k(g

il̄Tjl̄) =

(∇kgjl̄ = 0 by Kähler 条件)

gil̄(∇kTjl̄) =

(Rem. 2.30)

gil̄(∂k − Γjik)Tjl̄

⇒ |∇kR
i
j |2g ≤ |gil̄∂kTjl̄|2g︸ ︷︷ ︸

(上への一様評価 by C0 評価)

+ |gil̄ΓjikTjl̄|
2
g︸ ︷︷ ︸

≤C|S|2g

≤ C ′ + C|S|2g

∇kR
i
j = −2π∇kgjk̄ + ∇kT

i
j = ∇kT

i
j

より, ∇kR
i
j も評価できる. (∇kgjk̄ = 0は kahler conditionから)

• R̂ijkp̄は固定された計量の tensorであり, ∇̂pも固定された計量の共変微分なので, gのC0評
価より

|∇̂pR̂
i
jkp̄|2g ≤ C

と上への一様評価がある.

• (∇p − ∇̂p)R̂
i
jkp̄については, Remark 2.30によって

(∇p − ∇̂p)R̂
i
jkp̄ =

(Rem. 2.30)

SipaR̂
a
jkq̄ − SapjR̂

i
akq̄ − SapkR̂

i
jaq̄

⇒ |(∇p − ∇̂p)R̂
i
jkp̄|2g ≤ C|S|2g · |R̂ijkp̄|2g︸ ︷︷ ︸

(上への一様評価 by C0 評価)

≤ C ′|S|2g
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以上より上の 3つの評価から, ある定数 C2, C3があって∣∣∇p∇p̄S
i
jk

∣∣2
g

≤
(3.29)

|∇pR
i
jkp̄|2g︸ ︷︷ ︸+|∇̂pR̂

i
jkp̄|2g + |(∇p − ∇̂p)R̂

i
jkp̄|2g ≤ C2|S|2g + C3 (3.30)

次に∇p̄∇pS
i
jkを評価する. これは共変微分の公式より, ∇p∇p̄S

i
jkに帰着できる. 実際,∑

p

∇p̄∇pS
i
jk =

(3.27)

∑
p

∇p∇p̄S
i
jk +RmjS

i
mk +RmkS

i
jm −RimS

m
jk,

⇒ |∇p̄∇pS
i
jk|2g ≤ |

∑
p

∇p∇p̄S
i
jk|2g︸ ︷︷ ︸

≤C2|S|2g+C3 by (3.30)

+ |RmjSimk|2g︸ ︷︷ ︸
≤C|S|2g by C2 評価

+ |RmkSijm|2g︸ ︷︷ ︸
≤C|S|2g by C2 評価

+ |RimSmjk|2g︸ ︷︷ ︸
≤C|S|2g by C2 評価

⇒ |∇p̄∇pS
i
jk|2g ≤ C4|S|2g + C5

(3.31)

以上より

∆|S|2 ≥
(3.26)

∑
p,i,j,k

(
(∇p∇p̄S

i
jk)S

i
jk + Sijk (∇p̄∇pSijk)

)
≥

(Young 不等式 as in (2.10))

−C6

∑(
|∇p∇p̄S

i
jk|2 + |Sqrs|2 + |Sqrs|2 + |∇p̄∇pS

i
jk|2
)

≥
(3.30) & (3.31)

−C7|S|2 − C8.

Lemma 3.15 ([Szé14, Lemma 3.10]). (3.22)と (3.23)の下で, X,T, ĝ,Λのみに依存する
定数 C が存在して |S|g ≤ C が成り立つ.

Proof. (3.7)により, ある定数 ε, C1 > 0を選んで

∆ trĝ g ≥
(3.7)

−B(trg ĝ)(trĝ g) − ĝjk̄Rjk̄︸ ︷︷ ︸
≥−C1 by (3.22) & (3.23)

+
∑
p,j,a

gpp̄gaā |∂jgpā|2 ≥ −C1 + ε|S|2g (3.32)

とできる. Lemma 3.14における C > 0について, A := C+1
ε > 0, C2 := C +AC1 > 0とすれば,

∆
(
|S|2g +A trĝ g

)
≥

(Lem. 3.14) & (3.32)

(−C +Aε)|S|2g − C −AC1 = |S|2g − C2
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となる. 点 p ∈ X で |S|2 +A trĝ gが最大値を達成するとすると,

0 ≥
(最大値)

∆
(
|S|2 +A trĝ g

)
≥ |S|2(p) − C2 ⇒ |S|2(p) ≤ C2

⇒ |S|2(x) ≤ |S|2(x) +A trĝ g(x) ≤
(p で最大値)

|S|2(p) +A trĝ g(p) ≤ C2 + C3 ∀x ∈ X

3.6 Proposition 3.7の証明

Proposition 3.16 (= Proposition 3.7). X,ω0および F のみに依存する定数 C > 0が存
在し,ϕtが (

ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕt

)n
= etF+φtωn0

を満たすならば,ある t ∈ [0, 1]に対して(
gjk̄ +

1

2π
∂j∂k̄ϕt

)
> C−1(gjk̄), かつ ‖ϕt‖C3,α(X) ≤ C

が成り立つ.ここでHölderノルムは計量 ω0に関して測られる.

Proof. (gjk̄ + 1
2π∂j∂k̄ϕt) > C−1(gjk̄)に関しては Lemma 3.13の C2評価による.

0 < α < 1を固定する. Lemma 3.15と C0評価から ‖ϕt‖C3 ≤ C を得る. 特に ϕの C2,α評価を得
る. よって Theorem 3.3と同じ議論で, ‖ϕ‖C3,α の評価を得る.

3.7 c1(X) = 0の場合

おそらくこの内容は [B lo07, Subsection 3]のレクチャーノートの方が詳しい.

Theorem 3.17 ([Szé14, Theorem 3.14]). (X,ω)をコンパクトKähler多様体とし, C∞級
関数 F : X → Rが ∫

X
eFωn =

∫
X
ωn

を満たすとする.

このとき,定数和を除いて一意なC∞級関数ϕ : X → Rが存在して, ω+
√
−1
2π ∂∂̄ϕ はKähler
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formであり,次のMonge–Ampère方程式を満たす.(
ω +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
= eFωn.

c1(X) < 0の場合との証明の違いは C0評価のみである. それ以外はほとんど同じなので C0評価
のみに焦点を当てる.

Proposition 3.18 ([Szé14, Proposition 3.15]). (X,ω) をコンパクト Kähler 多様体と
し,F,ϕ : X → Rを C∞級関数とする. ω −

√
−1
2π ∂∂̄ϕ がKähler formであり,(

ω −
√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
= eFωn (3.33)

を満たすと仮定する.このとき,(X,ω)と supX F のみに依存する定数 C が存在して次が成
り立つ.

sup
X
ϕ− inf

X
ϕ < C

どうも ω −
√
−1
2π ∂∂̄ϕ を用いているのは符号を簡単にするためらしい.

Proof. [B lo07, Subsection 3]にあるようなMoser iterationに基づく. それは‖ϕ‖p :=
(∫
X |ϕ|pωn

)1/p
という Lp-normを, pを反復的に大きくしながら評価し, 最後に p→ ∞とするものである.

以下定数 C1, C2, . . . ,は (X,ω)と supX F にのみ依存するものとする. また正規化して,

inf
X
ϕ = 1, and

∫
X
ωn = 1 (3.34)

とする. 特に ϕ ≥ 1なので, p ≤ qに対して ‖ϕ‖p ≤ ‖ϕ‖q である.

∆を ωに関する Laplacianとすると,

ω −
√
−1

2π
∂∂̄ϕ > 0 ⇒

(Def. 2.31)

n− 1

2π
∆ϕ = tr(ω −

√
−1

2π
∂∂̄ϕ) > 0 ⇒ 2πn > ∆ϕ (3.35)

ここでGreen関数を復習する.

Definition 3.19. M をコンパクトRiemannian多様体とし,体積形式を dV と書く. Green
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関数G(P,Q) ∈ C∞(M ×M \ ∆M ) とは

−∆QG(P,Q) = δP − 1

Vol(M)

を満たす関数である. ここで δP はDirac measureである. これは定数和を除いて一意に定
まる.

任意の smooth function ϕ ∈ C∞(M)に対して

ϕ(P ) =
1

Vol(M)

∫
M
ϕdV +

∫
M
G(P,Q)(−∆ϕ)(Q) dVQ (3.36)

が成り立つ.実際部分積分によって∫
M
G(P,Q)(−∆ϕ)(Q) dVQ =

(部分積分)

∫
M
ϕ(Q)(−∆QG(P,Q)) dVQ

=

(定義)

∫
M
ϕ(Q)

(
δP − 1

Vol(M)

)
dVQ = ϕ(P ) − 1

Vol(M)

∫
M
ϕdV.

これを移項して上の表示公式 (3.36)を得る.

ϕ(p) = 1となる点 p ∈ X を取り,G(x, y)を∆のGreen’s functionとする. 定数を調整してG ≥ 0

とすると

ϕ(p) =

(3.34) & (3.36)

∫
X
ϕωn −

∫
X
G(x, p)∆ϕ(x)ωn(x)

⇒ 1 = ϕ(p) ≥
(3.35)

∫
X
ϕωn − 2πn

∫
X
G(x, p)ωn(x) ≥

∫
X
ϕωn − C1

⇒ ‖ϕ‖1 =

∫
X
ϕωn < C2

(3.37)

さて ωφ := ω −
√
−1
2π ∂∂̄ϕとすると∫

X
ϕ(ωnφ − ωn) =

∫
X
ϕ(ωφ − ω) ∧

(
ωn−1
φ + ωn−2

φ ∧ ω + · · · + ωφ ∧ ωn−2 + ωn−1
)

=

(定義)

− 1

2π

∫
X
ϕ
√
−1∂∂̄ϕ ∧

(
ωn−1
φ + ωn−2

φ ∧ ω + · · · + ωφ ∧ ωn−2 + ωn−1
)

=

(Stokes の定理)

1

2π

∫
X

√
−1∂ϕ ∧ ∂̄ϕ ∧

(
ωn−1
φ + ωn−2

φ ∧ ω + · · · + ωφ ∧ ωn−2 + ωn−1
)
.

(3.38)
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ここで Stokesの定理を用いた.各 0 ≤ k ≤ n− 1に対して√
−1∂ϕ ∧ ∂̄ϕ ∧ ωkφ ∧ ωn−1−k ≥ 0 であ

る. (これは各点で計算すれば良い). よって∫
X
ϕ (ωnφ − ωn)︸ ︷︷ ︸

=(eF−1)ωn by (3.33)

≥
(3.38)

1

2π

∫
X

√
−1∂ϕ ∧ ∂̄ϕ ∧ ωn−1 =

1

2πn

∫
X
|∂ϕ|2ωωn

⇒ 1

2πn

∫
X
|∂ϕ|2ωωn ≤

∫
X
ϕ(eF − 1)ωn ≤

(F を定数で抑える)

C3

∫
X
ϕωn ≤ C4.

⇒
∫
X

(ϕ− ‖ϕ‖1)2ωn =

∫
X

(
ϕ−

∫
X
ϕωn

)2

ωn ≤
(Poincaré inequality by Thm. 2.39)

CP

∫
X
|∂ϕ|2ωωn ≤ C5

⇒
(3.37)

‖ϕ‖2 < C6

(3.39)

これを p ≥ 2に対して同様のこと行う. つまり∫
X
ϕp−1(ωnφ − ωn) =

(定義)

− 1

2π

∫
X
ϕp−1

√
−1∂∂̄ϕ ∧

(
ωn−1
φ + ωn−2

φ ∧ ω + · · · + ωφ ∧ ωn−2 + ωn−1
)

=

(Stokes の定理)

p− 1

2π

∫
X

√
−1ϕp−2∂ϕ ∧ ∂̄ϕ ∧

(
ωn−1
φ + ωn−2

φ ∧ ω + · · · + ωφ ∧ ωn−2 + ωn−1
)

=
4(p− 1)

2πp2

∫
X

√
−1∂ϕp/2 ∧ ∂̄ϕp/2 ∧

(
ωn−1
φ + · · · + ωn−1

)
≥

((3.39) と同じ)

4(p− 1)

2πnp2

∫
X

∣∣∣∂ϕp/2∣∣∣2
ω
ωn.

(3.40)

よって
4(p− 1)

2πnp2

∫
X

∣∣∣∂ϕp/2∣∣∣2
ω
ωn ≤

(3.40)

∫
X
ϕp−1(ωnφ − ωn) =

((3.39) と同じ)

∫
X
ϕp−1(eF − 1)ωn

≤
((3.39) と同じ)

C7

∫
X
ϕp−1ωn = C7‖ϕ‖p−1

p−1.

(3.41)

これにより, p ≥ 2であるので∥∥∥∂ϕp/2∥∥∥2
2

≤
(3.41)

2πnp

4(p− 1)
C7p‖ϕ‖p−1

p−1 ≤
(p≥2)

C8p‖ϕ‖p−1
p−1. (3.42)

C8は pに依存しないことに注意する.

Sobolev埋め込み定理 (Theorem 2.13)において, N = 2n,m = 1, p = 2とすると q = Np
N−mp = 2n

n−1

とすれば, mp < N なので, Wm,p(Ω) = W 1,2(Ω) ↪→ L
2n
n−1 (Ω) = Lq(Ω) が連続埋め込みとなる.
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よって, X はコンパクトであることより, ある定数 CS が存在して任意の f に対して

‖f‖2
L

2n
n−1

≤ CS‖f‖2W 1,2 = CS
(
‖f‖22 + ‖∂f‖22

)
(3.43)

が成り立つ.これを f = ϕp/2に適用すると, 任意の p ≥ 2について

‖ϕ‖pnp
n−1

=
∥∥∥ϕp/2∥∥∥2

2n
n−1

≤
(3.43)

CS

(∥∥∥ϕp/2∥∥∥2
2

+
∥∥∥∂ϕp/2∥∥∥2

2

)
≤

(3.42)

CS

(
‖ϕ‖pp + C8p‖ϕ‖p−1

p−1

)
.

⇒
(φ ≥ 1 & ∥φ∥p−1 ≤ ∥φ∥p)

‖ϕ‖pnp
n−1

≤ CS

(
‖ϕ‖pp + C8p‖ϕ‖pp−1

)
≤ CS

(
‖ϕ‖pp + C8p‖ϕ‖pp

)
≤ C9p‖ϕ‖pp

⇒ ‖ϕ‖ np
n−1

≤ (Cp)1/p‖ϕ‖p.

(3.44)

そこで pk := 2
(

n
n−1

)k
とおく.pk = n

n−1pk−1であることに注意すると

‖ϕ‖pk ≤
(3.44)

(Cpk−1)
1/pk−1‖ϕ‖pk−1

≤ · · · ≤ ‖ϕ‖2 ·
k−1∏
i=0

(Cpi)
1/pi ≤ ‖ϕ‖2 ·

∞∏
i=0

(Cpi)
1/pi (3.45)

ここで
∞∑
i=0

1

pi
< +∞,

∞∑
i=0

log pi
pi

< +∞ ⇒ log

∞∏
i=0

(Cpi)
1/pi = (logC)

∞∑
i=0

1

pi
+

∞∑
i=0

log pi
pi

< +∞

以上より k → ∞とすれば

sup
X
ϕ = ‖ϕ‖∞ ≤

(3.45)

C ′‖ϕ‖2 ≤
(3.39)

C ′′ ⇒ sup
X
ϕ− inf

X
ϕ =

(3.34)

sup
X
ϕ− 1 < C ′′ − 1

よって欲しい式が得られた.
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4 Yauの定理の応用 1 Kähler–Einstein計量の存在とMiyaoka-Yau

不等式

以後Yauの定理とその応用を調べる. Chern類などは [Iwa26]参照のこと.

4.1 直線束の positivityと ∂∂̄補題.

直線束や曲率の定義は [Dem12, Section 3 5]もしくは [Iwa26, Chapters 1 and 2]参照. 必要なも
のだけ定義しておく.

Definition 4.1 ([Dem12, Section 5]). (X,ω)をコンパクト Kähler多様体とし, Lを直線
束とする.

• Lが ample (positive)であるとは, LのC∞ Hermite計量 hが存在して,
√
−1FL,h > 0

を満たすこと.

• Lが semipositiveであるとは, Lの C∞ Hermite計量 hが存在して,
√
−1FL,h ≥ 0 を

満たすこと.

• Lが nefであるとは, 任意の ε > 0に対して, Lの C∞ Hermite計量 hε が存在して,√
−1FL,hε ≥ −εω を満たすこと.

また次もよく使うので書いておく.

Lemma 4.2 (∂∂̄補題). X をコンパクトKähler多様体とし, α ∈ A1,1(X)が d-exactであ
るとする. このときある ψ ∈ C∞(X)が存在して α = ∂∂̄ψ となる.

Proof. Theorem 2.45より直交分解

A1,1(X) = H1,1(X) ⊕ ∂̄A1,0(X) ⊕ ∂̄∗A1,2(X)

が存在する. αは d-exactなので任意の調和形式に直交する. したがって Theorem 2.45(2) より,

ある ϕ ∈ A1,1(X)が存在して α = �∂̄ϕ となる. よって ∂̄ϕ = ∂ϕ = 0が示せれば, Kähler identity

[Λ, ∂] =
√
−1∂̄∗ ⇐⇒ ∂̄∗ = −

√
−1(Λ∂ − ∂Λ) (4.1)

によって

α = �∂̄︸︷︷︸
:=∂̄∂̄∗+∂̄∗∂̄

ϕ = ∂̄∂̄∗ϕ =

(4.1)

−
√
−1∂̄(Λ∂ − ∂Λ)ϕ =

(by ∂φ = 0)

−
√
−1 ∂∂̄Λϕ.

よって ψ = −
√
−1Λϕとすればよい.
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∂̄ϕ = 0については, dα = ∂α+ ∂̄α = 0と�∂̄ と ∂̄が (Kählerでなくても)可換より,

�∂̄ ∂̄ϕ = ∂̄�∂̄ϕ = ∂̄α = 0

なので, ∂̄ϕと ∂ϕは調和かつ exactなので, ∂̄ϕ = 0になる. (直交分解を用いても良いし随伴によ
る積分からも言える.)

∂ϕ = 0については, 上と同じく�∂̄∂ϕ = 0を示せば良い. (ここにKählerがいる). Kähler identity

から

∂∂̄∗ + ∂̄∗∂ =

(4.1)

−
√
−1 {∂(Λ∂ − ∂Λ) + (Λ∂ − ∂Λ)∂} = −

√
−1
(
∂Λ∂ − ∂2Λ + Λ∂2 − ∂Λ∂

)
= 0

よってこれから�∂̄∂ = ∂�∂̄ がいえ, 上と同じ議論から�∂̄∂ϕ = 0である.

4.2 Yauの定理とKähler–Einstein計量の存在

Section 3で示した定理をYauの定理としてまとめておく.

Theorem 4.3 (Yauの定理). (X,ω)をコンパクトKähler多様体, f を C∞級関数, λ ≥ 0

とする. さらに λ = 0の時は, 正規化条件 ∫X efωn =
∫
X ω

nをかす.

この時 C∞級関数 ϕであって(
ω +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
= eλφ+fωn, ω +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ > 0.

となるものが存在する.

Corollary 4.4. (X,ω0)をコンパクトKähler多様体とする.

(1) KX が ampleかつ {ω0} ∈ c1(KX)ならば, {ω} = {ω0}となる Kähler–Einstein計量
Ric(ω) = −ωが存在する

(2) c1(KX) = 0の時, {ω} = {ω0}となるKähler–Einstein計量Ric(ω) = 0が存在する

(3) −KX が ampleの時, ある ε > 0があって, {ω} = {ω0}かつRic(ω) ≥ εωなるKähler

計量が存在する.

Kähler–Einstein計量の定義をしておく.
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Definition 4.5 (Kähler–Einstein計量). X のKähler計量 gについて, ある定数 λ ∈ Rが
あって

Ric(ω) = λω ⇔ −
√
−1

2π
∂i∂j log det(g)︸ ︷︷ ︸
=

√
−1
2π

Rij

=
√
−1λgij ⇔

1

2π
Rij = λgij

となる時 gをKähler–Einstein計量という.

Proof of Corollary 4.4. まず次の簡単な claimを示す.

Claim 4.6. 2つのKähler form ω, ω′について

Ric(ω′) − Ric(ω) = −
√
−1

2π
∂∂̄ log

ω′n

ωn

ここで local chartで

ω′n := h′
√
−1

n
n!dz1 ∧ dz̄1 ∧ · · · ∧ dzn ∧ dz̄n̄ ωn := h

√
−1

n
n!dz1 ∧ dz̄1 ∧ · · · ∧ dzn ∧ dz̄n̄

と書けている時, ω′n

ωn := h′

h という C∞ 級関数を表す. これは local chartの取り方によら
ない.

Proof. ω =
√
−1gij̄dz

i ∧ dz̄j̄ , ω′ =
√
−1g′

ij̄
dzi ∧ dz̄j̄ とすると

ω′n = det
(
g′ij̄

)√
−1

n
n!dz1 ∧ dz̄1 ∧ · · · ∧ dzn ∧ dz̄n̄ ⇒ ω′n

ωn
=

det
(
g′
ij̄

)
det
(
gij̄
)

であるので,

−
√
−1

2π
∂∂̄ log

ω′n

ωn
=

上を代入
−
√
−1

2π
∂∂̄ log det

(
g′ij̄

)
︸ ︷︷ ︸

=Ric(ω′) 上の定義

− (−
√
−1

2π
∂∂̄ log det

(
gij̄
)
)︸ ︷︷ ︸

=Ric(ω) 上の定義
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以上よりMonge–Ampère方程式
(
ω +

√
−1
2π ∂∂̄ϕ

)n
= eλφ+fωn に関して上の Claimを適応すると

Ric

(
ω +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)
− Ric(ω) =

(Claim 4.6)

−
√
−1

2π
∂∂̄ log

(
ω +

√
−1
2π ∂∂̄ϕ

)n
ωn

=

(Monge–Ampère 方程式の定義)

−
√
−1

2π
∂∂̄ log eλφ+f = −λ

√
−1

2π
∂∂̄ϕ−

√
−1

2π
∂∂̄f

(4.2)

(1). 仮定より {ω0} ∈ c1(KX)であり, −Ric(ω0) ∈ −c1(X) = c1(KX)なので,

{−Ric(ω0) − ω0} ∈ c1(0) ⇒
(∂∂̄ 補題 by Lem. 4.2)

∃F ∈ C∞(X) s.t. − Ric(ω0) − ω0 =

√
−1

2π
∂∂̄F

Yauの定理 (Theorem 4.3)を用いれば

ϕ ∈ C∞(X) s.t.

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
= eφ−Fωn0

⇒
(4.2)

Ric

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)
− Ric(ω0) = −

√
−1

2π
∂∂̄ϕ+

√
−1

2π
∂∂̄F

⇒ Ric

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)
= Ric(ω0) +

√
−1

2π
∂∂̄F︸ ︷︷ ︸

=−ω0

−
√
−1

2π
∂∂̄ϕ = −

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)

となり言えた.

(2). −Ric(ω0) ∈ −c1(X) = 0なので,

{Ric(ω0)} ∈ c1(0) ⇒
(∂∂̄ 補題 by Lem. 4.2)

∃F ∈ C∞(X) s.t. Ric(ω0) =

√
−1

2π
∂∂̄F

さらに F + cと定数和を考えることで, 正規化条件 ∫X eFωn0 =
∫
X ω

n
0 を満たすと仮定する. すると

Yauの定理 (Theorem 4.3)を用いれば

ϕ ∈ C∞(X) s.t.

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
= eFωn0

⇒
(4.2)

Ric

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)
− Ric(ω0) = −

√
−1

2π
∂∂̄F

⇒ Ric

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)
= Ric(ω0) −

√
−1

2π
∂∂̄F︸ ︷︷ ︸

=0

= 0
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(3). Kähler form θで θ ∈ c1(−KX)となるものをとる. Ric(ω0) ∈ c1(X) = c1(−KX)なので,

{Ric(ω0) − θ} ∈ c1(0) ⇒
(∂∂̄ 補題 by Lem. 4.2)

∃F ∈ C∞(X) s.t. Ric(ω0) − θ =

√
−1

2π
∂∂̄F

さらに F + cと定数和を考えることで, 正規化条件 ∫X eFωn0 =
∫
X ω

n
0 を満たすと仮定する. Yauの

定理 (Theorem 4.3)を用いれば

ϕ ∈ C∞(X) s.t.

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
= eFωn0

⇒
(4.2)

Ric

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)
− Ric(ω0) = −

√
−1

2π
∂∂̄F

⇒ Ric

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)
= Ric(ω0) −

√
−1

2π
∂∂̄F︸ ︷︷ ︸

=θ

= θ ≥
(X コンパクト)

ε

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)

最後はX がコンパクトを用いてうまく ε > 0をとる.

4.3 Miyaoka-Yau不等式

Chen–Ogiue [CO75]による恒等式を思い出そう. 今回は [His24]を参照した.

Proposition 4.7 ([CO75, His24]). (X,ω)を n次元コンパクトKähler多様体とする.

R̃ic(ω) := Ric(ω) − R(ω)

n
ω R̃mijkl(ω) :=

1

2π
Rijkl(ω) − R(ω)

n(n+ 1)

(
gijgkl + gilgkj

)
と定義する. このとき{

2(n+ 1)c2(X) − nc21(X)
}
{ω}n−2

=
1

n(n− 1)

∫
X

{
(n+ 1)

∣∣∣R̃m(ω)
∣∣∣2
ω
− (n+ 2)

∣∣∣R̃ic(ω)
∣∣∣2
ω

}
ωn.

証明は [Iwa26, Proposition 4.17]参照.

Theorem 4.8 (Miyaoka–Yau不等式 [CO75, Yau77]). X が Kähler–Einstein計量 ωを持
つ時, 次のMiyaoka–Yau不等式が成り立つ.{

2(n+ 1)c2(X) − nc21(X)
}
{ω}n−2 ≥ 0
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さらに等号が成立するときはX の普遍被覆が CPn, Cn, Cnの unit ballの三つに限られる.

Proof. ωはKähler–Einstein計量なので, Ric(ω) = λωとなる λがあり, traceをとるとR(ω) = nλ

なので,

R̃ic(ω) =

(定義)

Ric(ω) − R(ω)

n
ω = λω − λω = 0

よって Proposition 4.7より{
2(n+ 1)c2(X) − nc21(X)

}
{ω}n−2

=

(Prop. 4.7)

1

n(n− 1)

∫
X

{
(n+ 1)

∣∣∣R̃m(ω)
∣∣∣2
ω
− (n+ 2)

∣∣∣R̃ic(ω)
∣∣∣2
ω

}
ωn

=
1

n(n− 1)

∫
X

{
(n+ 1)

∣∣∣R̃m(ω)
∣∣∣2
ω

}
ωn ≥ 0

等号成立するときは R̃m(ω) = 0である. よって
1

2π
Rijkl(ω) =

R(ω)

n(n+ 1)

(
gijgkl + gilgkj

)
となり, 定数 holomorphic sectional curvatureをもつ. 古典的な結果14によってX の普遍被覆が
CPn, Cn, Cnの unit ballの三つに限られる.

よって次の定理を得る.

Theorem 4.9 ([Yau77]). KX が ampleならば{
2(n+ 1)c2(X) − nc21(X)

}
c1(KX)n−2 ≥ 0

であり, 等号が成立するときはX の普遍被覆が Cnの unit ballになる.

Proof. Corollary 4.4よりKähler–Einstein計量が存在するため, Theorem 4.8より従う.

Theorem 4.10 ([Yau77]). c1(KX) = 0ならば, 任意のKähler form ωについて

c2(X){ω}n−2 ≥ 0

であり, 等号が成立するとき, X の有限不分岐被覆が複素トーラスになる.

14かの有名な微分幾何の本 “Kobayashi–Nomizu”によると Hawleyと Igusaが独立に示したとのことである.
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Proof. Corollary 4.4よりKähler–Einstein計量が存在するため, Theorem 4.8より従う. 等号が成
立するときXの普遍被覆がCnになるが, Bieberbachの古典的定理により, 複素トーラスによって
被覆される.

−KX が ampleの時はKähler–Einstein計量を持つとは限らないので次の形でしか書けない.

Theorem 4.11 (=Theorem 4.8). −KX が ampleかつKähler–Einstein計量を持てば{
2(n+ 1)c2(X) − nc21(X)

}
c1(X)n−2 ≥ 0

であり, 等号が成立するときはX ∼= CPnとなる.

実際Miyaoka–Yauが成り立たない Fanoの例が [GKP22]により知られている. [Ban87, Tia92,

SW16, GKP22, DGP24]より次がわかっている.

Theorem 4.12 ([Ban87, Tia92, SW16, GKP22, DGP24]). −KX が ample かつ, K-

semistableならば {
2(n+ 1)c2(X) − nc21(X)

}
c1(X)n−2 ≥ 0

であり, 等号が成立するときはX ∼= CPnとなる.

4.4 Miyaoka-Yau不等式の歴史

曲面の場合のMiyaoka–Yau不等式は 3c2 ≥ c1(X)2 と同値である. この形はBogomolov-Miyaoka-

Yauの不等式と呼ばれる. 歴史的には以下の通り.

• Theorem 4.8はChen–Ogiue [CO75]で示された. なので, 個人的にこの不等式を述べる際に
は [CO75]も引用すべきな気がする.

• [Miy77]が曲面の場合に 3c2 ≥ c1(X)2を示した. この場合はKX が bigでもよい.

• [Yau77]でYauがKähler–Einstein計量の存在を示して, KXが ampleの場合のMiyaoka-Yau

不等式を示した. c1(KX) = 0の場合もYauの定理である.

• KLTの拡張としては c1(KX) = 0の場合は [GKP16, LT18]により示された. maximal-quasi-

étale coverをつかう. KX ampleの場合は [GKPT20, GKPT19]により示された. Higgs束
などを使う.

• −KX が ampleかつ, K-semistableの場合は, smoothな場合は実質的には [Ban87]が初めら
しいこれは久本さんに教えてもらった. [SW16]も近いことをやっていて引用すべきな気も
する. [Tia92]による canonical extension sheafを使った別証明もある.

• −KXがampleかつ, K-semistable KLT多様体は [GKP22, DGP24]による. Tianのcanonical

extension sheafをつかう.
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5 Yauの定理の応用 2 Enoki’s Generic nefness theoremとChern

類の不等式

5.1 Enoki’s generic nefness theorem

Corollary 5.1. (X,ω0)をコンパクトKähler多様体とする.

(1) −KX が nefの時, 任意の ε > 0について {ω} = {ω0}かつ Ric(ω) ≥ −εω となる
Kähler計量が存在する.

(2) KX が nefの時, 任意の ε > 0について {ω} = {ω0}かつRic(ω) ≤ εω0なるKähler計
量が存在する

Proof. (1). ε > 0を固定する. −KX が nefなので, ある−KX の計量 hεで
√
−1

2π
Fhε︸︷︷︸

Chern 曲率

≥ −εω0 and

{√
−1

2π
Fhε

}
= c1(−KX)

となるものが存在する. Ric(ω0) ∈ c1(X) = c1(−KX)なので,

{Ric(ω0) −
√
−1

2π
Fhε} ∈ c1(0) ⇒

(∂∂̄ 補題 by Lem. 4.2)

∃Gε ∈ C∞(X) s.t. Ric(ω0) −
√
−1

2π
Fhε =

√
−1

2π
∂∂̄Gε

Yauの定理 (Theorem 4.3)を用いれば

ϕ ∈ C∞(X) s.t.

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
= eεφ+Gεωn0

⇒
(4.2)

Ric

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)
− Ric(ω0) = −ε

√
−1

2π
∂∂̄ϕ−

√
−1

2π
∂∂̄Gε

⇒ Ric

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)
= Ric(ω0) −

√
−1

2π
∂∂̄Gε︸ ︷︷ ︸

=
√
−1
2π

Fhε≥−εω0

−ε
√
−1

2π
∂∂̄ϕ ≥ −ε

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)

(2). ε > 0を固定する. KX が nefなので, あるKX の計量 hεで
√
−1

2π
Fhε︸︷︷︸

Chern 曲率

≥ −εω0 and

{√
−1

2π
Fhε

}
= c1(KX)
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となるものが存在する. Ric(ω0) ∈ c1(X) = c1(−KX)なので,

{−Ric(ω0) −
√
−1

2π
Fhε} ∈ c1(0) ⇒

(∂∂̄ 補題 by Lem. 4.2)

∃Gε ∈ C∞(X) s.t. − Ric(ω0) −
√
−1

2π
Fhε =

√
−1

2π
∂∂̄Gε

さらにGε+ cと定数和を考えることで, 正規化条件 ∫X e−Gεωn0 =
∫
X ω

n
0 を満たすと仮定する. Yau

の定理 (Theorem 4.3)を用いれば

ϕ ∈ C∞(X) s.t.

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
= e−Gεωn0

⇒
(4.2)

Ric

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)
− Ric(ω0) =

√
−1

2π
∂∂̄Gε

⇒ Ric

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)
= Ric(ω0) +

√
−1

2π
∂∂̄Gε︸ ︷︷ ︸

=−
√
−1
2π

Fhε≤εω0

≤ εω0

Lemma 5.2. ωをKähler計量とする. ある λ ∈ Rと semipositive form uがあって

Ric(ω) = λω ± u

となると仮定する.

ωによって TX に誘導されるHermite計量を hとするとき

n

√
−1

2π
Fh ∧ ωn−1 = λIdTXω

n ± ]ωuωn in End(TX)-値 (n, n)-form

Proof. Lemma 1.2の公式
n ·

√
−1

2π
Fh ∧ ωn−1 = ]ω Ric(ω) · ωn

を用いると

n

√
−1

2π
Fh ∧ ωn−1 = ]ω Ric(ω) · ωn =

(代入)

]ω(λω ± u) · ωn = λIdTXω
n ± ]ωuωn

Theorem 5.3 (Enoki’s generic nefness theorem [Eno88, Cao13]). XをコンパクトKähler

多様体とする.
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(1) −KX nefの時, 任意の quotient torsion-free shaef TX � Qと任意のKähler formω0

について, c1(Q){ω0}n−1 ≥ 0である.

(2) KX nefの時, 任意の quotient torsion-free shaef ΩX � Qと任意の Kähler form ω0

について, c1(Q){ω0}n−1 ≥ 0である.

Proof. (1). ε > 0を固定する. するとCorollary 5.1よりKähler form ωとある semipositive form

uがあって
Ric(ω) = −εω + u {ω} = {ω0} (5.1)

となるものがある.

TX � Qを rank r torsion-free quotient sheafとしW を locally free locus, Q = Q|W をW 上のベ
クトル束とする. bを TX � Qと TX の計量に関する second fundamental formとする. ([Dem12,

Section 11]や [Iwa26, Subsection 5.7]参照) これはあるベクトル値を持つ (1, 0)-formである.

すると次のようになる.

c1(Q) · {ω0}n−1 =

(5.1)

c1(Q) · {ω}n−1 =

(Chern-Weil)

∫
W

√
−1

2π
trFQ ∧ ωn−1

=

[Dem12, Chapter 11]

∫
W

√
−1

2π
tr
(

prQ
(
FTX ,h|Q

))
∧ ωn−1︸ ︷︷ ︸

= 1
n
tr(♯ω(−εω+u))ωnby Lemma 5.2

+

∫
W

√
−1

2π
tr
(
b ∧ b∗ ∧ ωn−1

)
︸ ︷︷ ︸

≥0 by [Dem12, Chapter 11]

≥
(Lem. 5.2)

ε

n

∫
W

− tr
(

prQ
(
IdTX )|Q

)
︸ ︷︷ ︸

≥− tr(IdQ) (by 射影の性質)

)
ωn +

1

n

∫
W

tr
(

prQ(]ωu)|Q
)
ωn︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ − ε

n

∫
W

tr
(
IdQ

)
ωn =

(5.1)

−ε
(

rank(Q)

n

∫
X
ωn0

)

よって rank(Q)
n

∫
X ω

n
0 は εによらないので, ε→ 0とすれば c1(Q) · {ω0}n−1 ≥ 0をえる.

(2). 双対をとって, 任意の rank r torsion-free subsheaf F ⊂ TX について c1(F) · {ω0}n−1 ≤ 0を
示せば良い. ε > 0を固定する. Corollary 5.1よりある semipositive form uがあって

Ric(ω) = εω0 − u {ω} = {ω0} (5.2)

となるものがある.

F ⊂ TX を rank r torsion-free subsheafとしW を locally free locus, F = F|W をW 上のベクト
ル束とする. 15 bをF ⊂ TX と TX の計量に関する second fundamental formとする. これはある

15下の式変形の [Dem12, Chapter 11]の部分は微妙な点がある. TX/F が torsionを持つ場合は”=”ではなく”≤”が
正しい. ただ今 slope の不等式の評価しかしていないので, 問題はない. 面倒なら saturation をとって F が TX 内で
saturatedであるとして良い.
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ベクトル値を持つ (1, 0)-formである. すると次のようになる.

c1(F) · {ω0}n−1 =

(5.2)

c1(F) · {ω}n−1 =

(Chern-Weil)

∫
W

√
−1

2π
trFF ∧ ωn−1

=

[Dem12, Chapter 11]

∫
W

√
−1

2π
tr
(

prF
(
FTX ,h|F

))
∧ ωn−1︸ ︷︷ ︸

= 1
n
tr(♯ω(εω0−u))ωn by Lemma 5.2

+

∫
W

√
−1

2π
tr
(
−b ∧ b∗ ∧ ωn−1

)
︸ ︷︷ ︸

≤0 by [Dem12, Chapter 11]

≤
(Lem. 5.2)

ε

n

∫
W

tr
(

prF
(
]ωω0)|F

))
ωn︸ ︷︷ ︸

≤tr(♯ωω0)(by 射影の性質)

+− 1

n

∫
W

tr
(

prF (]ωu)|F
)
ωn︸ ︷︷ ︸

≤0

≤ ε

n

∫
W

tr
(
]ωω0

)
ωn︸ ︷︷ ︸

=nω0∧ωn−1

=

(5.2)

ε

∫
X
ωn0

よって ∫X ωn0 は εによらないので, ε→ 0とすれば c1(F) · {ω0}n−1 ≤ 0をえる.

5.2 Chern類の不等式

Generic nefness theorem (Theorem 5.3)を使えば [Miy87]の計算を用いて次を示すことができる.

Theorem 5.4 ([Miy87, Cao13, Ou23, IM22, IMM25]). (X,ω)をコンパクトKähler多様
体とする

• −KX が nefならば,

c2(TX)(c1(−KX) + ε{ω})n−2 ≥ 0

が十分に小さい ε > 0で成り立つ.

• KX が nefならば (
3c2(ΩX) − c1(X)2

)
(c1(KX) + ε{ω})n−2 ≥ 0

が十分に小さい ε > 0で成り立つ.

この辺りは [Iwa26, Subsection 6.2, 6.3]を参照のこと. 次は [Iwa26, Subsection 6.2, 6.3]の方が強
いことが言えている.

5.3 Generic nefness theoremの歴史

まず ProjectiveとコンパクトKählerによってだいぶ違う. Projectiveの場合は, [Miy87]が初だと
思う.
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Theorem 5.5 ([Miy87, Corollary 6.4]). X を n次元の normal projective varietyとしH

を ample Cartier divisorとする. π∗ : X̃ → X を特異点解消とする. X が non-uniruledな
らば, 任意の torsion-free quotient sheaf π∗ΩX̃

� Qについて c1(Q) ·Hn−1 ≥ 0である.

証明の概略は次のとおり.

(1) c1(Q) ·Hn−1 < 0となる π∗ΩX̃
� Qがあるとする. するとF ⊂ T

X̃
でminimal slopeが 0よ

り大きいものが作れる.

(2) このF が algebraic foliation with rationally connected leavesになる. 特にF から fibration

f : X̃ 99K Y で general fiberの Zariski closureが有理連結であるものが誘導される.

(3) しかしこれは rational curveがいっぱいあるので, X が non-uniruledに矛盾する.

この方向性の研究は歴史的には以下の通り.

• [BDPP13]よりX が smoothならば non-uniruledとKX psefが同値なので, 上は canonical

singularityでKX psefで成り立つ.

• Foliationに関しては [BM16, KSCT07]など色々あるが, 最終的にmovable classまで拡張し
たのは [CP19]だと思う. [Cla17]のサーベイに詳しい. [Laz]も読みやすいと思う.

• [CKT21]よりKLTでも成り立つことがわかった
• −KX が nefの generic nefnessは [Ou23]で完全解決.

コンパクトKählerの場合は上の foliationの議論が成り立つかどうか最近まで不明だった. (2025

年に解決) ただそれまで時間がかなりあったので, コンパクトKählerの場合は独自の進化があった

• generic nefnessは [Eno88]がおそらく初め. その後 [Cao13]が出たのだが, 多分結果が被っ
たようだと思う ([Cao13, Remark 2]参照)

• [Gue16]でKLTや LCで拡張された. 多分 SLCまでできたと思う
• [Ou25]でコンパクトKählerの場合に上の foliationの議論が成り立つことがわかった. ブレ
イクスルーと言っても良い.

• −KX が nefの場合は [Ou25]を使って [IJZ25, MWWZ25, FGSW26]で解決. 意外と最近の
ことである.

Chern 類の不等式に関しては [Miy87, Cao13, Ou23, IM22] で smooth な場合, singular な場合
は [IMM25]である. 等号成立もきっちりとしらべたのが [Cao13, Ou23, IM22, IMM25]である.

[IMM25]で全て解決という感じである. (今読んでも [Miy87, Cao13, Ou23]で学ぶことは多い)

最後に”generic nef”についてだが, これは多分 [Pet12]による. 元々 [Miy87, Eno88]では generic

semipositiveという言い方だったが, [Ou23]などで generic nefに変わったと思う.
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6 Yauの定理の応用3 Enoki’s stability theorem

6.1 Enoki’s stability theorem

Corollary 6.1. (X,ω0)をコンパクトKähler多様体とする. KX nefの時, 任意の ε > 0に
ついて, ω ∈ c1(KX) + ε{ω0}かつRic(ω) = −ω + εω0なるKähler計量が存在する.

Proof. ε > 0を固定する. KX が nefなので, あるKX の計量 hεで
√
−1

2π
Fhε︸︷︷︸

Chern 曲率

≥ −ε
2
ω0 and

{√
−1

2π
Fhε

}
= c1(KX)

となるものが存在する. そこで
χε :=

√
−1

2π
Fhε + εω0

とする. χε は Kähler formで {χε} = c1(KX) + ε{ω0}である. Ric(χε) ∈ c1(X) = c1(−KX)な
ので,

{−Ric(χε) − χε + εω0} ∈ c1(0) ⇒
(∂∂̄ 補題 by Lem. 4.2)

∃Gε ∈ C∞(X) s.t. − Ric(χε) − χε + εω0 =

√
−1

2π
∂∂̄Gε

Yauの定理 (Theorem 4.3)を用いれば

ϕ ∈ C∞(X) s.t. (χε +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ)n = eφ−Gεχnε

⇒
(4.2)

Ric(χε +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ) − Ric(χε) = −

√
−1

2π
∂∂̄ϕ+

√
−1

2π
∂∂̄Gε

⇒ Ric(χε +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ) = Ric(χε) −

√
−1

2π
∂∂̄ϕ+

√
−1

2π
∂∂̄Gε = −

(
χε +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)
+ εω0

よって ω := χε +
√
−1
2π ∂∂̄ϕとおけば良い.

Theorem 6.2 ([Eno88, Theorem 1.1]). (X,ω0)をコンパクト Kähler多様体とする. KX

nefの時, 任意の rank r torsion freesheaf F ⊂ TX について
1

r
c1(F) · (c1(KX) + ε{ω0})n−1

≤ 1

n
c1(−KX) · (c1(KX) + ε{ω0})n−1 + ε

(
1

r
− 1

n

)
· {ω0} (c1(KX) + ε{ω0})n−1

(6.1)
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証明の前にすぐにわかる corollaryを書いておく.

Corollary 6.3 ([Eno88, Corollary 1.2, 1.3]). (X,ω0)を n次元コンパクト Kähler多様体
とする. KX nefとし, 数値的小平次元を

ν := max
{

0 ≤ k ≤ n
∣∣∣ c1(KX)k 6≡ 0

}
.

と定義する. この時次が成り立つ.

(1) ν = 0の時, TX は {ω0}n−1-semistableである.

(2) ν = nの時, つまりKX が bigの時, TX はKn−1
X -semistableである.

(3) 0 < ν < nの時, 任意の rank r torsion-free sheaf F ⊂ TX について

c1(F) · c1(KX)ν · {ω0}n−ν−1 ≤ 0

である. さらにこの等号が成立する時

νc1(F) · c1(KX)ν−1 · {ω0}n−ν ≤ (r + ν − n)c1(−KX) · c1(KX)ν−1 · {ω0}n−ν

となる. 特に TX はKν
X · {ω0}n−ν−1-semistableである.

Proof. rank r torsion-free sheaf F ⊂ TX とする. ν < nならば (6.1)の εn−ν−1の項のみを展開す
ると,(
n− 1

ν

)
εn−ν−1·1

r
c1(F)c1(KX)ν{ω0}n−ν−1 ≤

(
n− 1

ν

)
εn−ν−1· 1

n
c1(−KX)c1(KX)ν{ω0}n−ν−1+O(εn−ν)

(6.2)

となる. ここでO(εn−ν)はランダウの記号とする. ν = nならば (6.1)の εを含まない定数項を見
れば

1

r
c1(F)c1(KX)n−1 ≤ 1

n
c1(−KX)c1(KX)n−1 +O(ε) (6.3)

よって (1), (2)は (6.2), (6.3)を ε → 0すればすぐに従う.(厳密には εの何乗かで割ってから極限
を取る.)

(3)については, 一つ目の主張は c1(−KX)c1(KX)ν{ω0}n−ν−1 = 0なので, (6.2)からすぐに従う.

二つ目の主張について, (6.1)の εn−ν の項を展開すれば,(
n− 1

ν − 1

)
εn−ν

1

r
c1(F) · c1(KX)ν−1 · {ω0}n−ν

≤
(
n− 1

ν − 1

)
εn−ν

1

n
c1(−KX) · c1(KX)ν−1 · {ω0}n−ν +

(
n− 1

ν

)
εn−ν

(
1

r
− 1

n

)
· c1(KX)ν · {ω0}n−ν +O(εn−ν+1)
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よって εn−ν の項を整理すれば,　欲しい式を得る.

Proof of Theorem 6.2. ε > 0を固定する. Corollary 6.1より

Ric(ω) = −ω + εω0 {ω} = c1(KX) + ε{ω0} (6.4)

となるものがある.

F ⊂ TX を rank r torsion-free subsheafとしW を locally free locus, F = F|W をW 上のベクト
ル束とする. 16 bをF ⊂ TX と TX の計量に関する second fundamental formとする. これはある
ベクトル値を持つ (1, 0)-formである. すると次のようになる.

c1(F) · (c1(KX) + ε{ω0})n−1 =

(6.4)

c1(F) · {ω}n−1 =

Chern-Weil

∫
W

√
−1

2π
trFF ∧ ωn−1

=

[Dem12, Chapter 11]

∫
W

√
−1

2π
tr
(

prF
(
FTX ,h|F

))
∧ ωn−1︸ ︷︷ ︸

= 1
n
tr(♯ω(−ω+εω0))ωn by Lemma 5.2

+

∫
W

√
−1

2π
tr
(
−b ∧ b∗ ∧ ωn−1

)
︸ ︷︷ ︸

≤0 by [Dem12, Chapter 11]

≤
(Lem. 5.2)

− 1

n

∫
W

tr
(
IdF

)
ωn +

ε

n

∫
W

tr
(

prF (]ωω0))|F
)
ωn︸ ︷︷ ︸

≤tr(♯ωω0) (by 射影の性質)

≤ − r

n

∫
X
ωn +

ε

n

∫
X

tr(]ωω0)ω
n︸ ︷︷ ︸

=n
∫
X ω0∧ωn−1

=

(6.4)

− r

n
(c1(KX) + ε{ω0})n + ε{ω0} · (c1(KX) + ε{ω0})n−1

よってあとは式変形をすれば欲しい式が得られる.

Theorem 6.4 ([Eno88, Theorem 1.1]). (X,ω0)をコンパクト Kähler多様体とし, m ≥ 1

となる整数とする. KX nefの時, 任意の rank r torsion-free sheaf F ⊂ T⊗m
X について

1

r
c1(F) · (c1(KX) + ε{ω0})n−1

≤ 1

nm
c1(T

⊗m
X ) · (c1(KX) + ε{ω0})n−1 + εmnm−1

(
1

r
− 1

nm

)
· {ω0} (c1(KX) + ε{ω0})n−1

(6.5)

Proof. ε > 0を固定する. Corollary 6.1より

Ric(ω) = −ω + εω0 {ω} = c1(KX) + ε{ω0} (6.6)

となるものがある.

16ここも前と同じく微妙な問題があって, 下の式変形の [Dem12, Chapter 11] の部分 TX/F が torsion を持つ場合
は”=”ではなく”≤”が正しい.
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hをωによって誘導されるTXのHermite計量とし, T⊗m
X にhmという計量を入れる. すると tensor

と曲率の公式から,

FT⊗m
X ,hm =

m∑
j=1

Id⊗(j−1) ⊗ FTX ,h ⊗ Id⊗(m−j)

となる. 特に以上より
√
−1

2π
FT⊗m

X ,hm ∧ ωn−1 =

(Lem. 5.2 & (6.6))

−m
n

IdT⊗m
X

· ωn +
ε

n

m∑
j=1

(
Id⊗(j−1) ⊗ ]ωω0 ⊗ Id⊗(m−j)

)
· ωn (6.7)

F ⊂ T⊗m
X を rank r torsion-free subsheafとしW を locally free locus, F = F|W をW 上のベク

トル束とする. 17 bを F ⊂ T⊗m
X と T⊗m

X の計量に関する second fundamental formとする. これ
はあるベクトル値を持つ (1, 0)-formである. すると次のようになる.

c1(F) · (c1(KX) + ε{ω0})n−1 =

(6.4)

c1(F) · {ω}n−1 =

Chern-Weil

∫
W

√
−1

2π
trFF ∧ ωn−1

=

[Dem12, Chapter 11]

∫
W

√
−1

2π
tr
(

prF
(
FT⊗m

X ,hm |F
))

∧ ωn−1 +

∫
W

√
−1

2π
tr
(
−b ∧ b∗ ∧ ωn−1

)
︸ ︷︷ ︸

≤0 by [Dem12, Chapter 11]

≤
(6.7)

−m
n

∫
W

tr
(
IdF

)
ωn +

ε

n

m∑
j=1

∫
W

tr
(

prF (Id⊗(j−1) ⊗ ]ωω0 ⊗ Id⊗(m−j))|F
)
ωn

≤ −mr
n

∫
X
ωn +

ε

n

m∑
j=1

nm−1

∫
X

tr(]ωω0)ω
n︸ ︷︷ ︸

=n
∫
X ω0∧ωn−1

=

(6.4)

−mr
n

(c1(KX) + ε{ω0})n + εmnm−1{ω0} · (c1(KX) + ε{ω0})n−1

よってあとは 1
nm c1(T

⊗m
X ) = m

n c1(−KX)を用いて式変形をすれば欲しい式が得られる.

Corollary 6.5 (cf. [CP16, Subsection 5]). (X,ω0)を 2次元以上のコンパクト Kähler多
様体とし, m ≥ 2となる整数とする. torsion-free sheafによる完全系列

0 −→ L −→
(
Ω1
X

)⊗m −→ Q −→ 0

であって, rkL = 1となるものを考える. KX が nefかつ c1(Q) = 0が成り立つならば,

17ここも前と同じく微妙な問題があって, 下の式変形の [Dem12, Chapter 11] の部分 TX/F が torsion を持つ場合
は”=”ではなく”≤”が正しい.
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KX ≡ 0である.

実は [CP16]により弱い仮定 c1(Q) · {ω0}n−1 = 0でもいけるが, それにはより強い主張を示す必要
がある.

Proof. rankQ = nm − 1であり, Q∨ ⊂ T⊗m
X , かつ c1(Q∨) = −c1(Q) = 0 である. Theorem 6.4を

F = Q∨に適用すると,

0 ≤ −m
n
c1(KX) · (c1(KX) + ε{ω0})n−1 +

εm

n(nm − 1)
{ω0} · (c1(KX) + ε{ω0})n−1 .

したがって
0 ≥ ((nm − 1)c1(KX) − ε{ω0}) · (c1(KX) + ε{ω0})n−1 .

c1(KX) 6≡ 0と仮定し, ν := ν(KX) ≥ 1とする. すると

((nm − 1)c1(KX) − ε{ω0}) · (c1(KX) + ε{ω0})n−1 =

(
n− 1

ν − 1

)
νnm − n

ν
εn−νc1(KX)ν · {ω0}n−ν +O(εn−ν+1).

m ≥ 2, n ≥ 2, ν ≥ 1より νnm−n
ν > 0.である. したがって十分小さい ε > 0に対して上式の右辺

は正となり矛盾する. よって ν(KX) = 0であり, KX は nefなのでKX ≡ 0となる.

6.2 Enoki’s stability theoremの歴史

時系列としてはこんな感じである.

• Kähler–Einstein計量があれば TX が polystabilityはわかるので ([Iwa26, Section 5]参照),

KX が ampleや c1(KX) = 0の場合は, polystabilityに関しては [Yau77]が初めだと思う.

• KX が nefの場合は [Eno88]がおそらく初め. この論文, X が terminalかつ KX が nef +

effectiveと書ける場合をやっている. 時代を先取りした研究である.

• [Gue16]でKLTや LCで拡張された. 多分 SLCまでできたと思う. これは [Eno88]の方法を
精密化したものだと思う.

• [CP16]の log pairの応用もある. これも [Eno88]の方法を精密化したものだと思う.

• 実は LCだと c1(KX) = 0でも polystabilityは成り立たない. [BFPT24]による.
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7 Yauの定理の応用4 −KXがnefな多様体の基本群

以下Riemannian幾何学, とりわけ比較定理に関する定理を用いる. これに関しては [Zhu97]のサー
ベイを引用する

7.1 Fanoは単連結

Theorem 7.1. Fano多様体は単連結である. つまり−KX ampleならば単連結である.

Proof. Corollary 4.4から, ある ε > 0があって, Ric(ω) ≥ εωなるKähler計量が存在する. ここで
Myersの定理を思い出す.

Theorem 7.2 (Myers の定理 [Zhu97, Theorem 3.4]). n 次元完備 Riemannian 多様体
(M, g, ω) について, H > 0 となる定数があって, Ric(ω) ≥ (n − 1)Hω が成り立つなら
ば, diam(M) ≤ π√

H
であり, 基本群 π1(M)は有限である. 特にM はコンパクトである.

よってX の基本群は有限である. そこで普遍被覆 π : X̃ → X をとる. 基本群の有限性より πは
finite etaleであり, X̃ もまた Fanoである. πの次数を dとすると

d · χ(X,OX) = χ(X̃,O
X̃

)

である. 今X も X̃ も Fanoなので, χ(X̃,O
X̃

) = χ(X,OX) = 1である. よって d = 1であり, πは
恒等写像となる. 特にX の基本群は自明である.

7.2 −KX が semipositiveならば基本群は almost Abelian

7.2.1 群論の用語の定義

以下群に関して次の用語を定義しておく.

Definition 7.3. Gを群とする.

(1) G が almost nilpotent (or virtually nilpotent) であるとは, 有限指数の正規部分群
H / Gがあって, H が nilpotentであること.

(2) Gが almost Abelian (or virtually Abelian)であるとは, 有限指数の正規部分群H /G

があって, H がAbelianであること.

almost nilpotentに関しては有限生成であれば次の有用な定理がある. そのために次の準備をする.
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Definition 7.4 ([Zhu97, Definition 3.9]). Gを有限生成群とし, G = 〈g1, g2, . . . , gk〉 と
する.

• generators の集合 S = {g1, g2, . . . , gk} とする. S ∪ S−1 に関する g ∈ G の word

lengthを
|g|S := min{m ≥ 0 | g = t1 · · · tm ti ∈ S ∪ S−1}

と定める.

• r-neighborhoodを US(r) := {g ∈ G | |g|S ≤ r} によって定義する.

• Gが polynomial growthであるとは, generatorsの集合 S と正の数 sが存在して,十
分大きな rに対して |US(r)| ≤ rs が成立することとする.

Theorem 7.5 (Gromov 81 [Zhu97, Theorem 3.10]). 有限生成群Gが polynomial growth

をもつことは, almost nilpotentと同値.

7.2.2 −KX が semipositiveの基本群

Theorem 7.6 ([DPS96]). コンパクトKähler多様体Xについて, −KX が semipositiveな
らば基本群は almost Abelianである.

この証明は二つの定理に基づく.

Theorem 7.7. X をコンパクトKähler多様体とする. −KX semipositiveならば, 基本群
は almost nilpotentである.

Theorem 7.8. X をコンパクト Kähler多様体とする. −KX が nefかつ基本群は almost

nilpotentならば, 基本群は almost Abelianである.

以下これを示していく.

7.2.3 Proof of Theorem 7.7

こっちはMilnorの定理 (cf. [Zhu97, Theorem 3.11])と呼ばれているものである. Bishop-Gromov

の不等式の応用である.

Proof. −KX semipositiveならば, Ric(ω) ≥ 0となるKähler計量が存在する. これはCorollary 5.1
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と同じである. 実際−KX が semipositiveなので, ある−KX の計量 hで
√
−1

2π
Fh︸︷︷︸

Chern 曲率

≥ 0 and

{√
−1

2π
Fh

}
= c1(−KX)

となるものが存在する. Ric(ω0) ∈ c1(X) = c1(−KX)なので,

{Ric(ω0) −
√
−1

2π
Fh} ∈ c1(0) ⇒

(∂∂̄ 補題 by Lem. 4.2)

∃Gε ∈ C∞(X) s.t. Ric(ω0) −
√
−1

2π
Fh =

√
−1

2π
∂∂̄G

さらにG+ cと定数和を考えることで, 正規化条件 ∫X eGωn0 =
∫
X ω

n
0 を満たすと仮定する. Yauの

定理 (Theorem 4.3)を用いれば

ϕ ∈ C∞(X) s.t.

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)n
= eGωn0

⇒
(4.2)

Ric

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)
− Ric(ω0) = −

√
−1

2π
∂∂̄G

⇒ Ric

(
ω0 +

√
−1

2π
∂∂̄ϕ

)
= Ric(ω0) −

√
−1

2π
∂∂̄G =

√
−1

2π
Fh ≥ 0

以降の議論は [Zhu97, Theorem 3.11]に同じである. 普遍被覆 π : X̃ → Xを考え, X̃上のRieman-

nian計量 g̃を, Ric(ω) ≥ 0となる Kähler計量から誘導する. n = dimCX とすると, X̃ は複素 n

次元の複素多様体であるとともに, 実 2n次元完備Riemann多様体でRic(g̃) ≥ 0となる.

ここで Bishop-Gromovの定理 (で下からの曲率が 0のもの)を思い出そう.

Theorem 7.9 (Bishop–Gromovの定理 [Zhu97, Corollary 3.3]). 実 2n次元完備Riemann

多様体 (M, g, ω)が, Ric(ω) ≥ 0を満たすならば, 任意の p ∈M と 0 < r ≤ Rに対して

vol(Bp(r))

vol(Bp(R))
≥
( r
R

)2n
. (7.1)

が成り立つ. ここで Bp(r) := {x ∈ M | dg(p, x) < r} は pを中心とする半径 rの測地球で
あり, vol(Bp(r)) :=

∫
Bp(r)

dVg =
∫
Bp(r)

ωn

n! は gに関する Riemann体積である.

特に次が成り立つ.

vol(Bp(r)) ≤
πn

n!
r2n

示すべきことは π1(X)が almost nilpotentであること, 同値的に Theorem 7.5から polynomial

growthであることである. G := π1(X, p)とし, X̃にGが作用しているとして良い. π(p̃) = pとな
る p̃ ∈ X̃ を一つ固定しておく.
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Gは有限生成なので, S = {g1, . . . , gk}と generatorを一つ固定する. このとき,各 gi ∈ π1(X, p)は
p ∈ X 内の loopの同値類, つまり

σi : [0, li] → X σi(0) = σi(li) = p

とみなせる. 今 σiの liftは

σ̃i : [0, li] → X̃ σ̃i(0) = p̃ σ̃i(li) = gi(p̃)

となる. Gは X̃ に isometryに作用しているので

dg̃(p̃, gip̃) ≤ li ≤ max{l1, . . . , lk} =: l (7.2)

である. 次に ε > 0で相異なる任意の g1, g2 ∈ Gに対して,

h1(Bp̃(ε)) ∩ h2(Bp̃(ε)) = ∅ (7.3)

となるようなものをとる. これは π : X̃ → X が covering map なので, p ∈ V という近傍で
π−1(V ) = tg∈GVgとなるものが存在する. そこで p̃ ∈ Bp̃(ε) ⊂ Vgとなるように εを小さく取れば
良い.

この時長さ rとなる h ∈ U(r) ⊂ Gについて

h(Bp̃(ε))) ⊂ Bp̃(rl + ε) (7.4)

である. 実際 z ∈ h(Bp̃(ε))について, z = h · xとなる x ∈ Bp̃(ε)をとると

dg̃(p̃, z) ≤ dg̃(p̃, h · p̃) + dg̃(h · p̃, h · x) = dg̃(p̃, h · p̃) + dg̃(p̃, x) ≤
(7.2)

lr + ε

となるためである. 以上をまとめると

|U(r)| · vol(Bp̃(ε)) =

(7.3)

vol

 ⊔
h∈U(r)

h(Bp̃(ε))

 ≤
(7.4)

vol(Bp̃(rl + ε))

よって Bishop Gromovの定理を使って

|U(r)| ≤
vol(Bp̃(rl + ε))

vol(Bp̃(ε))
≤

(7.1)

(rl + ε)2n

ε2n
= cr2n

となるように定数 cを rによらず取れる. よって定義からGは polynomial growthである.
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7.2.4 Proof of Theorem 7.8

この辺りは [Iwa25, Section 7]にまとめている. 要するに Campanaの Special多様体の話である.

鍵となるのは Special多様体などでも現れる”Albanese mapが全射かつファイバー連結”であるこ
とである.

Proof. finite etale coverをとって, π1(X)を nilpotentかつ torsion-freeであるとして良い. ここ
で −KX が nefならば, Campanaの意味で specialである.18よって [Iwa25, Subsection 5.2]から
Albanese mapが全射かつファイバー連結である. (下のRemark 7.12の別証明も参照)

このあとは [Cam95b]の議論による. [Voi21, Theorem 3.23]を参考にした. ([Iwa25, Subsection

7.2]そのまま写した) α : X → AをAlbanese mapとする.

(1) α∗ : π1(X) → π1(A)は全射になる. これはφ : X → Aがファイバー連結なので (Lemma 7.10(1)

参照)

(2) α∗ : H1(X,Z) → H1(A,Z)は全射かつ, finite kernelである. これはAlbanese mapの性質か
ら. 特に H1(X,Q) ∼= H1(A,Q)である.

(3) α∗ : H2(A,Q) → H2(X,Q)単射である. (Lemma 7.10(2)参照)

H := π1(A) = Z2kとおく.

n : H2(H,Q) = H2(Z2k,Q) → H2(A,Q)

という (全)単射が存在することを示す. EH → BH = EH/H をH の分類空間とする.19 具体的
にいうと EH = R2l で, BH = (S1)2l である. 一方普遍被覆 Ck → A = Ck/H も主H 束であり,

Ck は可縮である. したがってこれもまた H の分類空間となり, classifying map u : A → BH は
homotopy equivalenceである. 群のコホモロジーの性質からH2(H,Q) ∼= H2(BH ,Q) なので, こ
れを用いて nを以下で定める.

n := u∗ : H2(H,Q)︸ ︷︷ ︸
∼=H2(BH ,Q)

→ H2(A,Q).

uは homotopy equivalenceなので, nは全単射である. また, H ' Z2kなので,

H2(H,Q) = H2(Z2k,Q)
n' H2(A,Q)

さて (3)より α∗ : H2(A,Q) → H2(X,Q)単射なので, 上と合わせて

H2(X,Q) �
α∗
H2(A,Q) �

u∗
H2(H,Q)

18[Iwa25, Remark 2.22]参照. Theorem 5.3の Corollaryである.
19http://pantodon.jp/index.rb?body=BG参照. 任意の位相空間X 上の主H 束 E → X について, ある連続写像

h : X → BH が存在して, h∗EH と E は同相になる. 例えば H = Zなら R → S1 がそれに当たる.
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は全射の合成で全射になる. G = π1(X)とすると, 分類空間を用いて以下の可換図式が成り立つ:

H2(X,Q) −→
α∗

H2(A,Q)

↓ ↓
H2(G,Q) −→

α∗
H2(H,Q)

よって H2(G,Q) → H2(H,Q)は全射である.

まとめると

• α∗ : H1(G,Q) → H1(H,Q)同型. これは (2)と群のホモロジーの性質 H1(G,Q) ∼= Gab と
Hurewiczの定理H1(X,Z) ∼= π1(X)ab = Gabから.

• α∗ : H2(G,Q) → H2(H,Q)全射.

よって Lemma 7.11より, π1(X), π1(A)ともに nilpotentであるから,

G = π1(X) → π1(A) = H

は有限の kernelを持つ.(全射であることは前から言えてる)

使った定理をまとめておく.

Lemma 7.10 ([Voi21, Lemma 1.2]). f : X → Y は proper surjectiveで次を満たす.

(1) f∗ : π1(X) → π1(Y )について, f∗(π1(X)) ⊂ π1(Y )は finite indexを持つ. さらにファ
イバー連結ならば, f∗(π1(X)) = π1(Y )

(2) f∗ : H i(Y,Q) → H i(X,Q)はHodge構造における単射である.

(3) 一般ファイバー Xs が連結かつ, 任意の i > 0 で H0(Xs,Ω
i
Xs

) = 0 ならば,

f∗ : H0(Y,Ωi
Y ) → H0(X,Ωi

X)は i ≥ 0で同型である.

Lemma 7.11 ([Voi21, Lemma 3.24], [Wan22, Proposition 6.2]). α : G→ Hを有限生成群
の準同型とする. H1(G,Q) ' H1(H,Q)同型かつ, H2(G,Q) � H2(H,Q)全射ならば, 任
意の n ∈ Nについて,

G/Gn → H/Hn

は finite kernel and cokernelを持つ. ここで群 Γについて, n-th lower central seriesを
Γn = [Γ,Γn−1]とする.

Remark 7.12. −KX nefならばAlbanese mapが全射かつファイバー連結に関しては [Cao13]によ
る別証明もある. こっちも見ておく.
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Proof. まず 0 6= τ ∈ H0(X,Ω1
X)はX 上のどの点でも消えないならば, Albanese map α : X → A

が submersionであることを示そう. 任意の x ∈ X について

(dαx)∗ : T ∗
α(x)A −→ T ∗

xX

を考える.A上の holomorphic 1-formは translation invariantであり,

α∗ : H0(A,Ω1
A)

∼−→ H0(X,Ω1
X)

である.もし (dαx)∗が injectiveでなければ,ある 0 6= η ∈ H0(A,Ω1
A)について (α∗η)(x) = 0とな

る. よって仮定から, 任意の x ∈ X について (dαx)∗は injectiveであり,

dαx : Ω1
X,x −→ Ω1

A,α(x)

は surjectiveである.ゆえに αは submersionである.特に α(X)は Aの open subsetであるが,X

は compactなので α(X)は closedでもある.Aは connectedであるから α(X) = A,すなわち αは
全射である.

αの Stein factorizationを
X

β−→ Y
ν−→ A

とする.ここで β は連結ファイバーをもち,ν は finite surjectiveである. ν が étaleでないと仮定
する. branch locusの purityにより ν は ramification divisorをもつ. その一般点 y では dνy は
surjectiveでない. x ∈ β−1(y)を取ると dαx = dνy ◦ dβx であるから dαxも surjectiveでないこと
になり, αが submersionであることに矛盾する. したがって νは finite étaleである. よって Y も
complex torusである. 原点を適当に選べば, Albanese mapの universal propertyから νは同型と
なり, αは連結ファイバーをもつ.

よって 0 6= τ ∈ H0(X,Ω1
X)がどの点でも消えないことを示す.20 TX の ωn−1 に関する Harder–

Narasimhan filtrationをとったのち Jordan filtrationをとって

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Es = TX

という filtrationでQi := Ei/Ei−1は ω-stableかつ µω(Qi)が iに関して非増加となるものが取れ
る. Theorem 5.3より µω(Qi) ≥ 0である. ここで以下簡単のための各 Ei は locally freeであり,

subbundleによる filtrationであると仮定する.21

20一般には−KX が nefなだけではこれは言えない. −KX が nefで言えるのは 0 ̸= τ ∈ H0(X,Ω1
X)が codimension

2の analytic set を除いてどの点でも消えないことである. しかしこの場合でも, αが全射連結ファイバーを持つのは
言える. また codimension 2の analytic setを除いて submersionも言える.

21この仮定の場合は 0 ̸= τ ∈ H0(X,Ω1
X)がどの点でも消えないことが言える.そうでない場合に codimension 2の

analytic setの議論が出てくる.
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今,Qi := Ei/Ei−1は ω-stableなので, Hermite-Einstein計量 hiがあって

Λω

(√
−1

2π
Fhi

)
= ciIdQi here ci :=

n

{ω}n
µω(Qi)

となるものがある. (例えば [Iwa26, Proposition 4.7]参照) 特に Theorem 5.3から ci ≥ 0である.

すると下の Lemma 7.13によって, ある C > 0があって, 任意の ε > 0に対して TX 上の Hermite

計量 hεで
Λω

(√
−1

2π
Fhε

)
≥ −ε idTX and ‖

√
−1Fhϵ‖L∞ ≤ C (7.5)

を満たすものを取ることができる. ここで次を思い出す

ρ : X → R, θ : R → Rについて χ(x) := θ(ρ(x))とすると

i∂∂̄χ = θ′′(ρ) i∂ρ ∧ ∂̄ρ+ θ′(ρ) i∂∂̄ρ.

特に uを実数値関数として

∂∂̄ log u =
∂∂̄u

u
− ∂u ∧ ∂̄u

u2

特に (E,H)ベクトル束とHermite計量の pairと τ ∈ H0(X,E)について

√
−1∂∂̄ log

(
|τ |2H

)
=

上の公式

√
−1∂∂|τ |2H
|τ |2H

−
√
−1∂|τ |2H ∧ ∂|τ |2H

(|τ |2H)2

=

√
−1{D′τ,D′τ}

(|τ |2H)
−

√
−1{D′τ, τ} ∧ {τ,D′τ}

(|τ |2H)2
− {τ,

√
−1FHτ}

(|τ |2H)

(7.6)

ここで {·, ·}は次の canonical sesquilinear pairingを表す：

C∞(∧pT ∗
X ⊗ E

)
× C∞(∧qT ∗

X ⊗ E
)
−→ C∞(∧p+qT ∗

X

)
. {α⊗ u, β ⊗ v} := α ∧ βH(u, v)

上の等式は

∂|τ |2H = {D′τ, τ} ∂̄|τ |2H = {τ,D′τ} ∂∂̄|τ |2H = {D′τ,D′τ} − {τ,ΘE,Hτ}

から従う.

今 0 6= τ ∈ H0(X,Ω1
X)を取り, h∗ε を dual metricとする. E = Ω1

X ,H = h∗ε に上の公式 (7.6)を用
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いれば
√
−1∂∂̄ log

(
|τ |2h∗ε

)
=

(7.6)

√
−1{D′τ,D′τ}

(|τ |2h∗ε )
−

√
−1{D′τ, τ} ∧ {τ,D′τ}

(|τ |2h∗ε )2︸ ︷︷ ︸
≥0 by local computation

−
{τ,

√
−1Fh∗ετ}

(|τ |2h∗ε ) (7.7)

以上よりこれを合わせて
√
−1∂∂̄ log|τ |2h∗ε ∧ ω

n−1 =
1

n
Λω

((√
−1∂∂̄ log|τ |2h∗ε

))
· ωn

≥
(7.7)

−
{τ,Λω

√
−1Fh∗ετ}

n(|τ |2h∗ε )
· ωn ≥

(7.5)

−2π

n
εωn

(7.8)

これを用いてある x ∈ X で τ(x) = 0であるとして矛盾を示す.

Tε :=
√
−1∂∂̄ log

(
|τ |2h∗ε

)
とする. すると (7.5)にある C > 0を用いて

Tε :=
√
−1∂∂̄ log

(
|τ |2h∗ε

)
≥

(7.7)

−
{τ,

√
−1Fh∗ετ}

(|τ |2h∗ε )
≥

(7.5)

−Cω

特に Tε +Cωは positivecurrentで Tεは exactなので, そのmass
∫
X(Tε +Cω) ∧ ωn−1は有界であ

る. よって positivecurrentの weak compactness22 から部分列を取り替えて

Tε + Cω −→ S

と closed positivecurrent Sに currentの意味で収束する. T := S − Cωとする.

今 x ∈ X で τ(x) = 0なので, log
(
|τ |2h∗ε

)
は xで analytic singularityを持つ. 特に Lelong number

は 1以上である. よって

1 ≤ lim sup
ε→0

ν(Tε + Cω, x) ≤
(weak compactness)

ν(T + Cω, x)

である. Lelong数の定義を思い出すと, ωにしか寄らない定数D > 0があって

ν(T + Cω, x) = D lim
r→0+

1

r2n−2

∫
Bx(r)

(T + Cω) ∧ ωn−1

22positivecurrentの列の massが一様有界なら, 部分列が currentの意味で収束する. これは Banach-Alaoglu の定
理から.
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である. よって ν(T + Cω, x) ≥ 1なので, 定数Dを取り替えて, 十分小さな r > 0について∫
Bx(r)

(T + Cω) ∧ ωn−1 ≥ Dr2n−2 (7.9)

が成り立つとして良い. 以上から rを十分小さくすれば, 定数D′ > 0があって∫
Bx(r)

T ∧ ωn−1 =

∫
Bx(r)

(T + Cω) ∧ ωn−1 −
∫
Bx(r)

Cωn ≥
(7.9)

Dr2n−2 +O(r2n−1) ≥ D′r2n−2

(7.10)

とできる. 今ほとんど全ての r > 0について∫
Bx(r)

(Tε + Cω) ∧ ωn−1 −→
ε→0

∫
Bx(r)

(T + Cω) ∧ ωn−1 ⇒
∫
Bx(r)

Tε ∧ ωn−1 −→
ε→0

∫
Bx(r)

T ∧ ωn−1

である. 以上より∫
X
Tε∧ωn−1 =

∫
Bx(r)

T ∧ ωn−1

︸ ︷︷ ︸
≥D′r2n−2 by (7.10)

+

∫
Bx(r)

(Tε − T ) ∧ ωn−1

︸ ︷︷ ︸
→0 as ε→ 0

+

∫
X\Bx(r)

Tε ∧ ωn−1

︸ ︷︷ ︸
≥− 2π

n
ε
∫
X ωn by(7.8)

⇒ lim inf
ε→0

∫
X
Tε∧ωn−1 > 0

しかし Tε は exactで log
(
|τ |2
)は locally L1 なので, Stokesの定理から ∫

X Tε ∧ ωn−1 = 0であ
る.23これは矛盾である.

Lemma 7.13 ([Cao13, Lemma 2.6]). (X,ω)をコンパクトKähler多様体とする. Eを二つ
のベクトル束E1, E2の extension

0 → E1 → E → E2 → 0

とする.E1, E2上に二つの滑らかな計量 h1, h2が存在して, 各点で

Λω

(√
−1

2π
Fh1

)
≥ c1 · IdE1 and Λω

(√
−1

2π
Fh2

)
≥ c2 · IdE2 (7.11)

が成り立つと仮定する.このとき,任意の ε > 0に対して,E上の滑らかな計量 hϵが存在して

Λω

(√
−1

2π
Fhϵ

)
≥
(
min(c1, c2) − ε

)
· IdE (7.12)

を満たし,さらに εに依存しないある一様な定数 C に対して

‖
√
−1Fhϵ(E)‖L∞ ≤ C ·

(
‖
√
−1Fh1(E1)‖L∞ + ‖

√
−1Fh2(E2)‖L∞

)
(7.13)

23log
(
|τ |2

)は locally L1 なので ∂∂̄ log
(
|τ |2

)が well definedな currentになり, integral by partsを使えるから.
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が成り立つ.

Proof. [E] ∈ H1(X,Hom(E2, E1))を extension groupにおいてEを表す元とする.[Dem12, Section

11]からこれはHom(E2, E1)値 (0, 1)-formである second fundamental formの βの代表元とも見
れる. そこで E1と E2の別の extensionで s ∈ C∗について [Es] = s · [E] を満たすものとする.こ
れは sβを考えることに同じである. このとき,これら二つのベクトル束の間には isomorphismが
存在する. この isomorphismを

ϕs : E → Es

と書く.[Dem12, Equation (11.6)]の式と (7.11)から, |s|が εに比べて十分小さければ, Es上の滑
らかな計量 hsで

Λω

(√
−1

2π
Fhs

)
≥
(
min(c1, c2) − ε

)
· IdEs (7.14)

を満たし,さらに一様な定数 C に対して

‖
√
−1Fhs(Es)‖L∞ ≤ C ·

(
‖
√
−1Fh1(E1)‖L∞ + ‖

√
−1Fh2(E2)‖L∞

)
(7.15)

を満たすものを取れる. そこで h = ϕ∗
s(hs)を E上に誘導されるmetricとする. このとき,任意の

α ∈ Eに対して
〈
√
−1Fh(E)α, α〉h

〈α, α〉h
=

〈ϕ−1
s ◦

√
−1Fhs(Es)ϕs(α), α〉h

〈α, α〉h
=

〈
√
−1Fhs(Es)ϕs(α), ϕs(α)〉hs

〈ϕs(α), ϕs(α)〉hs
(7.16)

以上より

〈Λω
√
−1

2π
Fh(E)α, α〉h =

(7.16)

〈Λω
√
−1
2π Fhs(Es)ϕs(α), ϕs(α)〉hs

〈ϕs(α), ϕs(α)〉hs
· 〈α, α〉h

≥
(7.14)

(
min(c1, c2) − ε

)
· 〈ϕs(α), ϕs(α)〉hs
〈ϕs(α), ϕs(α)〉hs

· 〈α, α〉h =
(
min(c1, c2) − ε

)
· 〈α, α〉h

を得る. よって (7.12)が成り立つ. (7.13)も (7.15)と (7.16)からも従う.

7.3 −KX が nefならば基本群は almost Abelian

−KX が semipositiveの仮定は弱めることができる. つまり以下が成り立つ

Theorem 7.14 ([Pau98]). コンパクトKähler多様体Xについて, −KX が nefならば基本
群は almost Abelianである.

Theorem 7.8によって, 以下を示せば良い.
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Theorem 7.15 ([Pau98]). X をコンパクトKähler多様体とする. −KX nefならば, 基本
群は almost nilpotentである.

Proof. 次のGeneralized Margulis lemmaを認める.

Theorem 7.16 (Generalized Margulis lemma [KW11, Theorem 1]). 任意の整数m ≥ 2

に対して定数 δ(m) > 0と C(m) > 0が存在し, 次を満たす:

(M, g)を完備m次元 Riemann多様体とし, p ∈M とする. Bg(p, 1)上で

Ric(g) > −(m− 1)g

が成り立つと仮定する. このとき自然な準同型

π1(Bg(p, δ(m)), p) −→ π1(Bg(p, 1), p)

の像は, indexが高々C(m)であるnilpotent subgroupを含む. 特にこの像は almost nilpotent

である.

−KXがnefであるから, Corollary 5.1から任意のε > 0に対して{ωε} = {ω0}かつRic(ωε) ≥ −εωε
を満たすKähler計量 ωεが存在する. G := π1(X)とおき, 有限個の generator G = 〈γ1, . . . , γk〉 を
固定する.

Claim 7.17 ([DPS96, Lemma 1.3]). X̃ → X を普遍被覆とし, G = 〈γ1, . . . , γk〉が X̃ に作
用しているとみなす. ある定数D > 0があって, 任意の εについてある pε ∈ X̃ があって

dπ∗ωε(pε, γj(pε)) ≤ D, j = 1, . . . , k

Proof. 次の claimを後に示す.

Claim 7.18 ([DPS96, Lemma 1.3]). 任意のコンパクト集合 U ⊂ X̃ と任意の δ > 0に対し
て, 閉部分集合 Uε,δ ⊂ U が存在して次を満たすようにできる.

(1) Volω̃0
(U \ Uε,δ) < δ

(2) 任意の x, y ∈ Uε,δは ω̃ε-lengthが高々Cδ−1/2である pathによって結ぶことができる

ここで C > 0は εおよび δに依らないようにできる.

この部分はテクニカルな上に重要かどうか不明なので後に回す. さて基本領域E ⊂ X̃とし, E ⊂ U
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となるコンパクト集合を

Int(U) ∩ γj(Int(U)) 6= ∅, j = 1, . . . , k

となるように大きくとる. 特に j = 1, . . . , kについてVolω̃0
(U ∩ γj(U)) > 0 なので,

2δ < min
1≤j≤k

Volω̃0
(U ∩ γj(U))

となる δ > 0を取ることができる.

そこで Claim 7.18の (1), (2)を満たすような閉部分集合 Uε,δ ⊂ U をとる. このとき各 jについて
Uε,δ ∩ γj(Uε,δ) 6= ∅ である.実際,もしこの交わりが空ならば

U ∩ γj(U) ⊂ (U \ Uε,δ) ∪ γj(U \ Uε,δ)

となる. γj は ω̃0 = π∗ω0に関する isometryなので Volω̃0

(
γj(U \ Uε,δ)

)
= Volω̃0

(U \ Uε,δ) < δ.で
あり, これからVolω̃0

(U ∩ γj(U)) < 2δ となり, δの取り方に矛盾する. そこで各 jに対して

qj ∈ Uε,δ, γj(qj) ∈ Uε,δ

となる qj を取る.

pε ∈ Uε,δ を固定する.すると任意の j = 1, . . . , kについて

• pε, γj(qj) ∈ Uε,δ より, (2)からこの二つを結ぶ ω̃ε-lengthが高々 Cδ−1/2である pathが存在.

• 同様に qjと pεを結ぶ ω̃ε-lengthが高々Cδ−1/2である pathが存在. よって γjを作用させて,

γj(qj)と γj(pε)を結ぶ ω̃ε-lengthが高々 Cδ−1/2である pathが存在.

したがって
dω̃ε

(pε, γj(pε)) ≤ 2Cδ−1/2 =: D

さてX 上の Riemann計量を ω̂ε := εωε とおく. Ric(g) = −
√
−1
2π ∂∂̄ log det(g)なので, 特に定数倍

ではRicci tensorは変わらず,

Ric(ω̂ε) = Ric(ωε) ≥ −εωε = −ω̂ε ≥ −(2n− 1)ω̂ε

一般にRiemann計量 gに関する pathγの距離は L(γ) =
∫
I

√
g(γ̇, γ̇)dtなので, 特に gを定数 ε倍

すると長さは√
ε倍される. よって dπ∗ω̂ε

=
√
ε dπ∗ωε であり特に

dπ∗ω̂ε
(pε, γj(pε)) =

√
ε dπ∗ωε(pε, γj(pε)) ≤

√
εD. (7.17)

今 Theorem 7.16での定数を δ(m)とし, ε > 0を十分小さく取って√
εD < δ(m) とする. (7.17)
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から
γj ∈ Bω̂ε

(π(pε), δ(m))

である. ここでこの γj は始点 π(pε)で終点 π(γjpε)となる loopとみている. 以上より, γ1, . . . , γk
は π1(X)を生成するので,

π1(Bω̂ε
(π(pε), δ(m)), π(pε)) −→ π1(X,π(pε))

は全射である.よってGeneralized Margulis lemma (Theorem 7.16)から, π1(X,π(pε))は almost

nilpotentである.

残っていた Claim 7.18の証明をする.

Proof of Claim 7.18. ω̃ε := π∗ωε,ω̃0 := π∗ω0 とおく.{ωε} = {ω0}であるから∫
X

trω0(ωε)ω
n
0 = n

∫
X
ωε ∧ ωn−1

0 = n

∫
X
ωn0 .

したがって ‖ωε‖L1(X,ω0)は εに関して一様に有界である.

U がコンパクトなので, U = K で K が X̃ のある coordinate open set Ω内の compact convex

subsetである場合に帰着できる. この場合に示そう.

x1, x2 ∈ K に対して
cx1,x2(t) := (1 − t)x1 + tx2, 0 ≤ t ≤ 1

とおく.K は convexなので cx1,x2([0, 1]) ⊂ K である. この segmentの ω̃ε-lengthを

Lε(x1, x2) :=

∫ 1

0

√
ω̃ε
(
(1 − t)x1 + tx2

)
(x2 − x1, x2 − x1) dt

とする.Cauchy–Schwarzの不等式より

Lε(x1, x2)
2 ≤

∫ 1

0
ω̃ε
(
(1 − t)x1 + tx2

)
(x2 − x1, x2 − x1) dt.

固定された座標近傍上ではEuclid計量と ω̃0は一様に同値であり, |x2−x1| ≤ diamKであるから,

ある定数 CK > 0について

Lε(x1, x2)
2 ≤ CK

∫ 1

0

∣∣ω̃ε((1 − t)x1 + tx2
)∣∣
ω̃0
dt.

したがって Fubiniの定理より∫
K×K

Lε(x1, x2)
2 dx1dx2 ≤ CK

∫ 1

0
dt

∫
K×K

∣∣ω̃ε((1 − t)x1 + tx2
)∣∣
ω̃0
dx1dx2 ≤ C‖ω̃ε‖L1(Ω,ω̃0).
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最後の計算は変数変換による. Ω b X̃は固定されており, ω̃ε = π∗ωεであるから, ‖ωε‖L1(X,ω0)は ε

に関して一様に有界であることを用いれば, この式の右辺は εに依らず取ることができる. そこで

S :=

{
(x1, x2) ∈ K ×K

∣∣∣∣∣ Lε(x1, x2) >
(
C1

δ

)1/2
}

とおく.すると
C1 ≥

∫
S
Lε(x1, x2)

2 dx1dx2 >
C1

δ
Vol(S) ⇒ Vol(S) < δ.

各 x ∈ K について

S(x) := {y ∈ K | (x, y) ∈ S} and Q :=

{
x ∈ K

∣∣∣∣ Vol(S(x)) ≥ 1

2
Vol(K)

}
とおく. Fubiniの定理より

δ > Vol(S) =

∫
K

Vol(S(x)) dx ≥ 1

2
Vol(K) Vol(Q),⇒ Vol(Q) <

2δ

Vol(K)
.

ここで x1, x2 ∈ K \Qとする.このときQの定義から

Vol(S(x1)),Vol(S(x2)) <
1

2
Vol(K) ⇒ Vol

(
S(x1)∪S(x2)

)
< Vol(K) ⇒ K \

(
S(x1)∪S(x2)

)
6= ∅.

そこで y ∈ K \
(
S(x1) ∪ S(x2)

) を取る.すると (x1, y) /∈ S, (x2, y) /∈ S であるから

Lω̃ε
([x1, y]) ≤

(
C1

δ

)1/2

, Lω̃ε
([x2, y]) ≤

(
C1

δ

)1/2

⇒ dω̃ε
(x1, x2) ≤ 2

(
C1

δ

)1/2

.

また固定されたコンパクト集合 K上では Euclid計量による体積と ω̃0による体積は一様に同値で
あるから, ある定数 C2 > 0について

Volω̃0
(Q) ≤ C2 Vol(Q) <

2C2

Vol(K)
δ.

したがって最初の δ を適当な定数倍に置き換えることにより Volω̃0
(Q) < δ としてよい.よって

Kε,δ := K \Q とおけば
Volω̃0

(K \Kε,δ) < δ

かつ任意の x1, x2 ∈ Kε,δ を ω̃ε-lengthが Cδ−1/2以下である pathによって結ぶことができる.
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7.4 −KX が nefな多様体の基本群の歴史

Fanoが単連結の歴史はかなり古いらしい. 藤野先生のサーベイ「ファノ多様体についてのいくつ
かの問題」https://www.math.kyoto-u.ac.jp/~fujino/Fano-problems5.pdf によると

厳密な証明がついたのは, Atiyahの論文 (1976) が最初のようである. · · · (中略)· · · さらに
調べてみると, この問題への最初の貢献は小林昭七先生の論文 (1961)のようである.

Fanoが単連結の証明はかなり面白い. 知ってる限り 3つの証明がある.

(1) Ric > 0な計量を作ってMyersの定理を使う

(2) π1(X)に関する Shafarevich mapが自明であることを示す.

(3) MRC fibtrationが自明であることを示して, X が有理連結であることを示す. (有理連結な
らば単連結である)

(2)の方向性は以下の通り

• KLT Fano (もっと弱く weak Fano)も単連結. [Tak00]による. この証明はかなり多変数複
素解析である.

• KLT Fano (もっと弱くweak Fano)の regular locus Xregの基本群は有限 [Bra21]による. こ
の証明 (の半分くらいは)高山先生の証明を orbifoldに拡張することで証明する. かなり面
白い証明である. ちなみにweak FanoのXregの代数的基本群の有限性は [Xu14]で知られて
いた.

(3)の方向性は以下の通り

• Fano多様体は有理連結は [Cam92, KMM92]による.

• KLT weak Fanoは有理連結. [Zha06]による. この方向性, 他にも [BP11, EG19, CCM21,

EIM23]などいろいろあるが, 実は多変数複素解析を用いるとかなりわかりやすく理解できる.

それが [Den21]である. [Den21]の主定理は代数幾何学の話題だが,証明はOhsawa-Takegoshi

を用いる解析的で面白い証明である.

• KLT FanoのXregの基本群の有限性に関して, [JLR25]で有理連結っぽい感じで証明された.

1-free curveの存在がわかるようである. [Bra21]のイントロで書かれていた内容が実現した
ようである.

−KX が nefの場合の基本群に関しては以下の通り

• X が smoothな場合は [Pau98]が初め. [DPS96]をかなり使う.

• XがKLTの場合はXも基本群が almost Abelianであるかはわかっていない. 3次元の場合
に π1(X)の almost Abelianが [FGSW26]で解決.
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• [GGK19, Cam21]よりXがKLTで c1(KX) = 0の場合, irreducible symplectic varietiesか偶
数次元の強い意味でのCalabi-Yauならば, π1(X)が有限がわかっている. これはχ(X,OX) 6=
0であり, [Cam95a]を用いる. よって残りは奇数次元の強い意味でのCalabi-Yauである. お
そらくこれの π1(X)が有限がわかれば, −KX が nefでX がKLTの場合の基本群 π1(X)が
almost Abelianは [MW25]の構造定理からわかるはずである.

−KX が nefで KLTの場合の π1(Xreg)の almost Abelianは全くわかっていない. (多分 3次元な
らわかっているかも). また c1(KX) = 0の場合に帰着できるかも不明らしい. これは有理連結
KLT多様体のXreg がどうなるかが難しいためである. なお −KX が nefでX が KLTの場合は,

π1(Xreg)の有限次元表現が almost Abelianな像を持つことは [GGK19]と [MW25]を用いればわ
かる.([IMM25]参照)
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Q-Fano Kähler-Einstein varieties. C. R., Math., Acad. Sci. Paris, 362(S1):93–118,

2024.

[DPS96] Jean-Pierre Demailly, Thomas Peternell, and Michael Schneider. Compact Kähler

manifolds with Hermitian semipositive anticanonical bundle. Compos. Math.,

101(2):217–224, 1996.

[EG19] Sho Ejiri and Yoshinori Gongyo. Nef anti-canonical divisors and rationally con-

nected fibrations. Compos. Math., 155(7):1444–1456, 2019.

93



[EIM23] Sho Ejiri, Masataka Iwai, and Shin-Ichi Matsumura. On asymptotic base loci of rel-

ative anti-canonical divisors of algebraic fiber spaces. J. Algebr. Geom., 32(3):477–

517, 2023.

[Eno88] Ichiro Enoki. Stability and negativity for tangent sheaves of minimal Kähler spaces.

In Geometry and analysis on manifolds (Katata/Kyoto, 1987), volume 1339 of

Lecture Notes in Math., pages 118–126. Springer, Berlin, 1988.

[FGSW26] Xin Fu, Bin Guo, Jian Song, and Juanyong Wang. Fundamental groups of compact

Kähler varieties with nef anti canonical bundle, 2026. Preprint. arXiv:2602.07420.

[GGK19] Daniel Greb, Henri Guenancia, and Stefan Kebekus. Klt varieties with trivial

canonical class: holonomy, differential forms, and fundamental groups. Geom.

Topol., 23(4):2051–2124, 2019.

[GKP16] Daniel Greb, Stefan Kebekus, and Thomas Peternell. Étale fundamental groups

of Kawamata log terminal spaces, flat sheaves, and quotients of abelian varieties.

Duke Math. J., 165(10):1965–2004, 2016.

[GKP22] Daniel Greb, Stefan Kebekus, and Thomas Peternell. Projective flatness over klt

spaces and uniformisation of varieties with nef anti-canonical divisor. J. Algebraic

Geom., 31(3):467–496, 2022.

[GKPT19] Daniel Greb, Stefan Kebekus, Thomas Peternell, and Behrouz Taji. The Miyaoka-

Yau inequality and uniformisation of canonical models. Ann. Sci. Éc. Norm. Supér.
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