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0 この資料の構成と参考文献

1章から 5章は

• [Kob14] Shoshichi Kobayashi. Differential geometry of complex vector bundles.

の 1,2,4,5章に基づきます. この本はネットで入手可能です.

6章は

• [Miy87] Yoichi Miyaoka. The Chern classes and Kodaira dimension of a minimal variety.

In Algebraic geometry, Sendai, 1985

に基づきます. これは面白い論文なので是非とも読んでほしい!

他に参考にしたのは次のとおりです.

1章と 2章と 5章のベクトル束の完全列と 2nd fundamental formの部分.

• 小林昭七 複素幾何
• 小平邦彦 複素多様体論
• Raymond O. Wells. Differential Analysis on Complex Manifolds

特に変換関数でベクトル束を理解するのは 2番目と 3番目の本に基づきます.

5章の slope stability

• [Laz] Vladimir Lazic. Algebraic geometry: Foliations. https://www.uni-saarland.de/

fileadmin/upload/lehrstuhl/lazic/Skripten/foliation.pdf

• [GKP16b] Daniel Greb, Stefan Kebekus, and Thomas Peternell. Movable curves and

semistable sheaves. Int. Math. Res. Not. IMRN

[Laz]も是非とも読んでほしい! foliationに関してかなりわかりやすく書かれている. [GKP16b]も
[Kob14]の 5章の内容がコンパクトにまとまっている.

特異Hermite計量や多重劣調和函数

• [Dem12] Jean-Pierre Demailly. Analytic methods in algebraic geometry,

• [Dem] Jean-Pierre Demailly. Complex analytic and differential geometry.

代数幾何勢はAnalytic methods in algebraic geometryの 5, 6章を読むとためになるかも.

Kobayashi-Hitchin対応およびDonaldson-Uhlenbeck-Yauの定理

• 望月拓郎 Higgs束や接続の Kobayashi-Hitchin対応について https://www.nara-wu.ac.

jp/omi/oka_symposium/16/mochizuki.pdf
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かなり簡潔にまとまっていて勉強になる.

あとは chatGPTにかなりの文章を書いてもらいました. 証明も助けてもらいました.
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0 NotationとEinstein規約

0.1 Notation

添え字は以下の通り.

• i, j, k, . . . , ziの添え字.

• α, β, γ. local frame eαの添え字.

• U, V,W 開被覆の添え字
• gKähler 計量 gij . 逆行列は gji

• h Hermite 計量 hαβ . 逆行列は hβα

• TUV 変換関数 TUV : U ∩ V → GL(r,C)
• D接続. DhChern接続, A: connection form. 関係としては

D(eUuU ) = eU (duU +AUuU )

• F 接続Dの曲率. FE,h, Chern曲率. R curvature form. 関係としては

FE,h(eUuU ) = eU (RuU )

ただし localに書く場合

FE,h = R = Rα
βij

dzi ∧ dzj ⊗ eα ⊗ e∗,β =
∑

1≤α,β≤r

∑
1≤i,j≤n

Rα
βij

dzi ∧ dzj ⊗ eα ⊗ e∗,β

と同一視をする.

• E∗. Eの dual(双対)

0.2 Einstein 規約

Notation 0.1. 本講義では, 必要に応じて Einstein の総和規約を用いる. すなわち, 同じ添え字が
一つの項の中で上付き添え字と下付き添え字として一度ずつ現れる場合, その添え字について総和
をとるものと約束する. 1 例えば,

aαeα
def
=

r∑
α=1

aαeα Aα
βv

β def
=

r∑
β=1

Aα
βv

β

を表す. この記法を用いると, 座標表示や frame に関する式を簡潔に書くことができる.

1この資料ではできるだけ和の記号を書く予定であるが, 講義では板書を少なくするためにこの規約を用いる予定で
ある. なお自己流で習得したので, 一般的なものと違う可能性がある.
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上付き添え字の例

• 座標 (z1, . . . , zn)

• 微分形式 dz1, . . . , dzn

下付き添え字の例

• ベクトル場 ∂
∂z1

, . . . , ∂
∂zn

• local frame e1, . . . , er

両方

• 行列 Aα
β

• 曲率Rα
βij

Example 0.2. 1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ α, β ≤ rについてRα
βij

∈ Cが与えられている時,

Rα
βij

dzi ∧ dzj ⊗ eα ⊗ e∗,β =
∑

1≤α,β≤r

∑
1≤i,j≤n

Rα
βij

dzi ∧ dzj ⊗ eα ⊗ e∗,β (0.1)

行列 (特に計量)gij の逆行列を gji と書く. ([BG13, 3章]に基づくが, この書き方はいろいろある.)

このとき
gkigjk = δij gjkg

ki = δij

である. δij は dirac delta(i = jの時 1, i 6= jの時 0)とする

Example 0.3. n次正方行列 A = (aij), B = (bjk)において, tr(AB) = tr(BA)を Einstein規約で
示す.

(AB)pq = aprb
r
q (BA)rq = brpa

p
q

なので

tr(AB) =

n∑
p=1

(AB)pp = δqp(AB)pq = δqpa
p
rb

r
q = aprb

r
p tr(BA) =

n∑
r=1

(BA)rr = δqr(BA)
r
q = δqrb

r
pa

p
q = brpa

p
r

よって等しい.

Example 0.4. Einstein規約の例.
s1U
s2U
...

srU

 =


TUV

1
1 TUV

1
2 · · · TUV

1
r

TUV
2
1 TUV

2
2 · · · TUV

2
r

...
...

. . .
...

TUV
r
1 TUV

r
2 · · · TUV

r
r



s1V
s2V
...

srV

 (0.2)
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を Einstein規約で書けば
sαU = TUV

α
βs

β
V ∀α = 1, . . . , r (0.3)

同様にして

(eV,1, eV,2, . . . , eV,r) = (eU,1, eU,2, . . . , eU,r)


TUV

1
1 TUV

1
2 · · · TUV

1
r

TUV
2
1 TUV

2
2 · · · TUV

2
r

...
...

. . .
...

TUV
r
1 TUV

r
2 · · · TUV

r
r

 (0.4)

を Einstein規約で書けば
eV,α = eU,βTUV

α
β ∀α = 1, . . . , r (0.5)
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1 複素多様体・ベクトル束

1.1 複素多様体とベクトル束

1.1.1 複素多様体とベクトル束の定義

Definition 1.1. X が n 次元複素多様体であるとは, X が第 2可算 Hausdorff 空間であり,

次の条件を満たす開被覆 U と写像 ϕU : U −→ Cn をもつことをいう.

(a) 各 U ∈ U に対して, ϕU (U) は Cn の開集合であり, ϕU は U から ϕU (U) への同相写
像である.

(b) U ∩ V 6= ∅ のとき, 座標変換

ϕV ◦ ϕ−1
U : ϕU (U ∩ V ) −→ ϕV (U ∩ V )

は正則写像である.

(z1, . . . , zn) を Cn の自然な座標系とするとき, U 上の関数

z1U = z1 ◦ ϕU , . . . , znU = zn ◦ ϕU

を U における局所座標系と呼ぶ. この局所座標系を (U, z1U , . . . , z
n
U ) と表す.

要は C∞級多様体の C∞を正則にしたものである. 以下断りがなければX は複素多様体とする.

Definition 1.2. X を n 次元複素多様体とする. E を C∞ 級の 2(n+ r) 次元実多様体と
する. C∞級写像 π : E −→ X が rank r の C∞ 級複素ベクトル束であるとは, 次の条件を
満たすことをいう.

(a) 各点 p ∈ X に対して,

Ep := π−1(p)

は r 次元の C-ベクトル空間である. この Ep を p 上の fiber と呼ぶ.

(b) 任意の点 p ∈ X に対して, p の開近傍 U と C∞ 級微分同相写像

h : π−1(U) −→ U × Cr
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が存在し, 次の図式を可換にする.

π−1(U)
h //

π
##

U × Cr

pr1
{{

U

ここで pr1 : U × Cr → U は第一射影である. 特に pr1 ◦ h = π なので各 p ∈ U に対
して

h(Ep) ⊂ {p} × Cr

であり, 制限写像による写像

hp : Ep −→ {p} × Cr pr2−→ Cr

は C-ベクトル空間の同型である. ここで pr2 : {p} × Cr → Cr は第二射影とする.

また rank 1 のベクトル束を直線束という.

E を全空間, X を底空間, π を射影と呼ぶ. また, 組 (U, h) を局所自明化と呼ぶ.

Definition 1.3. 上の定義で, 写像 π : E −→ X が rank r の正則複素ベクトル束であると
は, 次が成り立つこと

• E が n+ r 次元複素多様体で π が正則写像であり,

• (a) および (b) において, 任意の点 p ∈ X に対して, p の開近傍 U と双正則写像

h : π−1(U) −→ U × Cr

が存在し, 各 fiber 上で C-ベクトル空間の同型を誘導する

Remark 1.4. C∞ 級複素ベクトル束では, 局所自明化および変換関数は C∞ 級である. 一方, 正則
複素ベクトル束では, 全空間 E も複素多様体であり, 局所自明化は正則である.

以下 1章では, 写像などは C∞ 級を扱う. 正則にしたい場合は C∞ 級を正則に置き換えれ
ばよい. またベクトル束は複素ベクトル束を仮定する.

Example 1.5. E = X × Cr とし, π : E → X を第一射影とすれば, Eは rank rのベクトル束に
なる. これを自明束といいO⊕r

X で表す. 特にOX = X × Cとなる2

2sheafを知っている人は構造層 OX が”X × C → X の section”(後述)と対応するので, 同一視をしている.
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1.1.2 変換関数

二つの局所自明化 (U, hU ) と (V, hV ) をとる. U ∩ V 上で合成写像

hU ◦ h−1
V : (U ∩ V )× Cr h−1

V−→ π−1(U ∩ V )
hU−→ (U ∩ V )× Cr

を考える. この写像は各点 p ∈ U ∩ V に対して fiber 方向の線形同型を定める. すなわち,

TUV (p) = hU ◦ (hV )−1(p) : Cr(= π−1(p)) −→ Cr(= π−1(p))

とおくと, 写像

TUV : U ∩ V −→ GL(r,C) ここで TUV =


TUV

1
1 TUV

1
2 · · · TUV

1
r

TUV
2
1 TUV

2
2 · · · TUV

2
r

...
...

. . .
...

TUV
r
1 TUV

r
2 · · · TUV

r
r

 (1.1)

が得られる.

Definition 1.6. この TUV を, 局所自明化 (U, hU ) と (V, hV ) に関する変換関数と呼ぶ.

変換関数 TUV は次の両立条件を満たす.

(G-1) TUV TVW TWU = Idr on U ∩ V ∩W,
(G-2) TUU = Idr on U.

Remark 1.7. 逆に, X 上の開被覆 U が与えられ, 各空でない交わり U ∩ V 上に写像

TUV : U ∩ V −→ GL(r,C)

が与えられているとする. さらに, これらが両立条件

TUV TVW TWU = Idr, TUU = Idr

を満たすと仮定する. このとき, これらの変換関数をもつ rank r の複素ベクトル束を構成するこ
とができる. 構成は次の通りである. まず, 互いに交わらない和として

Ẽ =
∐
U∈U

U × Cr
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を考える. そして

(x, v) = (x,


v1

v2

...

vr

) ∈ V × Cr, (y, w) = (y,


w1

w2

...

wr

) ∈ U × Cr

に対して3, (x, v) ∼ (y, w) であることを

y = x, かつ w = TUV (x)v ⇔


w1

w2

...

wr

 =


TUV

1
1 TUV

1
2 · · · TUV

1
r

TUV
2
1 TUV

2
2 · · · TUV

2
r

...
...

. . .
...

TUV
r
1 TUV

r
2 · · · TUV

r
r



v1

v2

...

vr

 (1.2)

によって定める. 両立条件により, これは同値関係になる. 商空間

E := Ẽ/ ∼

は自然に X 上の rank r の複素ベクトル束になる.

Summary 1.8. rank r の C∞級 (resp. 正則)ベクトル束は, 開被覆X =
⋃

U∈U U と C∞

級 (resp. 正則)な変換関数 TUV : U ∩ V → GL(r,C) の組 {(U ∩ V, TUV )} で次の両立条件
を満たすものと対応する.

(G-1) TUV TVW TWU = Idr on U ∩ V ∩W,
(G-2) TUU = Idr on U.

resp.は respectively(それぞれ)の略. 論文でも同じことを何回も書くのが面倒なので, よく書か
れる.

Remark 1.9. 実際には一対一対応でない. 簡単な例は自明束 OX = X × Cに対して開被覆X =⋃
U∈U U と変換関数

TUV : U ∩ V → C \ {0} x 7→ 1

とすれば, 開被覆 Uと変換関数 TUV の組はいくらでも作れる.

しかし {(U ∩V, TUV )}にしかるべき同値条件を入れたものと一対一に対応する. Čech cohomology

の言葉を使えば

E ∈ {rank r C∞級 (or 正則)ベクトル束}/ ∼=↔ H1(X, E︸︷︷︸
GL(r,C) 値 C∞ 級 (or 正則) 関数の sheaf

) 3 [{(U∩V, TUV )}]

3座標は縦に, そして v1 のように上に書くと後々便利である.

11



となる. 特に

{rank 1の正則ベクトル束 }/ ∼=↔ H1(X, O∗︸︷︷︸
0 を値に取らない正則関数の sheaf

)

となる.左は Pic(X)とも書かれる. この同型は実はAbel群の準同型である.

1.1.3 Local frame

Definition 1.10. π : E → X を C∞ 級 (resp. 正則)複素ベクトル束とする. E の C∞

(resp. 正則) section とは, C∞ 写像 (resp. 正則写像)s : X −→ E であって,

π ◦ s = IdX

を満たすものとする.

C∞(X,E) := {E の C∞ 級 section } H0(X,E) := {E の 正則 section }

と書く.(H0(X,E)は Γ(X,E)とかくこともある. )

Definition 1.11. E → X を rank r の C∞ 級 (resp. 正則)複素ベクトル束とする. 開集
合 U ⊂ X 上の E の local frame とは, U 上の C∞ (resp. 正則) section の組

e1, . . . , er ∈ C∞(U,E)

であって, 任意の点 p ∈ U に対して

e1(p), . . . , er(p)

が fiber Ep の C-基底になるものをいう.

以下開被覆 U 上で local frame eU,1, . . . , eU,r をとる. a これを行ベクトルで書く. また記号
として

eU = (eU,1, . . . , eU,r)

とまとめて書く.

aframe は横に, そして e1 のように上に書くと後々便利である.

U ∩ V 上では, 二つの frame は同じ fiber の二つの基底を与えるので, 変換関数

TUV : U ∩ V −→ GL(r,C)

12



によって

eV = eUTUV ⇔ (eV,1, eV,2, . . . , eV,r) = (eU,1, eU,2, . . . , eU,r)


TUV

1
1 TUV

1
2 · · · TUV

1
r

TUV
2
1 TUV

2
2 · · · TUV

2
r

...
...

. . .
...

TUV
r
1 TUV

r
2 · · · TUV

r
r


(1.3)

と書ける. つまり,

eV,β =

r∑
α=1

TUV
α
βeU,α (β = 1, . . . , r)

である. これは, V の frame で見た基底ベクトルを U の frame で表した式である.

frame e を固定する. section s ∈ C∞(X,E) について,

s = eUsU =
r∑

α=1

sαUeU,α, sU =

s
1
U
...

srU

 on U

となるような U 上の C∞ 級関数 s1U , . . . , s
r
U が存在する. 同じ section s を V 上の frame eV で

s = eV sV =

r∑
β=1

sβV eV,β , sV =

s
1
V
...

srV

 on V

と書くと, U ∩ V 上で
eUsU = eV sV =

(1.3)

eUTUV sV

である. よって,

sU = TUV sV on U ∩ V ⇔


s1U
s2U
...

srU

 =


TUV

1
1 TUV

1
2 · · · TUV

1
r

TUV
2
1 TUV

2
2 · · · TUV

2
r

...
...

. . .
...

TUV
r
1 TUV

r
2 · · · TUV

r
r



s1V
s2V
...

srV

 on U ∩ V (1.4)

が成り立つ. 成分で書けば,

sαU =

r∑
β=1

TUV
α
βs

β
V (α = 1, . . . , r)

である.

逆に U 上の C∞ 級関数 s1U , . . . , s
r
U で U ∩ V 上で sU = TUV sV を満たす (つまり (1.4)(=)を満
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たす)ような関数たちは, global section s ∈ C∞(X,E) を構成する.

Summary 1.12. rank r のベクトル束 E のC∞級 (resp. 正則)な変換関数 TUV : U ∩V →
GL(r,C) とする.

local frame U 上の local frame eU = (eU,1, . . . , eU,r)について

eV = eUTUV ⇔ eV,β =

r∑
α=1

TUV
α
βeU,α (β = 1, . . . , r)on U ∩ V

global section s ∈ C∞(X,E) (resp. s ∈ H0(X,E))は次のものと対応する.

(1) U 上の C∞ 級関数 (resp. 正則関数) s1U , . . . , s
r
U で,

(2) 貼り合わせ条件

sU = TUV sV on U ∩ V ⇔ sαU =

r∑
β=1

TUV
α
βs

β
V (α = 1, . . . , r)on U ∩ V

を満たすもの.

Example 1.13. 直線束の場合は α = β = 1 となるので, 変換関数 TUV : U ∩ V → C は次の両立
条件を満たすものと対応する.

(G-1) TUV TVW TWU = 1 on U ∩ V ∩W,
(G-2) TUU = 1 on U.

これらの掛け算は行列の掛け算ではなく複素数の掛け算なので交換可能である. また

• local frame eU の変換則 eV = eUTUV .

• global section. U 上の C∞ 級関数 sU が

sU = TUV sV onU ∩ V

を満たす (つまり (1.4)(=)を満たす)ならば, これらが global section s ∈ C∞(X,E) を構成
する.

1.2 Hermite内積

Definition 1.14 (Hermite 計量). E → X を複素多様体 X 上の C∞ 級複素ベクトル束と
する. E の Hermite 計量 h = {hx}x∈X とは次を満たすものとする.

14



• 各ファイバー Ex 上の Hermite内積 hx である. つまり ξ, η ∈ Ex に対して

第一変数について C線形 h(ξ, η) = h(η, ξ), h(ξ, ξ) > 0 (ξ 6= 0)

である.

• hx が x に関して C∞ に変化する. つまり ξ, η が E の C∞ 級 sectionであるとき,

h(ξ, η) は X 上の C∞ 級関数である.

このとき (E, h) を Hermiteベクトル束 と呼ぶ.

正則なベクトル束を考えていても計量は C∞級である.

開被覆 U をとり, U 上の E の local frameを

eU = (eU,1, . . . , eU,r)

とする. 重なり U ∩ V 上で
eV = eUTUV

と書く. ここで
TUV : U ∩ V −→ GL(r,C)

は E の変換関数である.

すると Hermite 計量 h は, 各 U 上で行列値関数

hU = (hU,αβ) =


hU,11 hU,12 · · · hU,1r
hU,21 hU,22 · · · hU,2r
...

...
. . .

...

hU,r1 hU,r2 · · · hU,rr

 : U → GL(r,C), ここで hU,αβ := h(eU,α, eU,β)

(1.5)

により表される. 各点で hU は正定値 Hermite行列であり, 定義 1 から hαβ = hβα, 定義 2 から
C∞ 級である.

貼り合わせ条件を見る.

hV αβ = h(eV,α, eV,β) = h

 r∑
γ=1

TUV
γ
αeU,γ ,

r∑
δ=1

TUV
δ
βeU,δ

 =
r∑

γ=1

r∑
δ=1

TUV
γ
αTUV

δ
β h(eU,γ , eU,δ)︸ ︷︷ ︸

=:hU,γδ

(1.6)

であるので
hV = tTUV hU TUV ⇔ hV αβ = TUV

γ
αhU,γδTUV

δ
β (1.7)
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が成り立つ. 行列で書くと
hV,11 hV,12 · · · hV,1r
hV,21 hV,22 · · · hV,2r
...

...
. . .

...

hV,r1 hV,r2 · · · hV,rr



= t


TUV

1
1 TUV

1
2 · · · TUV

1
r

TUV
2
1 TUV

2
2 · · · TUV

2
r

...
...

. . .
...

TUV
r
1 TUV

r
2 · · · TUV

r
r



hU,11 hU,12 · · · hU,1r
hU,21 hU,22 · · · hU,2r
...

...
. . .

...

hU,r1 hU,r2 · · · hU,rr



TUV

1
1 TUV

1
2 · · · TUV

1
r

TUV
2
1 TUV

2
2 · · · TUV

2
r

...
...

. . .
...

TUV
r
1 TUV

r
2 · · · TUV

r
r


(1.8)

逆に, 各 U 上の正定値 Hermite行列値 C∞ 関数 hU が貼り合わせ条件 (1.7) を満たすと, それら
は大域的な Hermite 計量 を定める.

Summary 1.15. rank r のベクトル束 Eの変換関数 TUV : U ∩ V → GL(r,C) とする時,

EのHermite 計量 hは, C∞級写像

hU : U → GL(r,C),

で, 各点で hαβ = hβαとなる正定値 Hermite行列であり, 貼り合わせ条件

hV = tTUV hU TUV ⇔ hV αβ = TUV
γ
αhU,γδTUV

δ
βon U ∩ V

を満たすものと対応する

Example 1.16 (直線束の場合). r = 1 の場合は TUV = TUV
1
1 なので, 添え字 α, β を無視するこ

とができる. また
h(eU , eU ) > 0

という条件より次が言える.

直線束 E に計量 h を与えることは, U 上の C∞ 級関数 hU : U → R>0 で貼り合わせ条件

hV =
(1.7)

TUV hUTUV = |TUV |2hU

を満たすものの集まりを与えることに同じである.
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1.3 双対束, 直和束, テンソル積束, 複素共役束, 自己準同型束

ベクトル束の双対束をまとめておく. 大事なのは双対束, テンソル積束, 自己準同型束, 行列式束で
ある. 直和束は Chern類を定めるときに出てくる. 複素共役束は微分形式の定義に必要なだけで
重要でない.

Definition 1.17 (双対束, 直和束, テンソル積束, 複素共役束, 自己準同型束). X を複素多
様体とし, E1 → X, E2 → X をそれぞれ rank r, s の複素ベクトル束とする. 開被覆 U 上
で E1, E2 の local frame を

eU = (eU,1, . . . , eU,r), fU = (fU,1, . . . , fU,s)

と書き, 重なり U ∩ V 上で

eV = eUT
E1
UV , fV = fUT

E2
UV

とする. ここで

TE1
UV : U ∩ V → GL(r,C), TE2

UV : U ∩ V → GL(s,C)

はそれぞれ E1, E2 の変換関数である. この規約のもとで, 以下のベクトル束は変換関数に
よって自然に定義する.

1. 双対束. E1 の双対束 E∗
1 → X は (E∗

1)p := HomC((E1)p,C) をファイバーにもつベク
トル束である.

• local frame. e∗U = (e1U , . . . , e
r
U ) ただし eαU (eU,β) = δαβ として定義する.

• 変換関数 T
E∗

1
UV = t(TE1

UV )
−1. つまり双対をとると変換関数は逆行列の転置になり,

e∗V = e∗U
t(TE1

UV )
−1.

• 計量 E∗
1 には

h∗(eαU , e
β
U ) = h−1(eαU , e

β
U ) = hβα

という計量が入る. h の局所表示を

hU = (hU,αβ), hU,αβ := h(eU,α, eU,β)

とすると
H∗

U (e
α
U , e

β
U ) = hβα

という計量が入る.

2. 直和束. E1 と E2 の直和束 E1 ⊕E2 → X は (E1 ⊕E2)p := (E1)p ⊕ (E2)p をファイ
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バーにもつベクトル束である.

• local frame.(eU , fU ) = (eU,1, . . . , eU,r, fU,1, . . . , fU,s)

• 変換関数
TE1⊕E2
UV =

(
TE1
UV 0

0 TE2
UV

)
.

直和束では, E1 成分と E2 成分がそれぞれ独立に変換する. つまり

(eV , fV ) = (eU , fU )

(
TE1
UV 0

0 TE2
UV

)
.

• 計量 E1 ⊕ E2には
hE1⊕E2 :=

(
hE1 0

0 hE2

)
という計量が入る.

3. テンソル積束. E1と E2のテンソル積束 E1⊗E2 → X は (E1⊗E2)p := (E1)p⊗C(E2)p
をファイバーにもつベクトル束である.

• local frame. eU ⊗ fU = (eU,α ⊗ fU,γ)1≤α≤r, 1≤γ≤s

• 変換関数 TE1⊗E2
UV = TE1

UV ⊗ TE2
UV . 右辺は行列の Kronecker 積である. 一般にこ

れを書くのは難しい.

• 計量 E1 ⊗ E2 には

hE1⊗E2(eU,α ⊗ fU,γ , eU,β ⊗ fU,δ) = hE1(eU,α, eU,β)h
E2(fU,γ , fU,δ)

という計量が入る.

4. 直線束とのテンソル積. 特に E2 = L が直線束である場合, L の local frameを lU と
すると, テンソル積 E1 ⊗ L は簡単に書ける.

• local frame. eU ⊗ lU = (eU,1 ⊗ lU , . . . , eU,r ⊗ lU )

• 変換関数 TE1⊗L
UV = TL

UV T
E1
UV . 右辺は行列 TE1

UV のスカラー TL
UV 倍である. 特に

変換則は
eV ⊗ lV = eU ⊗ lU (T

E1
UV T

L
UV ).

• 計量 E1 ⊗ L には

hE1⊗L(eU,α ⊗ lU , eU,β ⊗ lU ) = hE1(eU,α, eU,β)h
L(lU , lU )

という計量が入る.

5. 外積束. E1 の k 次外積束 ∧k E1 → X は (
∧k E1)p :=

∧k(E1)p をファイバーにもつ
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ベクトル束である. ここで E1 は 0 ≤ k ≤ r とする.

• local frame.
∧k eU = (eU,α1 ∧ · · · ∧ eU,αk

)1≤α1<···<αk≤r で与えられる. 特に
rank

(∧k E1

)
=
(
r
k

) である.

• 変換関数. T
∧k E1

UV =
∧k TE1

UV である. 右辺は行列 TE1
UV から誘導される外積表示

である. 一般にこれを書くのはやや複雑である.

• 計量: 多重添字 I = (α1 < · · · < αk) に対して

eU,I := eU,α1 ∧ · · · ∧ eU,αk

と書く. hU = (hU,αβ), hU,αβ := h(eU,α, eU,β) とすると,
∧k h の行列 h∧kU は

(h∧kU )IJ = (

k∧
h)(eU,I , eU,J) = det

(
hU,αaβb

)
1≤a,b≤k

で与えられる.

6. 行列式束. E1 の r 次外積束 detE1 → X は (detE1)p :=
∧r(E1)p をファイバーにも

つ rank 1 のベクトル束である.

• local frame.
∧r eU = (eU,1 ∧ · · · ∧ eU,r)

• 変換関数. T detE1
UV = detTE1

UV

• detE1 には

hdetE1(eU,1 ∧ · · · ∧ eU,r, eU,1 ∧ · · · ∧ eU,r) = det
(
hU,αβ

)
1≤α,β≤r

という計量が入る
7. 複素共役ベクトル束. E1 の複素共役ベクトル束 E1 → X は, 各点 p ∈ X において集
合としては (E1)p と同じファイバーをもち, スカラー倍を

λ ·(E1)p
v := λ ·(E1)p v (λ ∈ C, v ∈ (E1)p)

で定めたベクトル束である.

• local frame. eU = (eU,1, . . . , eU,r)

• 変換関数 TE1
UV = TE1

UV で, 変換則は

eV = eU T
E1
UV .

• E1 には
hE1(eU,α, eU,β) = hU,αβ = hU,βα

という計量が入る.

19



8. 自己準同型束. E1 の自己準同型束を End(E1) := Hom(E1, E1) とする. これは

End(E1)p := EndC((E1)p) = HomC((E1)p, (E1)p)

をファイバーにもつ rank r2 の複素ベクトル束である. 自然な同型により End(E1) は
E∗

1 ⊗ E1 ともみなせるので, 次が言える.

• local frame. eαU ⊗ eU,β 1 ≤ α, β ≤ r

• 変換関数 T
E∗

1
UV ⊗ TE1

UV = t(TE1
UV )

−1 ⊗ TE1
UV . 右辺は行列の Kronecker 積である.

一般にこれを書くのは難しい.

• 計量: End(E1) = E∗
1 ⊗ E1 には

hEnd(E1)(eU,α ⊗ eγU , eU,β ⊗ eδU ) = hE1(eU,α, eU,β)h
E∗

1 (eγU , e
δ
U ) = hU,αβh

δγ

という計量が入る
9. 引き戻し (Pull-back). f : Y → X を C∞ 級写像とする. Y 上のベクトル束
f∗E1 → Y は

(f∗E1)y := (E1)f(y)

をファイバーにもつベクトル束である.

• local frame. f−1(U) 上の local frame f∗eU = (f∗eU,1, . . . , f
∗eU,r)

• 変換関数.

T f∗E1

UV = (f∗TE1
UV ) := (TE1

UV ◦ f) : f−1(U) ∩ f−1(V ) → GL(r,C).

• f∗(E1) には

hf
∗
(f∗eU,α, f

∗eU,β) = f∗(hE1(eU,α, eU,β)) := hE1(eU,α, eU,β) ◦ f

という計量が入る.

Example 1.18. E1, E2 の rankが 1 の場合 (つまり直線束の場合)はもっと簡単になる.

• 双対 E∗
1 は変換関数 (TE1

UV )
−1 の直線束である.

• 直和束 E1 ⊕ E2 は変換関数
TE1⊕E2
UV =

(
TE1
UV 0

0 TE2
UV

)
のランク 2 のベクトル束である.

• 直線束たちのテンソル積 E1 ⊗ E2 は変換関数 TE1
UV T

E2
UV の直線束である. 特に E1 = E2 の

場合は変換関数 (TE1
UV )

2 の直線束である. これを E⊗2
1 とも書く.

• 複素共役ベクトル束 E1 は変換関数 TE1
UV となる直線束である.
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• 自己準同型束 End(E1) は変換関数 T
E∗

1
UV ⊗ TE1

UV = t(TE1
UV )

−1 ⊗ TE1
UV = 1 となる直線束であ

る. つまり自明束 OX である.

1.4 ベクトル束の例

Example 1.19. X を n 次元複素多様体とする. (U, z1U , . . . , z
n
U ) に対して, U 上の正則ベクトル

束 ΩX で ΩX |U の local frame は

eU =
(
dz1U , . . . , dz

n
U

)
となるものがある. これは

TUV : U ∩ V −→ GL(n,C) p 7→ TUV (p) :=

(
∂zjV
∂ziU

(p)

)
1≤i,j≤n

=



∂z1V
∂z1U

∂z2V
∂z1U

· · · ∂znV
∂z1U

∂z1V
∂z2U

∂z2V
∂z2U

· · · ∂znV
∂z2U

...
...

. . .
...

∂z1V
∂znU

∂z2V
∂znU

· · · ∂znV
∂znU

 (p)

(1.9)

を変換関数として

ΩX :=
∐
U∈U

U × Cn/ ∼ (x, v) ∼ (y, w) ⇔ y = x, かつ w = TUV (x)v

と定義すればよい. 二つの局所座標系 (U, z1U , . . . , z
n
U ), (V, z

1
V , . . . , z

n
V ) を考える. U ∩ V 上では,

chain rule により

eV = eUTUV ⇔
(
dz1V , . . . , dz

n
V

)
=
(
dz1U , . . . , dz

n
U

)


∂z1V
∂z1U

∂z2V
∂z1U

· · · ∂znV
∂z1U

∂z1V
∂z2U

∂z2V
∂z2U

· · · ∂znV
∂z2U

...
...

. . .
...

∂z1V
∂znU

∂z2V
∂znU

· · · ∂znV
∂znU

⇔ dzjV =
n∑

i=1

∂zjV
∂ziU

dziU ∀j

(1.10)

が成り立つ.

Definition 1.20. このように定義された ΩX を正則余接ベクトル束という. (Ω1
X , T

∗X と
も書く.) 変換関数 TUV が正則なので, これは正則ベクトル束である.

その C∞ (resp. 正則)sectionは, 局所的には C∞ (resp. 正則) 1-形式

f1,Udz
1
U + · · ·+ fn,Udz

n
U

として表される.
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ΩX 上の C∞ 級 (正則)global section C∞(X,ΩX) は, U 上の C∞ 級 (正則)関数 s1U , . . . , s
n
U で

sU = TUV sV on U ∩ V ⇔


s1U
s2U
...

snU

 =



∂z1V
∂z1U

∂z2V
∂z1U

· · · ∂znV
∂z1U

∂z1V
∂z2U

∂z2V
∂z2U

· · · ∂znV
∂z2U

...
...

. . .
...

∂z1V
∂znU

∂z2V
∂znU

· · · ∂znV
∂znU




s1V
s2V
...

snV


を満たすものとして与えられる. U ∩ V 上で sU = TUV sV を満たす (つまり (1.4)(=)を満たす)

ような関数たちは, global section s ∈ C∞(X,E) を構成する.

Definition 1.21. ΩX の双対ベクトル束 TX を正則接ベクトル束といい, TX で表す

TX の local frameは (
∂

∂z1U
, . . . ,

∂

∂znU

)
で与えられる.

Example 1.22 (標準束). X を n 次元複素多様体とする. 局所座標系 (U, z1U , . . . , z
n
U ) に対して,

U 上の正則直線束で, KX |U の local frame が

eU = dz1U ∧ · · · ∧ dznU

で与えられるものを考える. これは正則余接ベクトル束 ΩX の最高外積

KX := detΩX =

n∧
ΩX

として定義される. したがって KX は rank 1 の正則ベクトル束, すなわち正則直線束である.

二つの局所座標系 (U, z1U , . . . , z
n
U ), (V, z

1
V , . . . , z

n
V ) を考える. U ∩ V 上では, chain rule により

dz1V ∧ · · · ∧ dznV = det

(
∂zjV
∂ziU

)
1≤i,j≤n

dz1U ∧ · · · ∧ dznU (1.11)

となる. つまり
eV = eU T

KX
UV
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が成り立つ. ここで KX の変換関数は TKX
UV : U ∩ V −→ GL(1,C) = C× であり,

TKX
UV (p) := det

(
∂zjV
∂ziU

(p)

)
1≤i,j≤n

= det



∂z1V
∂z1U

∂z2V
∂z1U

· · · ∂znV
∂z1U

∂z1V
∂z2U

∂z2V
∂z2U

· · · ∂znV
∂z2U

...
...

. . .
...

∂z1V
∂znU

∂z2V
∂znU

· · · ∂znV
∂znU

 (p)

である. したがって
KX :=

∐
U∈U

U × C/ ∼

とおき,

(x, v)U ∼ (y, w)V ⇐⇒ y = x, かつ w = TKX
UV (x)v

と定義すれば, KX は正則直線束になる.

Definition 1.23. このように定義された正則直線束

KX = detΩX =

n∧
ΩX

を X の標準束という. また KX は Ωn
X とも書く. 変換関数 TUV が正則なので, これは正

則直線束である.

その C∞ (resp. 正則)sectionは, 局所的には C∞ (resp. 正則) n-形式

fUdz
1
U ∧ · · · ∧ dznU

として表される.

KX 上の C∞ 級, あるいは正則 global section は, 各 U 上の C∞ 級, あるいは正則関数 fU に
よって

s|U = fUeU = fUdz
1
U ∧ · · · ∧ dznU

と表される. これらが global section を定めるための貼り合わせ条件は

fU = TKX
UV fV ⇔ fU = det

(
∂zjV
∂ziU

)
1≤i,j≤n

fV on U ∩ V

である. したがって, この条件を満たす局所関数 fU たちは global section s ∈ C∞(X,KX) を構
成する.
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2 微分形式・接続と曲率

2.1 微分形式

(p, q)-formを定義する前に, まずは簡単な (1, 1)-formを定義する.

Definition 2.1 ((1, 1)-form). X を n次元複素多様体とし,局所正則座標を (U, z1U , . . . , z
n
U )

とする. 局所的に
n∑

i,j=1

fij dz
i
U ∧ dzjU

と書ける微分形式を (1, 1)-formという. ここで fij は U 上の C∞ 級関数である. (1, 1)-form

全体の空間をA1,1(X) と表す.

ベクトル束の言葉で言うと,

• 正則余接ベクトル束を Ω1
X = Ω1,0

X とする. local frameは (dz1U , . . . , dz
n
U ) である.

• その複素共役ベクトル束をΩ1
X = Ω0,1

X とする. local frameは (dz1U , . . . , dz
n
U ) となる.

Ω1,1
X := Ω1,0

X ⊗ Ω0,1
X

として, Ω1,1
X の C∞ 級 global sectionを (1, 1)-form といい,

A1,1(X) := C∞(X,Ω1,1
X )

と定義する. ただし, 自然な写像

Ω1,0
X ⊗ Ω0,1

X −→
2∧
(T ∗

X ⊗R C)

によって, dziU ⊗ dzjUを dziU ∧ dzjUとみなす.

A1,1(X)を局所的に書いてみよう. (1, 1)-form は Ω1,1
X の C∞ 級 globalsectionのことである. 局

所座標 (U, z1U , . . . , z
n
U ) 上では, ϕ ∈ A1,1(X) は

ϕ|U =

n∑
i,j=1

ϕU,ij dz
i
U ∧ dzjU

と書ける. ここで ϕU,ij は U 上の C∞ 級関数である. 重なり U ∩ V 上では

dzkV =

n∑
i=1

∂zkV
∂ziU

dziU , dzℓV =

n∑
j=1

∂zℓV
∂zjU

dzjU
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なので, 貼り合わせ条件は

ϕU,ij =

n∑
k,ℓ=1

∂zkV
∂ziU

∂zℓV
∂zjU

ϕV,kℓ (1 ≤ i, j ≤ n) (2.1)

である. すなわち, 局所的に ∑
i,j

ϕij dz
i ∧ dzj

と書け, 座標変換に対して上の変換法則 (2.1)を満たすものが (1, 1)-form である.

例えば f ∈ C∞(X) に対して,

∂∂f |U :=

n∑
i,j=1

∂2f

∂ziU∂z
j
U

dziU ∧ dzjU

は (1, 1)-form である.

Definition 2.2 ( (p, q)-form). X を n次元複素多様体とし,局所正則座標を (U, z1U , . . . , z
n
U )

とする.

dzIU = dzi1U ∧ · · · ∧ dzipU , dzJU = dzj1U ∧ · · · ∧ dzjqU
と書く. ここで I = (i1 < · · · < ip), J = (j1 < · · · < jq) である. 局所的に∑

|I|=p, |J |=q

fIJ dz
I
U ∧ dzJU

と書ける微分形式を (p, q)-form といい, Ap,q(X)と表す.

ベクトル束の言葉で言うと
• 正則余接ベクトル束を Ω1

X = Ω1,0
X とする. local frameは (dz1U , . . . , dz

n
U ) である.

• その複素共役ベクトル束をΩ1
X = Ω0,1

X とする. local frameは (dz1U , . . . , dz
n
U ) となる.

Ωp,q
X :=

p∧
Ω1,0
X ⊗

q∧
Ω0,1
X

として, Ωp,q
X の C∞ 級 globalsectionを (p, q)-form といい,

Ap,q(X) := C∞(X,Ωp,q
X )

と定義する.

ただし, 自然な写像
p∧
Ω1,0
X ⊗

q∧
Ω0,1
X −→

p+q∧
(T ∗

X ⊗R C)

によって, dzIU ⊗ dzJUを dzIU ∧ dzJUとみなす.
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Example 2.3 ((1, 0)-form の場合). 上の定義で p = 1, q = 0 とすると,

Ω1,0
X =

1∧
Ω1,0
X ⊗

0∧
Ω0,1
X = Ω1,0

X = Ω1
X

である. したがって (1, 0)-form とは, 正則余接ベクトル束 Ω1
X の C∞ 級 globalsectionのことで

ある. 局所座標 (U, z1U , . . . , z
n
U ) 上では, ϕ ∈ A1,0(X) は

ϕ|U =

n∑
i=1

ϕU,i dz
i
U

と書ける. ここで ϕU,i は U 上の C∞ 級関数である. 重なり U ∩ V 上では

dzkV =
n∑

i=1

∂zkV
∂ziU

dziU

なので, 貼り合わせ条件は

ϕU,i =
n∑

k=1

∂zkV
∂ziU

ϕV,k (1 ≤ i ≤ n)

である. すなわち, 局所的に ∑
i

ϕidz
i

と書け, 座標変換に対して上の変換法則を満たすものが (1, 0)-form である.

例えば f ∈ C∞(X) に対して,

∂f |U =
n∑

i=1

∂f

∂ziU
dziU

は (1, 0)-form である. もし f が正則関数ならば, ∂f = df となる.

2.1.1 実数値微分形式との対応

Proposition 2.4. X を n 次元複素多様体とする. Ak(X) を複素数値の k-form の空間と
する. このとき

Ak(X) =
⊕

p+q=k

Ap,q(X)

証明の概略. きちんと証明するなら概複素構造の部分の話が必要なので, あらすじだけを述べる.

Ak(X) の元は, 局所正則座標 (U, z1U , . . . , z
n
U ) に対して

zjU = xjU +
√
−1yjU
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と書くと, η ∈ Ak
R(X) は局所的に

η|U =
∑

|I|+|J |=k

fU,IJ dx
I
U ∧ dyJU

と書ける. そこで
dzjU = dxjU +

√
−1dyjU , dzjU = dxjU −

√
−1dyjU

となることを用いて代入すれば,4 local frameは複素数値微分形式は dzjU と dzjU を用いて書くこ
とができる.

Example 2.5. η ∈ A1(X) は局所的に

η|U =

n∑
i=1

fU,i(x, y) dx
i
U +

n∑
i=1

gU,i(x, y) dy
i
U

と書ける. これに
dzjU = dxjU +

√
−1dyjU , dzjU = dxjU −

√
−1dyjU

を代入すれば,

η|U =
n∑

i=1

FU,i(z) dz
i
U︸ ︷︷ ︸

(1,0)form

+
n∑

i=1

GU,i(z, z) dz
i
U︸ ︷︷ ︸

(0,1)-form

2.1.2 外微分と ∂, ∂.

まず k = 0の場合の外微分に関して述べる.

Definition 2.6.

∂ : A0(X) → A1,0(X) ∂ : A0(X) → A0,1(X)

を次のように定義する.

局所正則座標 (z1, . . . , zn) をとり, 関数 f ∈ C∞(U) = A0(U) に対して

∂f =
n∑

i=1

∂f

∂zi
dzi, ∂f =

n∑
i=1

∂f

∂zi
dzi

と定義する. ここで ∂f は (1, 0)-form であり, ∂f は (0, 1)-form である.

4この部分に gapがある. この部分を正当化するのに外複素構造 J の話がいる. 私はこの部分の議論が苦手なので,
授業ではやらない.
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この時外微分とは d : A0(X) → A1(X)とは

df = ∂f + ∂f

のように対応する

最後の df = ∂f + ∂f に関してはきちんと証明するなら概複素構造の部分の話が必要なので省略
一般に関しては次のように定義する.

Definition 2.7. (p, q)-form α が局所的に

α =
∑

|I|=p, |J |=q

αIJ dz
I ∧ dzj

と書かれているとする. ここで I = (i1 < · · · < ip), J = (j1 < · · · < jq) とし,

dzI = dzi1 ∧ · · · ∧ dzip , dzj = dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq

と書く. このとき

∂α =
∑

|I|=p, |J |=q

n∑
i=1

∂αIJ

∂zi
dzi ∧ dzI ∧ dzj ∈ Ap+1,q(X)

∂α =
∑

|I|=p, |J |=q

n∑
i=1

∂αIJ

∂zi
dzi ∧ dzI ∧ dzj ∈ Ap,q+1(X)

である. この作用素は globalに定まり

∂ : Ap,q(X) −→ Ap+1,q(X), ∂ : Ap,q(X) −→ Ap,q+1(X)

を定める.

X を複素多様体とする. C∞ 級微分形式全体には外微分

d : Ak(X) −→ Ak+1(X)

が定まる. 複素多様体上では微分形式を (p, q)-型に分解できるので,

Ak(X) =
⊕

p+q=k

Ap,q(X)
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と書ける. この分解に関して, 外微分 d は

d = ∂ + ∂

∂ :
⊕

p+q=k

Ap,q(X) →
⊕

p+q=k

Ap+1,q(X) ∂ :
⊕

p+q=k

Ap,q(X) →
⊕

p+q=k

Ap,q+1(X)

と分解される. つまり, ∂ は正則方向の次数を 1 つ上げる微分作用素であり, ∂ は反正則方
向の次数を 1 つ上げる微分作用素である.

外微分は d2 = 0 を満たす. d = ∂ + ∂ と型の分解を用いると,

∂2 = 0, ∂
2
= 0, ∂∂ + ∂∂ = 0

が従う. 特に ∂ は
Ap,0(X)

∂−→ Ap,1(X)
∂−→ Ap,2(X)

∂−→ · · ·

という複体を定める. また, f ∈ C∞(U) が正則であることは

∂f = 0

と同値である. この意味で, ∂ は正則性を測る基本的な微分作用素である.

2.1.3 E-値微分形式

Definition 2.8 (E-値微分形式). X を n 次元複素多様体とし, E → X を複素ベクトル束
とする. E-値 (p, q)-form の空間を

Ap,q(E) := C∞(X,Ωp,q
X ⊗ E)

と定義する. 局所的に書けば, E の local frameを (e1, . . . , er) とすると, ϕ ∈ Ap,q(E) は

ϕ =

r∑
α=1

ϕα ⊗ eα, ϕα ∈ Ap,q(U)

と書ける. さらに局所座標 (z1, . . . , zn) を用いると,

ϕ =
r∑

α=1

∑
|I|=p
|J |=q

ϕα
IJ
dzI ∧ dzj ⊗ eα
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と書ける. ここで ϕα
IJ
は C∞ 級関数である.

また X 上の E に値をもつ k-form の空間を

Ak(E) =
⊕

p+q=k

Ap,q(E)

と定義する.

微分形式の時と同様に ϕ ∈ Ap,q(E)について

∂ϕ =
r∑

α=1

∂ϕα ⊗ eα =
r∑

α=1

 ∑
|I|=p, |J |=q

n∑
i=1

∂ϕα
IJ

∂zi
dzi ∧ dzI ∧ dzj

⊗ eα ∈ Ap+1,q(E)

∂ϕ =

r∑
α=1

∂ϕα ⊗ eα =

r∑
α=1

 ∑
|I|=p, |J |=q

n∑
i=1

∂ϕα
IJ

∂zi
dzi ∧ dzI ∧ dzj

⊗ eα ∈ Ap,q+1(E)

である. この作用素は globalに定まり

∂ : Ap,q(E) −→ Ap+1,q(E), ∂ : Ap,q(E) −→ Ap,q+1(E)

を定める. そして
d := ∂ + ∂ : Ak(E) −→ Ak+1(E)

と定める. ∂ は正則方向の次数を 1 つ上げる微分作用素であり, ∂ は反正則方向の次数を 1

つ上げる微分作用素である.

例えば p = q = 1の時, ϕ ∈ Ap,q(E)は局所座標 (U, z1U , . . . , z
n
U ) ，E の local frameを (e1, . . . , er)

として, U 上で

ϕ|U =

r∑
α=1

ϕα︸︷︷︸
∈A1,1(X)

⊗eα =

r∑
α=1

 n∑
i,j=1

ϕU,ij
αdziU ∧ dzjU

⊗ eα

と書ける. ここで ϕU,ij
α は U 上の C∞ 級関数であり, しかるべき貼り合わせ条件を満たす.
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2.2 接続と曲率の定義

2.2.1 接続

Definition 2.9 (接続). C∞ 級の複素ベクトル束E 上の接続とは, C-線形写像

D : A0(E) −→ A1(E)

であって, 任意の f ∈ A0(X) と σ ∈ A0(E) に対して Leibniz 則

D(fσ) = df ⊗ σ + fDσ

を満たすものをいう.

Example 2.10. E が自明束 OX のとき,

d : A0(OX) = A0(X) −→ A1(OX) = A1(X), f 7→ df

が接続を与える.

次に, 接続を local frameと変換関数を用いて書く. 開被覆 U = {U}をとる. U 上で E の local

frameを eU = (eU,1, . . . , eU,r) とし, 重なり U ∩ V 上で

eV = eUTUV

とする. ここで TUV : U ∩ V −→ GL(r,C) は E の変換関数である. すると

D(eU,α) = DeU,α︸ ︷︷ ︸
∈A1(E)

=
r∑

β=1

AU
β
αeU,β (2.2)

となる 1次微分形式たちAU
β
αがある.

Definition 2.11. U 上の r × r行列値 1-form

AU :=


AU

1
1 AU

1
2 · · · AU

1
r

AU
2
1 AU

2
2 · · · AU

2
r

...
...

. . .
...

AU
r
1 AU

r
2 · · · AU

r
r

 (2.3)

を接続 D の eU に関する connection form という.
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定義からD(eU,α) =
∑r

β=1AU
β
αeU,β であり, 行列でかくと

DeU = eUAU ⇔ (DeU,1, . . . , DeU,r) = (eU,1, . . . , eU,r)


AU

1
1 AU

1
2 · · · AU

1
r

AU
2
1 AU

2
2 · · · AU

2
r

...
...

. . .
...

AU
r
1 AU

r
2 · · · AU

r
r

 (2.4)

が成り立つ.

さて, section σ ∈ A0(E|U ) を
σ = eUuU =

r∑
α=1

uαeU,α

と書くと,

Dσ =
Leibniz 則

eU (duU +AUuU ) =
r∑

α=1

duα +
r∑

β=1

uβAU
α
β

 eU,α

である. つまり local frame eU では,

D = d+AU : u 7→ duU +AUuU

と書ける.

重なり U ∩ V 上で eV = eUTUV であることから, connection form は

AV = T−1
UVAUTUV + T−1

UV dTUV (2.5)

と変換する.

計量と同じく次が言える.

Summary 2.12. 接続Dを与えることは, U 上の r × r行列値 1-form AU であって, 貼り
合わせ条件 (2.5)を満たすものと対応する.

複素多様体上で d : A0(X) → A1(X) が

d = ∂ + ∂, ∂ : A0,0(X) −→ A1,0(X), ∂ : A0,0(X) −→ A0,1(X)

と分解できる. これと同様に, 接続も型に従って

D = D′ +D′′, D′ : A0,0(E) −→ A1,0(E), D′′ : A0,0(E) −→ A0,1(E)
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と分解できる. したがって, Leibniz 則を bidegree に従って分解すると,

D′(σϕ) = D′σ ∧ ϕ+ σ ∂ϕ,

D′′(σϕ) = D′′σ ∧ ϕ+ σ ∂ϕ
σ ∈ A0(E), ϕ ∈ A0(X)

を得る. 型分解
AU = A1,0

U +A0,1
U

を用いると,

A1,0
V = T−1

UVA
1,0
U TUV + T−1

UV ∂TUV , A0,1
V = T−1

UVA
0,1
U TUV + T−1

UV ∂TUV

である. したがって, local frame eU に関して

D′ = ∂ +A1,0
U , D′′ = ∂ +A0,1

U

と書ける.

2.2.2 曲率

接続 D は E-値微分形式全体に自然に拡張される. σ ∈ A0(E), ϕ ∈ Ak に対して

D(σϕ) := Dσ︸︷︷︸
∈A1(E)

∧ ϕ︸︷︷︸
∈Ak(X)

+ σ︸︷︷︸
∈A0(E)

dϕ︸︷︷︸
∈Ak+1(X)

= (−1)kϕ ∧Dσ + dϕσ ∈ Ak+1(E)

と定め, 線形性により
D : Ak(E) −→ Ak+1(E)

を得る.

Definition 2.13 (曲率). End(E)-値 2-form

F = D ◦D : A0(E) → A2(E)

を D の曲率という.

次に, 接続を local frameと変換関数を用いて書く. 開被覆 U = {U}とする. U 上で E の local

frameを eU = (eU,1, . . . , eU,r) とし, 重なり U ∩ V 上で

eV = eUTUV
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とする. ここで TUV : U ∩ V −→ GL(r,C) は E の変換関数である. すると

F (eU,α) =
定義

D(DeU,α) =
(2.2)

D

 r∑
β=1

AU
β
αeU,β


=
定義

−
r∑

β=1

AU
β
α ∧ DeU,β︸ ︷︷ ︸

=
∑r

γ=1 AU
γ
βeU,γ

+

r∑
β=1

dAU
β
αeU,β

=
(2.2)

−
r∑

β,γ=1

AU
β
α ∧AU

γ
βeU,γ +

r∑
β=1

dAU
β
αeU,β

=
添え字変更

r∑
β=1

−
r∑

γ=1

AU
γ
α ∧AU

β
γ + dAU

β
α

 eU,β

=
外積

r∑
β=1


r∑

γ=1

AU
β
γ ∧AU

γ
α︸ ︷︷ ︸

=(A∧A)βα

+dAU
β
α

 eU,β =
r∑

β=1

(dAU +AU ∧AU )
β
α eU,β

(2.6)

まとめると以下の補題を得る.

Lemma 2.14. eU に関する curvature form RU を

F (eU,α) =

r∑
β=1

RU
β
αeU,β

で定めるとき, RU は r × r行列値 2-formであり,

RU = dAU +AU ∧AU ⇔ RU
β
α = dAU

β
α +

r∑
γ=1

AU
β
γ ∧AU

γ
α

を満たす.

Lemma 2.15. F ∈ C∞(A2(End(E))) つまり曲率は End(E)値微分 2形式である.

Proof. F は U 上で表すと

F (eU,α) =

r∑
β=1

RU
β
αeU,β ⇔ F =

∑
α,β

RU
β
αe

∗,α
U ⊗ eU,β
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である. RU
β
αは U 上の C∞関数である. よって示すべきことは貼り合わせ条件∑

α,β

RV
β
αe

∗,α
V ⊗ eV,β =

∑
α,β

RU
β
αe

∗,α
U ⊗ eU,β

を満たすこと, 同値的にEの変換関数は TE
UV として r∑

α,β=1

TUV
b
βRV

β
α(T

−1
UV )

α

a

 = RU
b
a ⇔ TUVRV T

−1
UV = RU

を満たすことである. RU = dAU +AU ∧AU と (2.5)を用いて計算すると

RU = TUVRV T
−1
UV

が導ける.

計量と同じく次が言える.

Summary 2.16. 接続Dを与えることは, U 上の r × r行列値 1-form AU であって, 貼り
合わせ条件 (2.5)を満たすものと対応する.

同様にして

D = D′ +D′′ D′ : Ap,q(E) −→ Ap+1,q(E), D′′ : Ap,q(E) −→ Ap,q+1(E)

と分解できる. したがって, Leibniz 則を bidegree に従って分解すると,

D′(σϕ) = D′σ ∧ ϕ+ σ ∂ϕ,

D′′(σϕ) = D′′σ ∧ ϕ+ σ ∂ϕ
σ ∈ A0(E), ϕ ∈ Ap,q(X)

を得る.

型に従って分解すると,

R = D′ ◦D′︸ ︷︷ ︸
A0,0(E)→A2,0(End(E))

+(D′ ◦D′′ +D′′ ◦D′)︸ ︷︷ ︸
A0,0(E)→A1,1(End(E))

+ D′′ ◦D′′︸ ︷︷ ︸
A0,0(E)→A0,2(End(E))

となる. ここで

D′ ◦D′ ∈ A2,0(End(E)), D′ ◦D′′ +D′′ ◦D′ ∈ A1,1(End(E)), D′′ ◦D′′ ∈ A0,2(End(E))

である. また
RU = R2,0

U +R1,1
U +R0,2

U
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と分解される.

2.3 Chern接続・Chern曲率

ここから正則性が必要になるので, ベクトル束は正則ベクトル束とする.

理由は正則な変換関数と local frame eU の存在が下の一つ目の条件に必要だから.

Proposition 2.17 (Chern 接続 の存在と一意性). E → X を正則ベクトル束とし, h を E

上の Hermite 計量 とする. このとき次を満たす接続 Dh がただ一つ存在する.

1. Dh = D′
h +D′′

h と分解するとき

D′′
h = ∂ : A0(E) → A0,1(E)

である. つまり σ ∈ A0(E) とし,”正則”な local frame eU を用いて σ|U = eUuU で与
えられるとき

D′′
h(eUuU ) = eU (∂uU )

となる.

2. Dh が h を保存すること, すなわち任意の ξ, η ∈ A0(E) に対して

d(h(ξ, η)) = h(Dhξ, η) + h(ξ,Dhη)

を満たすことをいう.

この接続を (E, h) の Chern 接続 と呼ぶ.

Proof. 存在証明の概略のみ述べる. h を Hermite 計量 として, hU を U の表示とする.

AU := t
(
∂hU · h−1

U

)
⇔ AU

α
β︸ ︷︷ ︸

(1, 0) 微分形式

=

r∑
γ=1

hγα
∂hβγ
∂zi︸ ︷︷ ︸

=:AU
α
β,i

dzi (2.7)

これは行列値の 1 次微分形式である.5 ここで

∂hU =


∂hU,11 ∂hU,12 · · · ∂hU,1r
∂hU,21 ∂hU,22 · · · ∂hU,2r

...
...

. . .
...

∂hU,r1 ∂hU,r2 · · · ∂hU,rr

 (2.8)

5これに関しては転置を取るか取らないか教科書によって表記が微妙に異なる. Demaillyの定義 [Dem12] とずれて
いた気がする.
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で定義する.変換関数を TUV とすると AU は

AV = T−1
UVAUTUV + T−1

UV dTUV

と変換することがわかる. よってこのとき Dh(eUuU ) ∈ A1(E|U ) について

Dh(eUuU ) := eU (duU +AUuU ) = eU (∂uU +AUuU )︸ ︷︷ ︸
=:D′

h(eUuU )

+ eU (∂uU )︸ ︷︷ ︸
=D′′

h(eUuU )

と定義すればこれは接続になり, これが欲しいものである.

Definition 2.18. h の Chern 曲率 FE,h をDhを Chern接続として

FE,h = Dh ◦Dh : A0(E) → A2(E)

として定義する.

Lemma 2.19. h を E の Hermite計量とする. FE,h ∈ A1,1(End(E)) であり, local には
curvature formは

RU := ∂AU = ∂
(
t
(
∂hU · h−1

U

))
と書ける. ここで curvature formは

FE,heU = eU (RU )

となる行列値 (1, 1)-formである.

Proof. BU := ∂hU · h−1
U とおく. ∂(h−1

U ) = −h−1
U (∂hU )h

−1
U を用いれば,

∂BU = ∂
(
∂hU · h−1

U

)
= −∂hU ∧ ∂(h−1

U ) = −∂hU ∧
(
−h−1

U (∂hU )h
−1
U

)
= ∂hUh

−1
U ∧ ∂hUh−1

U = BU ∧BU .

よって, AU = tBU であることを用いれば, t(BU ∧BU ) = − tBU ∧ tBU より

∂AU = −AU ∧AU .

以上より
RU =

Lem. 2.14

dAU +AU ∧AU = ∂AU + ∂AU +AU ∧AU = ∂AU .

Remark 2.20. curvature form RU は FE,hを localに見たものだが, 今後同一視されることもある.
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局所正則座標 (z1, . . . , zn) とする. E の local frame を e = (e1, . . . , er) とすると, E∗ の frame は
e∗ = (e∗,1, . . . , e∗,r) となる.

AU
α
β︸ ︷︷ ︸

(1, 0) 微分形式

=
r∑

γ=1

hγα
∂hβγ
∂zi︸ ︷︷ ︸

=:AU
α
β,i

dzi かつ RU = ∂AU (2.9)

から
FE,h =

∑
α,β

Rα
β︸︷︷︸

(1, 1) 微分形式

⊗eβ ⊗ e∗,α =
∑
α,β

∑
i,j

Rα
βij︸︷︷︸

複素数

dzi ∧ dzj ⊗ eβ ⊗ e∗,α

とかいた時

Rα
β =
RU=∂AU

∂Aα
β = −

n∑
i,j=1

(
∂

∂zj
Aα

β,i

)
dzi ∧ dzj = −

n∑
i,j=1

r∑
γ=1

(
∂

∂zj

(
hγα

∂hβγ
∂zi

))
dzi ∧ dzj

(2.10)

今
Rβγij :=

∑
α

hγαR
α
βij

と定義する. ここでまた H = (hαβ), H
−1 = (hβα) とする.

Rβγij = − ∂

∂zj
∂

∂zi
hβγ +

∑
δ,ϵ

hϵδ
(
∂hβϵ
∂zi

)(
∂hδγ

∂zj

)
(2.11)

である.

Remark 2.21. 接続や曲率がわからない場合でも, 今後の議論に差し支えない. と言うのも

Rβγij = − ∂

∂zj
∂

∂zi
hβγ +

∑
δ,ϵ

hϵδ
(
∂hβϵ
∂zi

)(
∂hδγ

∂zj

)

を定義にしてしまって
Rα

βij
:= hγαRβγij

と定義し, Chern 曲率 FE,hを End(E)値 (1, 1)-formで

FE,h =
∑
α,β

∑
i,j

Rα
βij

dzi ∧ dzj ⊗ eβ ⊗ e∗,α

とかけるものと定義すれば良い. 正直曲率はよく使うが接続はあんまり使わないので, これでも
事足りる. (というか正直この授業をするまで接続はあんまり理解してなかった). なお Griffith

positivityなどはRβγij で定義する.
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Lemma 2.22.

FE,h =
∑
α,β

Rα
β eβ ⊗ e∗,α =

∑
α,β

∑
i,j

Rα
βij

dzi ∧ dzjeβ ⊗ e∗,α

について, (1, 1)-formを

tr(FE,h) :=

r∑
α=1

Rα
α︸ ︷︷ ︸

=δβαR
α
β

=

r∑
α=1

∑
i,j

Rα
αij

dzi ∧ dzj

と定義するとき,

tr(FE,h) =
∑
i,j

(
− ∂

∂zi
∂

∂zj
log det

(
hαβ

))
dzi ∧ dzj

特に直線束 LのHermite 計量の hのChern曲率 FL,hは, localに hをR>0値のC∞級関数
と見れば,

FL,h =
∑
i,j

(
− ∂

∂zi
∂

∂zj
log h

)
dzi ∧ dzj = −∂∂ log h

Proof. 次の公式が成り立つ.

Claim 2.23. 以下が成り立つ

∂

∂zi
log det

(
hαβ

)
=

r∑
α,β=1

hβα
∂hαβ
∂zi

これを用いると

tr(FE,h) :=
r∑

α=1

Rα
α =

(2.10)

−
n∑

i,j=1

r∑
γ,α=1

(
∂

∂zj

(
hγα

∂hαγ
∂zi

))
dzi ∧ dzj

=
Claim. 2.23

−
n∑

i,j=1

(
∂

∂zj

(
∂

∂zi
log det

(
hαβ

)))
dzi ∧ dzj

= −
n∑

i,j=1

∂2

∂zj∂zi
log det

(
hαβ

)
dzi ∧ dzj .
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Proof of Claim 2.23. 行列式を余因子を用いて微分する. Cαβ を hαβ に対応する余因子とする. す
ると

h−1 =
1

deth
t(Cαβ) ⇒ hβα =

Cαβ

deth

今 deth = det(R1, . . . , Rr)とおいて微分すると

∂

∂zi
(deth) =

det の多重線形性

r∑
α=1

det

(
R1, . . . ,

∂

∂zi
Rα, . . . , Rr

)
=

α 列で余因子展開

r∑
α=1

r∑
β=1

Cαβ

∂hαβ
∂zi

以上より

∂

∂zi
log deth =

1

deth

∂

∂zi
(deth) =

1

deth

r∑
α,β=1

Cαβ

∂hαβ
∂zi

=

r∑
α,β=1

hβα
∂hαβ
∂zi

2.4 双対束, 直和束などのChern接続とChern曲率

Definition 2.24 (双対束, 直和束, テンソル積束, 複素共役束, 自己準同型束). X を複素多
様体とし, E1 → X, E2 → X をそれぞれ rank r, s の正則ベクトル束とする. E1, E2 の 正
則な local frame を

eU = (eU,1, . . . , eU,r), fU = (fU,1, . . . , fU,s)

とし, hE1 , hE2 を計量とする.

1. 双対束. E1 の双対束 E∗
1 → X には, local frame e∗U = (e1U , . . . , e

r
U ). ただし

eαU (eU,β) = δαβ となるので, E∗
1 には

h∗(eαU , e
β
U ) = h−1(eαU , e

β
U ) = hβα

という計量が入る. h の局所表示を

hU = (hU,αβ), hU,αβ := h(eU,α, eU,β)

とすると
H∗

U (e
α
U , e

β
U ) = hβα

という計量が入る. 接続などは以下のようになる.

• connection form A∗
U = −tAU .

• curvature form R∗
U = −∂

(
tAU

)
= −t

(
∂AU

)
= −tRU .
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2. 直和束. E1 と E2 の直和束 E1 ⊕ E2 の local frame は (eU , fU ) =

(eU,1, . . . , eU,r, fU,1, . . . , fU,s) となるので, E1 ⊕ E2 には

hE1⊕E2 :=

(
hE1 0

0 hE2

)

という計量が入る. 接続などは以下のようになる.

• connection form AE1⊕E2 :=

(
AE1 0

0 AE2

)
. ちなみに Chern 接続はDE1⊕E2 :=(

DE1 0

0 DE2

)
となる.

• curvature form RE1⊕E2 :=

(
RE1 0

0 RE2

)
. ちなみに Chern 曲率 は FE1⊕E2 :=(

FE1 0

0 FE2

)
となる.

3. テンソル束. E1 と E2 のテンソル積 E1 ⊗ E2 の local frame は eU ⊗ fU = (eU,α ⊗
fU,γ)1≤α≤r, 1≤γ≤s となるので, E1 ⊗ E2 には

hE1⊗E2(eU,α ⊗ fU,γ , eU,β ⊗ fU,δ) = hE1(eU,α, eU,β)h
E2(fU,γ , fU,δ)

という計量が入る. 接続などは以下のようになる.

• connection form AE1 ⊗ Id + Id ⊗ AE2 . ちなみに Chern 接続 は DE1⊗E2 =

DE1 ⊗ IdE2 + IdE1 ⊗DE2 となる.

• curvature form RE1 ⊗ Id + Id⊗RE2 . ちなみに Chern 曲率 は FE1⊗E2 = FE1 ⊗
IdE2 + IdE1 ⊗ FE2 .

4. 外積束. E1 の k 次外積束 ∧k E1 → X は local frame

k∧
eU = (eU,α1 ∧ · · · ∧ eU,αk

)1≤α1<···<αk≤r

をもつ. 多重添字 I = (α1 < · · · < αk) に対して

eU,I := eU,α1 ∧ · · · ∧ eU,αk

と書く. hU = (hU,αβ), hU,αβ := h(eU,α, eU,β) とすると,
∧k h の行列 H∧k

U は

(H∧k
U )IJ = (

k∧
h)(eU,I , eU,J) = det

(
hU,αaβb

)
1≤a,b≤k
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で与えられる. つまり, 外積束の計量は, 元の計量行列 hU の k 次小行列式を成分に
もつ Hermite行列である. 接続などは複雑なので省略する.

5. 行列式束. E1 の r 次外積束 detE1 → X の local frame は
r∧
eU = (eU,1 ∧ · · · ∧ eU,r)

となるので, detE1 には

hdetE1(eU,1 ∧ · · · ∧ eU,r, eU,1 ∧ · · · ∧ eU,r) = det
(
hU,αβ

)
1≤α,β≤r

という計量が入る. 接続などは以下のようになる.

• connection form

AdetE1 = trA :=
∑
α

Aα
α .

• curvature form

RdetE1 = trR =
∑
α

Rα
α .

補題 2.22より

RdetE1 =
∑
i,j

Rij dz
i ∧ dzj Rij = − ∂

∂zi
∂

∂zj
log det

(
hαβ

)
と書ける.

6. 複素共役ベクトル束. E1 の複素共役ベクトル束 E1 には local frame

eU = (eU,1, . . . , eU,r)

があるので, E1 には
hE1(eU,α, eU,β) = hU,αβ = hU,βα

という計量が入る. 接続などは以下のようになる.

• connection form AE1
= A.

• curvature form RE1
= R.

7. 自己準同型束. E1 の自己準同型束 End(E1) = E1 ⊗ E∗
1 には local frame

eU ⊗ e∗U = (eU,α ⊗ eβU )1≤α,β≤r
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があるので, End(E1) = E1 ⊗ E∗
1 には

hEnd(E1)(eU,α ⊗ eγU , eU,β ⊗ eδU ) = hE1(eU,α, eU,β)h
E∗

1 (eγU , e
δ
U ) = hU,αβh

δγ

という計量が入る. 接続などは以下のようになる.

• connection form AEnd(E1) = AE1 ⊗ Id + Id⊗AE∗
1
= AE1 ⊗ Id− Id⊗ tAE1 .

• curvature form REnd(E1) = RE1 ⊗ Id + Id⊗RE∗
1
= RE1 ⊗ Id− Id⊗ tRE1 .

8. 引き戻し (Pull-back). f : Y → X を C∞ 級写像とする. E1 の引き戻し f∗E1 → Y

には f−1(U) 上の local frame

f∗eU = (f∗eU,1, . . . , f
∗eU,r)

があるので, f∗(E1) には

hf
∗
(f∗eU,α, f

∗eU,β) = f∗(hE1(eU,α, eU,β)) := hE1(eU,α, eU,β) ◦ f

という計量が入る. 接続などは以下のようになる.

• connection form Af∗(E1) = f∗AE1 . ちなみに Chern connection Df∗(E1) =

f∗DE1

• curvature form Rf∗(E1) = f∗RE1 . ちなみに Chern 曲率 Ff∗(E1) = f∗FE1 .

2.5 Hermite計量と Kähler 計量

Definition 2.25 (Hermite 計量とKähler 計量). X を n 次元複素多様体とし, TX を正則
接ベクトル束とする. X のHermite計量 g を TX の Hermite 計量 h と定義する.

つまり (U, z1U , . . . , z
n
U ) について local frame を

eU =

(
∂

∂z1U
, . . . ,

∂

∂znU

)
とったとき,

gij = h

(
∂

∂ziU
,
∂

∂zjU

)
とする.
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X 上の Hermite 計量 h に対して, それに付随する実 (1, 1)-form を

ω =
√
−1

n∑
i,j=1

gij dz
i ∧ dzj

と定める. この ω を h の Hermitian form と呼ぶ.

Hermite 計量 h が Kähler 計量 であるとは,

dω = 0 ⇔
∂gjk
∂zi

=
∂gik
∂zj

を満たすことをいう. このとき ω を Kähler form と呼び, (X,ω) または (X,h) を Kähler

多様体 と呼ぶ.

Remark 2.26. X の計量と見るときは g と書き, TX の Hermite 計量 と見るときは h を使うこと
が多い. もちろん g = h である.

局所正則座標 (U, z1U , . . . , z
n
U ), (V, z

1
V , . . . , z

n
V ) に対して local frame

eU =

(
∂

∂z1U
, . . . ,

∂

∂znU

)
, eV =

(
∂

∂z1V
, . . . ,

∂

∂znV

)
とすると, eV = eUTUV では,

TUV =

(
∂ziU
∂zjV

)
1≤i,j≤n

である. したがって, hU = (hU,ij), hV = (hV,ij) は

hV = tTUV hU TUV

を満たす.

局所正則座標 (U, z1, . . . , zn) とする. このときの (TX , g) の Chern 接続, Chern 曲率 は以下のよ
うになる.

• Chern 接続. G = (gij), G
−1 = (gji) とおくと,

tA = (∂G)G−1

である. 成分で書けば

A i
j =

n∑
l=1

gli ∂gjl =
n∑

k=1

Γ i
kj dz

k where Γ i
kj =

n∑
l=1

gli
∂gjl
∂zk

.
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• Dh の曲率をΘh := Dh ◦Dh ∈ A1,1(End(TX)) と書く. TX の Chern 曲率 の成分表示では

R i
j =

n∑
k,l=1

R i
jkl
dzk ∧ dzl =

n∑
k,l=1

(
−
∂Γ i

kj

∂zl

)
dzk ∧ dzl where R i

jkl
= −

∂Γ i
kj

∂zl

と書く.

•
Rjklm :=

∑
i

gimR
i
jkl

とおくと,

Rjklm = −∂l∂kgjm +

n∑
a,b=1

gba ∂kgjb ∂lgam.

である.6 ただし ∂i :=
∂
∂zi
, ∂j :=

∂
∂zj
と略記する.

次の Corollaryはその後の補足の Corollaryである.

Corollary 2.27 (Kähler 曲率の対称性). h が Kähler 計量 であるとき,

Rijkl = Rkjil = Rilkj

Remark 2.28 (Riemann幾何の Riemann 曲率との対応). 微分幾何勢が見るとChern 曲率は Rie-

mann curvature tensor に似ている. 実は Kähler 計量の場合は

Chern 曲率 = Riemann 曲率

になる.7

Definition 2.29 (Levi-Civita 接続 と Riemann curvature tensor). h を TX の Hermite 計
量 とする. h の実部は X の実接束 TX,R 上の Riemannian 計量

gR := Reh

を定める. この Riemannian 計量 gR に対して, Levi-Civita 接続 とは, TX,R 上の接続 ∇ で
あって,

∇gR = 0

6実はこの定義も 80年代の定義 (例えば Siu-Yau[SY80]など)と異なっている. 最近の人はこの定義だが, それにつ
いて 10年前に二木先生の授業を受けた際に何か言っていた気がする.

7この辺りは授業でもさらっというだけである. なので chatGPTに書いていただいた文章をそのままにしておく.
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かつ torsion-free, すなわち任意の実ベクトル場 U, V に対して

∇UV −∇V U = [U, V ]

を満たすものである. Levi-Civita 接続 は一意的に存在する. その Riemann curvature

tensor を
R∇(U, V )W := ∇U∇VW −∇V ∇UW −∇[U,V ]W

で定義する. また
R∇(U, V,W,Z) := gR(R

∇(U, V )W,Z)

とも書く.

Proposition 2.30 (Kähler計量における Chern曲率と Riemann曲率). h を X 上の Kähler

計量 とする. このとき h から定まる Levi-Civita 接続 ∇ を複素化し, TX,R⊗RC = TX⊕TX
に拡張すると, ∇ は TX を保つ.

さらに, TX 上に誘導される接続は TX の Chern 接続 Dh と一致する.

したがって, Kähler 計量の場合には, Riemann curvature tensor の (1, 0)-接ベクトル方向
の成分は Chern 曲率 と一致する. 具体的には,

R∇
(
∂

∂zi
,
∂

∂zj

)
∂

∂zk
=
∑
l

R l
kij

∂

∂zl

と書ける.

なので

Chern 曲率 = Riemann 曲率

である. 私はRiemann幾何学を全然知らないので, Levi-Civita接続などは全く知らない. (Riemann

幾何学的にはこっちの方がわかりやすいらしい) 基本的にKähler多様体しか扱わないので, Chern

接続と同一視して理解している.

2.6 射影空間とKähler計量

この節では以下を示す.

Corollary 2.31. CPnはKähler 多様体. 特に射影複素多様体 (CPnの複素部分多様体)は
Kähler 多様体.
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以下その理由を書く. 8

Definition 2.32 (複素射影空間). 複素射影空間 CPn とは, Cn+1 \ {0} に同値関係

(Z0, . . . , Zn) ∼ (λZ0, . . . , λZn) (λ ∈ C∗)

を入れて得られる商空間
CPn = (Cn+1 \ {0})/C∗

のことである. 点は同次座標 [Z0 : · · · : Zn] で表す. ここで [Z0 : · · · : Zn] は, (Z0, . . . , Zn)

が張る Cn+1 内の複素直線を表している.

標準開集合を
Ui := {[Z0 : · · · : Zn] ∈ CPn | Zi 6= 0}

で定める. 例えば U0 上では
zj =

Zj

Z0
(j = 1, . . . , n)

が局所正則座標を与える. したがって

[Z0 : · · · : Zn] = [1 : z1 : · · · : zn]

と書ける. このような標準開集合によって CPn は n 次元複素多様体になる.

Definition 2.33 (Fubini–Study 形式). CPn 上の Fubini–Study 形式とは, U0 上で

ωFS =
√
−1 ∂∂ log

(
1 + |z1|2 + · · ·+ |zn|2

)
と局所的に定義される実 (1, 1)-形式である. より一般に Ui 上では, Zi 6= 0 として

ωFS =
√
−1 ∂∂ log

(
|Z0|2 + · · ·+ |Zn|2

|Zi|2

)
で与えられる.

この定義が座標の取り方によらず貼り合うことを確認する. Ui ∩ Uj 上では

log

(
|Z0|2 + · · ·+ |Zn|2

|Zi|2

)
− log

(
|Z0|2 + · · ·+ |Zn|2

|Zj |2

)
= log

∣∣∣∣Zj

Zi

∣∣∣∣2

8この辺りは授業でもさらっというだけである. なので chatGPTに書いていただいた文章をそのままにしておく.
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である. 右辺は
log

∣∣∣∣Zj

Zi

∣∣∣∣2 = log
Zj

Zi
+ log

Zj

Zi

という形をしているので,

∂∂ log

∣∣∣∣Zj

Zi

∣∣∣∣2 = 0

である. したがって各標準開集合上で定義した (1, 1)-形式は重なりで一致し, CPn 上の大域的な
(1, 1)-形式を定める.

局所座標 z = (z1, . . . , zn) を用いて
ρ = 1 +

n∑
k=1

|zk|2

とおくと,

ωFS =
√
−1

n∑
i,j=1

gij dz
i ∧ dzj

と書ける. ここで
gij =

∂2

∂zi∂zj
log ρ =

ρδij − zizj
ρ2

である. すなわち

(gij) =
1

ρ
In − 1

ρ2

z1...
zn

(z1 · · · zn

)
.

これが Fubini–Study 計量である.

Proposition 2.34. Fubini–Study 形式 ωFS は CPn 上の Kähler 形式である. したがって
CPn は Kähler 多様体である.

Proof. Kähler 形式であることを示すには, ωFS が正の実 (1, 1)-形式であり, かつ閉形式であるこ
とを示せば十分である. まず ωFS は局所的に

ωFS =
√
−1 ∂∂ log ρ

と書かれているので, 実 (1, 1)-形式である.

次に正値性を確認する. 任意の ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn に対して
n∑

i,j=1

gijξiξj =
ρ
∑n

i=1 |ξi|2 − |
∑n

i=1 ziξi|
2

ρ2
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である. Cauchy–Schwarz の不等式より∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ziξi

∣∣∣∣∣
2

≤

(
n∑

i=1

|zi|2
)(

n∑
i=1

|ξi|2
)

であるため,

ρ
n∑

i=1

|ξi|2 −

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ziξi

∣∣∣∣∣
2

≥

(
ρ−

n∑
i=1

|zi|2
)

n∑
i=1

|ξi|2 =
n∑

i=1

|ξi|2.

したがって ξ 6= 0 ならば
n∑

i,j=1

gijξiξj > 0

となり, ωFS は正である.

最後に閉性を示す. 局所的に
ωFS =

√
−1 ∂∂ log ρ

であるから,

dωFS = (∂ + ∂)
√
−1 ∂∂ log ρ =

√
−1 ∂2∂ log ρ+

√
−1 ∂∂∂ log ρ = 0

である. ここで ∂2 = 0, ∂
2
= 0, および ∂∂ + ∂∂ = 0 を用いた. よって ωFS は閉な正の実 (1, 1)-

形式であり, Kähler 形式である.

2.7 直線束 (rank1)の場合

rank1の場合, つまり直線束の場合簡単になる. 以下まとめておこう.

E1, E2を直線束とする. E1の変換関数 TE1
UV で計量は hE1 とし, E2の変換関数 TE2

UV で計量
は hE2 とする

• 双対 E∗
1 は変換関数 (TE1

UV )
−1 の直線束である. 計量 (hE1

U )−1 の直線束である. つまり

双対は逆数を取ることに同じ

• テンソル積 E1 ⊗ E2 は変換関数 TE1
UV T

E2
UV で，計量 hE1

U hE2
U の直線束である. つまり

テンソル積は掛け算と同じ

なので直線束の集合には自明束を単位元とする群演算が入る. 実際(
{直線束の集合 }/ ∼=

) ∼= H1(X,O∗)
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というAbel群の同型がある.

Lを直線束とし, 変換関数を TUV : U ∩ V → GL(1,C) = C∗とする.

• Hermite 計量 hは, U 上の C∞ 級関数 hU : U → R>0 で貼り合わせ条件

hV = |TUV |2hU

を満たすものの集まり.

• Chern 接続 Dhの U 上の connection form

AU := ∂hU · h−1
U = ∂ log hU

• Chern 接続 Dhは

Dh(eUuU ) := eU (duU +AUuU ) = eU (∂uU + (∂ log h)uU )︸ ︷︷ ︸
=:D′

h(eUuU )

+ eU (∂uU )︸ ︷︷ ︸
=D′′

h(eUuU )

• Chern 曲率 FL,hの U 上の curvature form

RU = ∂
((
∂hU · h−1

U

))
= ∂∂ log hU

• Chern 曲率 FL,hも localに見ると (RU と同じく)

FL,h = ∂∂ log hU

実はもっと簡単になる. U 上の C∞ 級関数 hU : U → R>0 に関して

hU = e−φU ⇔ ϕU := − log hU

となる C∞ 級関数 ϕU : U → Rをとると以下のようになる.

Lを直線束とし, 変換関数を TUV : U ∩ V → GL(1,C) = C∗とする.

• Hermite 計量 hは, U 上の C∞ 級関数 ϕU : U → Rで貼り合わせ条件

e−φV = |TUV |2e−φU

を満たすものの集まり.

• Chern 接続 Dhの U 上の connection form

AU = −∂ϕU
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• Chern 接続 Dhは

Dh(eUuU ) = eU (∂uU − ∂ϕUuU )︸ ︷︷ ︸
=:D′

h(eUuU )

+ eU (∂uU )︸ ︷︷ ︸
=D′′

h(eUuU )

• Chern 曲率 FL,h, curvature form Rhともに同じく

FL,h = −∂∂ϕU = ∂∂ϕU =
n∑

i,j=1

(
∂2ϕU

∂zi∂zj

)
dzi ∧ dzj

Definition 2.35 (positive, semipositive). 直線束 Lが positiveであるとは, ある計量 h =

(hU ) = (e−φU )があって(
∂2ϕU

∂zi∂zj

)
がどの点でも正定値Hermite行列になる.

として定義する. 同様に semipositiveを半正定値として定義する.

Remark 2.36. 微分形式の positive formを認めると以下の対応がある.

•
√
−1FL,h =

(
∂2φU

∂zi∂zj

)√
−1dzi ∧ dzj が positive form

• ∂2φU

∂zi∂zj
がどの点でも正定値Hermite行列になる.

本当は前者を用いて定義すべきだが, この定義は時間がかかるので後者を採用した.

今回 ampleを定義しない. しかしながら以下の定理があるので, ”ample=positive”だと思って良い

Theorem 2.37 (小平埋め込み定理). X をコンパクト複素多様体とする. Lが ampleであ
ることは positiveであることと同値. 特にこの場合X は射影複素多様体 ((CPnの複素部分
多様体))である.

2.8 代数幾何学の positivityと特異Hermite計量・多変数複素解析とのつながり

これは代数幾何に詳しい人向けである. 授業でも扱わない予定. 気になる人は [Dem12, Section 5]

を参照のこと.

Definition 2.38. ω =
√
−1gijdz

i ∧ dzj を Hermitian formとする. 直線束 Lと C∞ 計量
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h = (hU ) = (e−φU ), c ∈ Rについて

√
−1FL,h ≥ cω ⇔

def

(
∂2ϕU

∂zi∂zj
− cgij

)
がどの点でも半正定値Hermite行列になる.

として定義する.

すると代数幾何学の nefは次のように対応する

Lemma 2.39. X を C上の smooth projective varietyとする. X 上の 直線束 L に関して
以下は同値

• Lは nef. つまり任意の既約曲線 C ⊂ X に対して L · C ≥ 0

• 任意の ε > 0 に対して, L の C∞ Hermite 計量 hε が存在して,

√
−1FL,hε ≥ −εω

を満たす.

なので
ample = positive ⇒ semiample ⇒ semipositive ⇒ nef

である.逆は成り立たない.

アバンダンス予想は標準束KX に関して nef ⇒ semiampleを問うものである　.

Conjecture 2.40 (アバンダンス予想). KX が nefならば, semiampleか？

代数幾何学には他にも big, pseudo-effectiveというものがある. これも実は計量を使って対応で
きる.

Definition 2.41. Lを直線束とし, 変換関数を TUV : U ∩ V → GL(1,C) = C∗とする.

• hが Lの特異Hermite計量とは U 上の L1
loc関数 ϕU : U → R ∪ {−∞}で貼り合わせ

条件
e−φV = |TUV |2e−φU

を満たすものの集まり.
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• Chern 曲率 FL,hを
FL,h =

n∑
i,j=1

(
∂2ϕU

∂zi∂zj

)
dzi ∧ dzj

として定める. ただし
(

∂2φU

∂zi∂zj

)
は超関数である.

カレント (超関数付きの微分形式)を用いてうまく
√
−1FL,h ≥ cω

を定義する. (この議論は [Dem12]にあるがかなり面倒な議論である！ )

Lemma 2.42. X を C上の smooth projective varietyとする. X 上の 直線束 L に関して
以下は同値

• Lは big. つまり vol(L) := limk→∞
n!
kn dimCH

0(X,L⊗k) > 0である.

• ある特異Hermite計量 h と c > 0があって, カレントの意味で
√
−1FL,h ≥ cω

を満たす.

Lemma 2.43. X を C上の smooth projective varietyとする. X 上の 直線束 L に関して
以下は同値

• Lは pseudo-effective.

• ある特異Hermite計量 h があって, カレントの意味で
√
−1FL,h ≥ 0

を満たす.

big ⇒ effective ⇒ pseudo-effective

である.逆は成り立たない.

nonvanishing 予想は pseudo-effective ⇒ effectiveを問うものである.
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Conjecture 2.44 (nonvanishing 予想). KX が pseudo-effectiveならば effective(あるm ∈
Z+があってH0(X,K⊗m

X ) 6= 0)か？

この予想がXが smooth projective varietyに対して解けると, [Has18]によって極小モデル理論の
存在が言える. 3次元のKX が nefである場合の nonvanishing 予想に関しては 6章で証明を与え
る. (これはMiyaoka[Miy87]に基づく)

XをC上の smooth projective varietyとする. 代数的な手法だけでは解けないが解析的な手法 (特
異Hermite計量など)を使って解ける定理は以下のものが挙げられる.

• Invariance of Plurigenera. f : X → ∆と言う smoothな変形に関して h0(Xt,K
⊗m
Xt

)が不変
である定理. Siuによって解決. [Pa07]が読みやすい. KXt が bigの時は Lazarsfeldの教科書
[Laz04]に代数的な証明がある. が一般の場合は代数的な証明が知られていない.

• 底空間がアーベル多様体の Iitaka予想. Cao-Paun[CP17]によって解決. Haconの証明に
は gapがあったようで, 真に代数的な証明は知られていない. [HPS18]参照. この論文は
(Schnell先生が書いたため)代数幾何勢も読めるように書かれている.

• −KX が nefの構造定理. Cao-Horing[CH19]によって解決. [MW21]によって KLT多様体
に拡張. 代数的な証明はまだないと思う. ただこれは Patakfalviが近しいことをやっている.

私としては上の代数的な証明をちょっと見てみたい. 特に正標数でどうなるのかが気になるとこ
ろである.

最後にこの特異Hermite計量と多変数複素解析の繋がりを書いておく.

∂2ϕU

∂zi∂zj
がどの点でも半正定値Hermite行列になる.

となる関数は多重劣調和函数 (plurisubharmonic function, psh)と呼ばれる. これは擬凸性などを
定義する際に用いられ, 古典的な多変数複素解析であった概念である.

有名な岡潔の定理は以下のものである. まず用語を定義しておく.

Definition 2.45 (擬凸領域). 領域 Ω ⊂ Cn が擬凸であるとは, Ω 上の連続多重劣調和関数
ρ : Ω −→ R であって, 任意の c ∈ R に対して

{z ∈ Ω | ρ(z) < c} b Ω

を満たすものが存在することをいう.

Definition 2.46 (正則凸). Ω ⊂ Cn を領域とする. コンパクト集合 K b Ω に対して, Ω
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における正則凸包を

K̂Ω := {z ∈ Ω | |f(z)| ≤ sup
w∈K

|f(w)| for all f ∈ O(Ω)}

で定める. 任意のコンパクト集合 K b Ω に対して K̂Ω b Ω が成り立つとき, Ω は正則凸で
あるという.

Definition 2.47 (正則領域). 領域 Ω ⊂ Cn が正則領域であるとは, 任意の境界点 p ∈ ∂Ω

と pの任意の近傍 U に対して, ある f ∈ O(Ω) が存在して, f |U∩Ω は U 上の正則関数に延
長できないこと.

Theorem 2.48 (岡の定理, Levi問題の解). 領域 Ω ⊂ Cn に対して以下は同値である.

• Ω は擬凸である.

• Ω は正則凸である.

• Ω は正則領域である.

これは大沢先生や野口先生の本などに証明が載っていると思う. 私もこの証明を全て追っている
わけではない. 現代的には以下のように示すらしい.

• 領域だと古典的な議論で次が言える. [Dem]が詳しい.

正則領域 ⇔
[Dem,Ch.1Thm6.11]

正則凸 ⇒
[Dem,Ch.1Thm6.14]

擬凸

• 擬凸⇒正則領域は [Dem, Ch.8 Thm 9.11]参照. これは Skodaの L2割算定理の Corollary

である. ここは L2-estimateの内容なのでわかりやすい.
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3 Chern類の定義

3.1 複素射影空間 CP1 と tautological line bundle

複素射影空間 CP1 = {[Z0 : Z1]} を考える. 標準開集合

U0 := {Z0 6= 0}, U1 := {Z1 6= 0}

上では
z =

Z1

Z0
on U0, w =

Z0

Z1
on U1

が局所正則座標を与える.

次に, CP1 上の tautological line bundle OCP1(−1) を考える. これは

OCP1(−1) = {([Z0 : Z1], v) ∈ CP1 × C2 | v ∈ C(Z0, Z1)}
= {([Z0 : Z1], v0, v1) ∈ CP1 × C2 | v0 = λZ0, v1 = λZ1, ∃λ ∈ C}

で定義される正則直線束である. つまり, 点 [Z0 : Z1] の上のファイバーは, C2 の中でベクトル
(Z0, Z1) が張る直線である. 各標準開集合上では, 次の局所正則枠を取る.

e0([1 : z]) = ([1 : z], (1, z)) ∈ U0 × C = OCP1(−1)|U0 [1 : z] ∈ U0,

e1([w : 1]) = ([w : 1], (w, 1)) ∈ U1 × C = OCP1(−1)|U1 [w : 1] ∈ U1,

重なり [1 : z] = [w : 1] ∈ U0 ∩ U1 では w = 1/z なので,

e0([1 : z]) = ([1 : z], (1, z)) =
w=1/z

([1 :
1

w
], (1,

1

w
)) = ([w : 1], (1,

1

w
))

=
1
w
倍

1

w
· ([w : 1], (w : 1)) = z︸︷︷︸

=:TU1U0

·e1([w : 1])

したがって, e1 = e0TU0U1 と書く規約では, OCP1(−1) の変換関数は

TU0U1 = w =
1

z
, TU1U0 = z

である.

Lemma 3.1.

h0(e0([1 : z]), e0([1 : z])) = 1+ |z|2 on U0, h1(e1([w : 1]), e1([w : 1])) = 1+ |w|2 on U1

(3.1)
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で定めると, hUi たちは O(−1) の Hermite計量を定める.

Proof. 示すべきことは貼り合わせ条件

h1 = |TU0U1 |2h0

である. 今 TU0U1 = w = 1
z より

|TU0U1 |2h0 =
(3.1)

|w|2(1 + |z|2) =
by w= 1

z

(|w|2 + 1) =
(3.1)

h1

である.

直線束の Hermite計量 h に対して, Chern 曲率は局所的に FL,h = ∂∂ log h(e, e) で与えられる
ので,

FO(−1),h = ∂∂ log
(
1 + |z|2

)
on U0

である. 実際に計算すると,

∂ log
(
1 + |z|2

)
=

z

1 + |z|2
dz FO(−1),h = ∂∂ log

(
1 + |z|2

)
= − dz ∧ dz

(1 + |z|2)2
. on U0 (3.2)

3.2 Chern 類の定義

実多様体 M に対して singular cohomology を H i(M,R) で表す. de Rham の定理から

H i(M,R) ∼=
{d-closed i-form}
{d-exact i-form}

である. ここで

• i-form ϕ が d-closed とは dϕ = 0 となること,

• i-form ϕ が d-exact とは ϕ = dψ となる i− 1-form ψ が存在すること

である.

Chern 類を公理的定義で定義する. おそらく Hirzebruch の本 (Topological Methods in Algebraic

Geometry)にあると思う.

Theorem-Definition 3.2 (Chern 類の公理的定義).

1. Axiom 1 (Existence) 実多様体 M の C∞ 級複素ベクトル束 E, 各整数 i ≥ 0 に対

57



して i-th Chern 類
ci(E) ∈ H2i(M ;R)

が与えられ, さらに c0(E) = 1 である.

c(E) =

∞∑
i=0

ci(E)

とおき, これを E の 全 Chern 類 と呼ぶ.

2. Axiom 2 (Naturality) E を M 上の 複素ベクトル束 とし, f : N → M を C∞

map とする. このとき

c(f∗E) = f∗(c(E)) ∈ H∗(N ;R),

ただし f∗E は N 上の pull-back bundle である.

3. Axiom 3 (Whitney sum formula) E1, . . . , Eq をM 上の複素直線束とする. E1⊕
· · · ⊕ Eq をそれらの 直和 (Whitney sum)とする. このとき

c(E1 ⊕ · · · ⊕ Eq) = c(E1) · · · c(Eq).

4. Axiom 4 (Normalization) CP1 上の tautological line bundle O(−1) について

c1(O(−1)) ∩ [CP1]︸ ︷︷ ︸
de Rham 理論から ∫

P1 c1(O(−1)) に等しい

= −1.

すると上の公理を満たす Chern 類が一意に存在し, さらに ci(E) ∈ H2i(M,Z) である.

Remark 3.3. 代数幾何勢だと, この後に述べる Chern–Weil Theory よりもE の projective bundle

P(E∗) を用いて定義する方が楽かもしれない. (Segre class を定義するか, Leray–Hirsch を使う
か.) Segre class を用いるならば, Ak(X) を X の k-cycle の集合として, π : P(E∗) → X として

si(E) : Ak(X) → Ak−i(X), α 7→ π∗(c1(OP(E∗)(1))
r+i−1 ∩ π∗α)

に移す写像を考え, i = 0, 1, . . . , n について

si + si−1c1 + · · ·+ s1ci−1 + ci = 0

が成り立つように Chern 類 ci を定める方法である. これから c0 = s0 = 1, c1 = −s1 となる. こ
れはX が schemeであっても E が locally freeなら定義ができる. 詳しくは [Ful84, Ch.3 ] 参照.

ただX が smoothならAi(X)は簡単に定義ができるが, singularだとAi(X)の定義が非常に難し
くなる. [Ful84, Ch.17] 参照.
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Definition 3.4. X を複素多様体とする. 正則接ベクトル束 TX の Chern 類を ci(X) と
する. つまり

ci(X) := ci(TX) ∈ H2i(X,R)

とする.

Remark 3.5. 微分幾何勢は TX や −KX をメインに扱い, 代数幾何勢は ΩX や KX をメインで扱
う. ただ

c1(X) = c1(−KX) = −c1(KX)

なので, 混乱しやすい. 例えば

Positive Ricci curvature︸ ︷︷ ︸
微分幾何

= −KX ample︸ ︷︷ ︸
代数幾何

Negative Ricci curvature︸ ︷︷ ︸
微分幾何

= KX ample︸ ︷︷ ︸
代数幾何

が挙げられる. なので ci(X) は混乱が出るので論文のイントロ以外ではあまり使わないようにし
ている.

3.3 Chern–Weil Theory

複素多様体を X とし, 正則ベクトル束を E とする.これは Chern曲率を使うためである.

E の Hermite計量 h をとって, Chern 曲率を End(E)-値 (1, 1)-form FE,h とする.

FE,h =
∑
α,β

Rα
β eα ⊗ e∗,β ⇔ FE,h =


R 1

1 R 1
2 · · · R 1

r

R 2
1 R 2

2 · · · R 2
r

...
...

. . .
...

R r
1 R r

2 · · · R r
r


となる. Rα

β は (1, 1) 微分形式である. そこで

det

(
Idr +

√
−1

2π
FE,h

)
= det


1 +

√
−1
2π R 1

1

√
−1
2π R 1

2 · · ·
√
−1
2π R 1

r√
−1
2π R 2

1 1 +
√
−1
2π R 2

2 · · ·
√
−1
2π R 2

r
...

...
. . .

...√
−1
2π R r

1

√
−1
2π R r

2 · · · 1 +
√
−1
2π R r

r


:= 1 + c1(E, h)︸ ︷︷ ︸

(1, 1)-form

+ c2(E, h)︸ ︷︷ ︸
(2, 2)-form

+ · · ·+ cr(E, h)︸ ︷︷ ︸
(r, r)-form

(3.3)
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と分解できる. de Rham の定理から

H i(M,R) ∼=
{d-closed i-form}
{d-exact i-form}

であるので,

[ci(E, h)] ∈ H2i(X,R)

を考えることができる

Theorem 3.6. [ci(E, h)] は h の取り方によらない. つまり h′をEの別の計量とするとき

[ci(E, h)] = [ci(E, h
′)] ∈ H2i(X,R)

hが変わった分を d-exactの分が吸収してくれる. これは少し面倒なので認める. 詳しくは [Kob14,

Ch.2 (2.2.5)] を参照.

Theorem 3.7. 計量を用いて,

ci(E) := [ci(E, h)] ∈ H2i(X,R)

としたとき, 定理定義 3.2 を満たす. (ただしAxiom2において f : N →M は正則写像とす
る.)

実際にはこの定理から ci(E)が本当に Chern類を定めていることは導けない. なぜなら C∞級ベ
クトル束を取り扱っていないからである. しかしながら証明はほぼ同じなので, わかりやすさのた
め, ここでは正則ベクトル束のHermite計量の Chern曲率の場合を考える (一般の場合は補足 3.8

参照)

Proof. 公理の 1–4 を確かめればよい.

[Axiom 1] 定義から明らかである.

c(E) := [det

(
Idr +

√
−1

2π
FE,h

)
]︸ ︷︷ ︸

[•] は de Rham コホモロジーの同値類の意味

=
展開

r∑
i=0

[ci(E, h)] ∈
n⊕

i=0

H2i(X,R).

[Axiom 2] f : N →M を正則写像とする. E に計量 h を入れると, 2.24 から f∗E に f∗h という
計量が入り

Ff∗E,f∗h = f∗FE,h

である. よって det
(
Idr +

√
−1
2π Ff∗E,f∗h

)
を展開すれば ci(f

∗E) = f∗ci(E) を得る.
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[Axiom 3] c(E1 ⊕E2) = c(E1)c(E2) を示せばよい. E1 に計量 h1, E2 に計量 h2 を入れると, 2.24

から E1 ⊕ E2 に h1 ⊕ h2 という計量が入り

FE1⊕E2,h1⊕h2 =

(
FE1,h1 0

0 FE2,h2

)
.

よって E1 ⊕ E2 の Chern 類は

c(E1 ⊕ E2) =
定義

[
det

(
Idr1+r2 +

√
−1

2π
FE1⊕E2,h1⊕h2

)]

=
上の式

[
det

(
Idr1 +

√
−1
2π FE1,h1 0

0 Idr2 +
√
−1
2π FE2,h2

)]

=
行列式の性質

[
det

(
Idr1 +

√
−1

2π
FE1,h1

)]
·
[
det

(
Idr2 +

√
−1

2π
FE2,h2

)]
=
定義

c(E1)c(E2).

(3.4)

[Axiom 4] 3.1 節で行ったことを認めると, O(−1) には計量 h で座標近傍 (U0, z) 上で

FO(−1),hFS
=

(3.2)

− dz ∧ dz
(1 + |z|2)2

となるものがある.

det

(
1 +

√
−1

2π
FO(−1),hFS

)
= 1 +

√
−1

2π
FO(−1),hFS︸ ︷︷ ︸

=c1(E,h)

なので
c1(O(−1)) =

[√
−1

2π
FO(−1),hFS

]
となる. よって∫

CP1

c1(O(−1)) =

∫
U0

√
−1

2π
FO(−1),hFS

=

√
−1

2π

∫
C
− dz ∧ dz
(1 + |z|2)2

= −1.
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Remark 3.8. ”実”多様体上の C∞級複素ベクトル束についても接続Dをとり, 曲率 FDとして

det

(
Idr +

√
−1

2π
FD

)
= det


1 +

√
−1
2π R 1

1

√
−1
2π R 1

2 · · ·
√
−1
2π R 1

r√
−1
2π R 2

1 1 +
√
−1
2π R 2

2 · · ·
√
−1
2π R 2

r
...

...
. . .

...√
−1
2π R r

1

√
−1
2π R r

2 · · · 1 +
√
−1
2π R r

r


:= 1 + c1(E,D)︸ ︷︷ ︸

2-form

+ c2(E,D)︸ ︷︷ ︸
4-form

+ · · ·+ cr(E,D)︸ ︷︷ ︸
2r-form

と定義する. そして
ci(E) := [ci(E,D)] ∈ H2i(X,R)

とすれば, これが接続Dの取り方によらず, 定義 3.2 を満たすことが上と同様に示せる. よってこ
の方法で Chern類が定まる.

上の定理から次を得る. [Kob14, Ch.2] ではこれで計算していたが, これはかなり使いづらいと思
われる.

Corollary 3.9.

ck(E, h) =
(
√
−1)k

(2π)kk!

∑
δβ1···βk
α1···αk

Rα1
β1

∧ · · · ∧Rαk
βk

となる. 特に

c1(E, h) =

√
−1

2π

∑
α

Rα
α =

√
−1

2π
trFE,h, c1(E) = c1(detE) =

[√
−1

2π
trFE,h

]

c2(E, h) = − 1

8π2

∑
α,β

(
Rα

α ∧Rβ
β −Rα

β ∧Rβ
α

)
, c2(E) = [c2(E, h)].

Proof. 示すべきことは c1(E) = c1(detE) のみである. ここで E の計量を h とすると, 2.24 から
detE には deth という計量が入って,

FdetE,deth = trFE,h =
∑
α

Rα
α

である. よって c1(E) = c1(detE) である.

3.4 Chern 類の性質

以下 X を n 次元多様体, E を rank r の 正則複素ベクトル束とする.

62



定義から

c(E) := [det

(
Idr +

√
−1

2π
FE,h

)
]︸ ︷︷ ︸

[•] は de Rham コホモロジーの同値類の意味

=
展開

r∑
i=0

[ci(E, h)] ∈
n⊕

i=0

H2i(X,R) (3.5)

である. (3.5) より次がわかる.

Proposition 3.10 (vanishing).

ci(E) = 0 (i > min{r, n})

Proposition 3.11 (双対束の Chern 類).

ci(E
∗) = (−1)ici(E)

が成り立つ. 特に
c1(E

∗) = −c1(E), c2(E
∗) = c2(E)

である.

Proof. 定義 2.24 より E∗ には双対計量 h∗ が入り

FE∗,h∗ = −tFE,h

となる. よって

c(E∗)︸ ︷︷ ︸
:=

∑n
i=0 ci(E

∗)

= [det

(
Idr +

√
−1

2π
FE∗,h∗

)
]︸ ︷︷ ︸

[•] は de Rham コホモロジーの同値類の意味

=
代入

[det

(
Idr −

√
−1

2π
tFE,h

)
] = [det{}t

(
Idr −

√
−1

2π
FE,h

)
]

=
det の性質

[det

(
Idr −

√
−1

2π
FE,h

)
] =
展開

r∑
i=0

[(−1)ici(E, h)] =

n∑
i=0

(−1)ici(E) ∈
n⊕

i=0

H2i(X,R).

(3.6)

よって両辺を見比べればよい.

Whitney の和公式より次がわかる.
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Proposition 3.12 (直線束への分解). E = L1 ⊕ · · · ⊕ Lr と直線束の直和に分解している
場合

c(E) =
r∏

α=1

c(Lα) =
r∏

α=1

(1 + c1(Lα))

である. xα = c1(Lα) とすると, 特に

c1(E) = x1 + · · ·+ xr, c2(E) =
∑

1≤α<β≤r

xαxβ , ck(E) =
∑

1≤α1<···<αk≤r

xα1 · · ·xαk

実は Chern 類の公式はこれを用いて構成できる (splitting Theorem を用いる).

次に完全列での振る舞いを示す. その前に完全列の定義をする.

Definition 3.13. X を n 次元複素多様体とし, E1, E2 → X を rank r, s の正則ベクトル
束とする.

• 正則写像 f : E1 → E2 が束写像 (bundle map)であるとは, 任意の x ∈ X について

f((E1)x) ⊂ (E2)x and fx : (E1)x → (E2)x の rankが x によらず一定

となることをいう.

• 上の状況で

Ker(f) :=
⋃
x∈X

Ker(fx) ⊂ E1 Im(f) :=
⋃
x∈X

Im(fx) ⊂ E2

とおく. f が単射であることを Ker(f) = 0 であること, f が全射であることを
Im(f) = E2 であることとして定義する.

• 　 S ⊂ E がEの部分束とは包含正則写像 i : S ↪→ E が単射束写像となることをいう.

• π : E → Q が商束とは π : E → Q が全射正則束写像となることをいう.

• 正則ベクトル束 S,E,Q と正則束写像 i, π の系列

0 −→ S
i−→ E

π−→ Q −→ 0

が完全であるとは

i が単射 & Ker(π) = Im(i) & π が全射

となることをいう.
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Lemma 3.14 (完全列に対する Chern 類の公式). 正則べクトル束の短完全列

0 −→ S −→ E −→ Q −→ 0

について　全 Chern 類 の等式
c(E) = c(S)c(Q)

が成り立つ. 特に低次の Chern 類について

c1(E) = c1(S) + c1(Q), c2(E) = c2(S) + c1(S)c1(Q) + c2(Q)

が成り立つ.

Proof. 完全列がC∞級の同型を用いて E ∼=
C∞

S⊕Q と直和分解できる. これを示せばWhitney 公
式より明らかである. これは π : E → Q について, ρ : Q→ E という C∞ 級束写像で π ◦ ρ = IdQ
となるものの存在を言えばよい.

まず局所開集合 U 上は存在する. 実際, 適当に正則な local frame をとることで

E|U ∼= U × Cr π→ U × Cq ∼= Q|U , (x, ξ1, . . . , ξr) 7→ (x, ξ1, . . . , ξq)

という射影にできる. よって 正則な束写像 ρU : Q|U → E|U で π|U ◦ ρU = IdQ|U となるものがあ
る. あとは 1 の分割を用いて, ρU を全体に伸ばすことができる.　 (1の分割は正則では絶対に取
れないので, C∞級の分裂しか言えない)

Remark 3.15. この分解 E ∼=
C∞

S ⊕ Q は C∞ 級であることに注意する. 完全列 0 −→ S −→
E −→ Q −→ 0 が正則であっても, E ∼= S ⊕Q という正則同型は得られない. このズレが second

fundamental form として出てくる. 5.7 参照.

3.5 Chern character

Chern 類の定義は計算で使いづらい. そこで次を定義する.

Definition 3.16. E を正則ベクトル束, h を Hermite計量とする. Dh を Chern 接続
FE,h = D2

h を Chern 曲率 とする.

ch(E) =

tr(exp(√−1

2π
FE,h

))
︸ ︷︷ ︸
偶数次数の微分形式

 = r + ch1(E) + ch2(E) + · · · chn(E) ∈ ⊕n
i=0H

2i(X,R)
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として定義する. 特に次が言える.

ch1(E) =

[
tr
(√−1

2π
FE,h

)]
∈ H2(X,R) ch2(E) =

1

2

[
tr
(
− 1

4π2
FE,h ∧ FE,h

)]
∈ H4(X,R)

Chern–Weil Theory と同じく h の取り方によらない. また Chern 類と同じく chk(E) は

1

k!

(√
−1

2π

)k∑
Rα1

α2
∧Rα2

α3
∧ · · · ∧Rαk

α1

で代表される (が, これは使いづらい). 次がわかっている.

Proposition 3.17. chi(E) ∈ H2i(X,Q) であり, c1(E), . . . , ci(E) と有理数を用いて表せ
られる. 低次数においては

ch1(E) = c1(E), ch2(E) =
1

2

(
c21(E)− 2c2(E)

)
.

Chern 類と同じく次が成り立つ.

Proposition 3.18.

chi(E) = 0 (i > min{r, n}), chi(E
∗) = (−1)ichi(E)

が成り立つ. 特に
ch1(E

∗) = −ch1(E), ch2(E
∗) = ch2(E)

次がかなり使いやすい.

Proposition 3.19.

ch(E1 ⊕ E2) = ch(E1) + ch(E2), ch(E1 ⊗ E2) = ch(E1)ch(E2).

特に 正則ベクトル束の短完全列

0 −→ S −→ E −→ Q −→ 0

について
ch(E) = ch(S) + ch(Q)

Proof. ch(E1 ⊕ E2) = ch(E1) + ch(E2) を示せばよい. E1 に計量 h1, E2 に計量 h2 を入れると,
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2.24 から E1 ⊕ E2 に h1 ⊕ h2 という計量が入り

FE1⊕E2,h1⊕h2 =

(
FE1,h1 0

0 FE2,h2

)

である. ここで線形代数によって

exp
(√−1

2π
FE1⊕E2,h1⊕h2

)
= exp

(√−1

2π

(
FE1,h1 0

0 FE2,h2

))
=

線形代数

exp
(√

−1
2π FE1,h1

)
0

0 exp
(√

−1
2π FE2,h2

)
である. 以上より E1 ⊕ E2 の Chern character は

ch(E1 ⊕ E2) =
定義

[
tr
(
exp
(√−1

2π
FE1⊕E2,h1⊕h2

))]

=
上の式

tr
exp

(√
−1
2π FE1,h1

)
0

0 exp
(√

−1
2π FE2,h2

)
=

trace の性質

[
tr exp

(√−1

2π
FE1,h1

)]
+

[
tr exp

(√−1

2π
FE2,h2

)]
=
定義

ch(E1) + ch(E2).

E1 ⊗ E2 については, 2.24 から計量 h1 ⊗ h2 が入り

FE1⊗E2,h1⊗h2 = FE1,h1 ⊗ IdE2 + IdE1 ⊗ FE2,h2

となる. FE1,h1 ⊗ IdE2 と IdE1 ⊗ FE2,h2 は ∧ しても可換なので, 線形代数より9

exp
(√−1

2π
FE1⊗E2,h1⊗h2

)
= exp

(√−1

2π
(FE1,h1 ⊗ IdE2 + IdE1 ⊗ FE2,h2)

)
=

線形代数+可換性
exp
(√−1

2π
FE1,h1

)
exp
(√−1

2π
FE2,h2

)
.

後の議論は同じである.

Corollary 3.20.

c1(End(E)) = 0, c2(End(E)) = ch1(E)2 − 2rch2(E) = 2rc2(E)− (r − 1)c1(E)2.

9AB = BA ならば exp(A+B) = exp(A) exp(B) を用いる.
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Proof.

ch(End(E)) =
定義

ch(E ⊗ E∗) =
Prop. 3.19

ch(E)ch(E∗)

=
Prop. 3.18

(r + ch1(E) + ch2(E) + · · · )(r − ch1(E) + ch2(E)− · · · )

= r2 + 0︸︷︷︸
=ch1(End(E))

+2r · ch2(E)− (ch1(E))2︸ ︷︷ ︸
=ch2(End(E))

+ · · · .

あとは Prop. 3.17 を用いて計算すればよい.

Definition 3.21 (Bogomolov discriminant). End(E) の c2 を Bogomolov discriminant

と呼び ∆(E) で表す. つまり

∆(E) := c2(End(E)) =
Cor. 3.20

ch1(E)2 − 2rch2(E) = 2rc2(E)− (r − 1)c1(E)2 ∈ H4(X,R).

Proposition 3.22. E を rank r の C∞ 級複素ベクトル束とする. FE,h の trace free part

を次で定義する.

F ◦
E,h := FE,h −

1

r
trE(FE,h)︸ ︷︷ ︸

(1, 1) 微分形式

·IdE End(E) 値 (1, 1)-form.

このとき
∆(E) =

[ r

4π2
trE(F

◦
E,h ∧ F ◦

E,h)
]
∈ H4(X,R)

Proof.

∆(E) =
定義 3.21

ch1(E)2 − 2rch2(E) =
定義 3.16

−1

4π2
[trE(FE,h) ∧ trE(FE,h)− r · trE(FE,h ∧ FE,h)] .
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trace free part の定義から trE(F
◦
E,h) = 0 である. α := 1

r trE(FE,h) を (1, 1) 微分形式とする.

trE(FE,h) ∧ trE(FE,h)− r · trE(FE,h ∧ FE,h)

=
定義

trE(F
◦
E,h − αIdE) ∧ trE(F

◦
E,h − αIdE)− r · trE((F ◦

E,h − αIdE) ∧ (F ◦
E,h − αIdE))

=
展開+trE(F ◦

E,h)=0

trE(−αIdE) ∧ trE(−αIdE)− r · trE(F ◦
E,h ∧ F ◦

E,h + α ∧ αIdE)

=
打ち消し

−r · trE(F ◦
E,h ∧ F ◦

E,h).

次の事実はあまり有名ではないが有用である. 証明はただの計算なのでレポート問題にする.

Proposition 3.23 (cf. [Lan04], [Nak04]). ベクトル束の filtration

0 =: E0 ⊊ E1 ⊊ . . . ⊊ El := E

で各 Gi := Ei/Ei−1 が rank ri のベクトル束になるものが存在すると仮定する.

このとき次の等式が成り立つ.

∆(E)

r
=

l∑
i=1

∆(Gi)

ri
− 1

r

∑
1≤i<j≤l

rirj

(
c1(Gi)

ri
− c1(Gj)

rj

)2

∈ H4(X,R). (3.7)

特に短完全列
0 −→ S −→ E −→ Q −→ 0

を考え,

s := rank(S), q := rank(Q), r := rank(E) = s+ q

とするとき
∆(E)

r
=

∆(S)

s
+

∆(Q)

q
− sq

r

(
c1(S)

s
− c1(Q)

q

)2

.

3.6 Riemann–Roch

これに関しては概説に留める.(あまり詳しく知らないので.)

E = L1 ⊕ · · · ⊕ Lr と直線束の直和に分解していて xα = c1(Lα) とする. すると

c(E) =

r∏
α=1

(1 + c1(Lα)) =

r∏
α=1

(1 + xα) ch(E) =

r∑
α=1

ch(Lα) =

r∑
α=1

exα
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が成り立つ. 上の元, Todd 類 td(E) を

td(E) :=

r∏
α=1

xα
1− e−xα

と定める. 低い次数は次の通りになる. (ci := ci(E) と略記している.)

ch(E) = r + c1 +
1

2
(c21 − 2c2) +

1

6
(c31 − 3c1c2 + 3c3) +

1

24
(c41 − 4c21c2 + 4c1c3 + 2c22 − 4c4) + · · ·

td(E) = 1 +
1

2
c1 +

1

12
(c21 + c2) +

1

24
(c1c2) +

1

720
(−c41 + 4c21c2 + c1c3 + 3c22 − c4) + · · · .

Theorem 3.24. E を コンパクト 複素多様体 X 上の 正則ベクトル束 とする. H i(X,E)

で, E の 正則 section の層 O(E) を係数にもつ X の i-th cohomology を表す. Euler

characteristic

χ(X,E) :=
n∑

i=0

(−1)i dimH i(X,E)

とするとき, 次の Riemann–Roch が成り立つ:

χ(X,E) =

∫
X
td(TX)ch(E).

Remark 3.25. [Kob14] にこう書いていた. X が代数多様体 のとき Hirzebruch により証明された.

その後, X が コンパクト 複素多様体 の場合へ Atiyah と Singer によって一般化された. Chern

類および Chern character は coherent analytic sheaves に対しても定義できる. Riemann–Roch

の公式は任意の coherent analytic sheaf F でも成り立つ.(O’Brian–Toledo–Tong.) これらすべて
については Hirzebruch を見よ.

この形ならば Hirzebruch–Riemann–Roch もしくは Atiyah–Singer の指数定理の方がよいかもし
れない.

低い次数を見るとこうなる. これは ChatGPT に展開してもらった (まあこの資料 ChatGPT が
かなり書いている.)

1. n = 1 の場合.

χ(X,E) =

∫
X

(
c1(E) +

r

2
c1(TX)

)
.

特に X が種数 g の滑らかな射影曲線なら,
∫
X c1(TX) = 2− 2g なので,

χ(X,E) = degE + r(1− g).

これは曲線の場合の Riemann–Roch という.

2. n = 2 の場合.
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χ(X,E) =

∫
X

{
1

2

(
c1(E)2 − 2c2(E)

)
+

1

2
c1(TX)c1(E) +

r

12

(
c1(TX)2 + c2(TX)

)}
.

特に E = L が直線束なら, r = 1, c2(L) = 0 なので, 標準束 KX を用いると c1(TX) = −c1(KX)

であるから,

χ(X,L) =
1

2
L · (L−KX) + χ(X,OX) ただしχ(X,OX) =

1

12

∫
X

(
c1(TX)2 + c2(TX)

)
これは Noether formula である10

3. n = 3 の場合.

χ(X,E) =

∫
X

{
1

6

(
c1(E)3 − 3c1(E)c2(E) + 3c3(E)

)
+

1

4
c1(TX)

(
c1(E)2 − 2c2(E)

)
+

1

12

(
c1(TX)2 + c2(TX)

)
c1(E) +

r

24
c1(TX)c2(TX)

}
.

E = L が直線束なら,

ch(L) = 1 + c1(L) +
1

2
c1(L)

2 +
1

6
c1(L)

3

なので,

χ(X,L) =

∫
X

{
1

6
L3 − 1

4
KXL

2 +
1

12

(
K2

X + c2(TX)
)
L− 1

24
KXc2(TX)

}
.

特に
χ(X,OX) = − 1

24

∫
X
c1(KX)c2(TX) =

1

24

∫
X
c1(TX)c2(TX).

これは後で使うので定理で書いておく.

Theorem 3.26. n = 3 のとき

χ(X,OX) = − 1

24

∫
X
c1(KX)c2(TX) =

1

24

∫
X
c1(−KX)c2(TX).

4. n = 4 の場合.

10この Noether は Max Noether で, Noetherian ring や Noether’s theorem の Emmy Noether の父親である.
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χ(X,E) =

∫
X

{
1

24

(
c1(E)4 − 4c1(E)2c2(E) + 2c2(E)2 + 4c1(E)c3(E)− 4c4(E)

)
+

1

12
c1(TX)

(
c1(E)3 − 3c1(E)c2(E) + 3c3(E)

)
+

1

24

(
c1(TX)2 + c2(TX)

)(
c1(E)2 − 2c2(E)

)
+

1

24
c1(TX)c2(TX)c1(E)

+
r

720

(
−c1(TX)4 + 4c1(TX)2c2(TX) + 3c2(TX)2 + c1(TX)c3(TX)− c4(TX)

)}
.

特に E = L が直線束なら,

ch(L) = 1 + c1(L) +
1

2
c1(L)

2 +
1

6
c1(L)

3 +
1

24
c1(L)

4

なので,

χ(X,L) =

∫
X

{
1

24
L4 − 1

12
KXL

3 +
1

24

(
K2

X + c2(TX)
)
L2 − 1

24
KXc2(TX)L

+
1

720

(
−K4

X + 4K2
Xc2(TX) + 3c2(TX)2 −KXc3(TX)− c4(TX)

)}
.

また

χ(X,OX) =
1

720

∫
X

(
−c1(TX)4 + 4c1(TX)2c2(TX) + 3c2(TX)2 + c1(TX)c3(TX)− c4(TX)

)
.

3.7 交点数と特異エルミート計量

Definition 3.27. X をコンパクト複素多様体とする. L1, . . . , Lnを正則直線束として, 交
点数を

L1 · · ·Ln := c1(L1) · · · c1(Ln) ∈ H2n(X,R) ∼= R

として定義する. これは hiを Liの Hermite計量とすれば

L1 · · ·Ln :=

∫
X

(√−1

2π
FL1,h1

)
∧ · · · ∧

(√−1

2π
FLn,hn

)
となる.
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同様にしてEを正則ベクトル束, ωをX の Kähler 形式として

ci(E) · [ω]n−i :=

∫
ci(E, h) ∧ ωn−i

と定める. hはEのHermite計量である. 特に

c1(E) · [ω]n−1 =

∫
tr
(√−1

2π
FE,h

)
∧ ωn−1

[ω]と鉤括弧をつけている理由について軽く説明する. 簡単のためXをコンパクト Kähler とする.

Bott-Chern cohomology group

H1,1(X,R) :=
d-closed (1, 1)-form

∂∂ exact (1, 1) form
=

X Kähler

d-closed (1, 1)-form

d exact (1, 1) form

として定義する. するとX Kähler より

H1,1(X,R) ⊂ H2(X,R) c1(E) ∈ H1,1(X,R)

である. したがって Kähler 形式を ωについて, [ω] ∈ H1,1(X,R)をその同値類とすれば ci(E)と
交点数が考えられる.

4.20で使う補題を示しておく

Lemma 3.28. X をコンパクト Kähler 多様体とし, L を X 上の正則直線束とする. ω を
Kähler 形式とし,

c1(L) = [ω] ∈ H1,1(X,R)

が成り立つと仮定する. このとき L は positive である. 特に, Kodaira の埋め込み定理に
より, L は ample である.

Proof. 任意に L 上の Hermite計量 h0 を一つ取る. Chern–Weil 理論より

[

√
−1

2π
FL,h0 ] = c1(L) ∈ H1,1(X,R)

である. 仮定より c1(L) = [ω] なので,

[ω −
√
−1

2π
FL,h0 ] = 0

が成り立つ.
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X はコンパクト Kähler であるから, ∂∂-lemma (下) により, ある実数値の滑らかな関数 ϕ ∈
C∞(X,R) が存在して

ω −
√
−1

2π
FL,h0 =

√
−1

2π
∂∂ϕ

と書ける. そこで L 上の新しい Hermite計量 h を

h := h0e
−φ

によって定めると √
−1

2π
FL,h =

√
−1

2π
FL,h0 +

√
−1

2π
∂∂ϕ = ω

となり positive 計量 である.

Lemma 3.29. X が Kähler で αが d-exactならば, α = ∂∂ψとなる ψが存在する.

これの証明はどこかに載っていると思われるので省略する.

交点数の定義からわかることを示しておく.

Lemma 3.30. L1, . . . , Lnが positive(ample)ならば, L1 · · ·Ln > 0.

Proof. ωをKähler形式とする. これは hiを Liの positiveな計量とすれば, コンパクト性よりあ
る c > 0があって √

−1

2π
FLi,hi

> cω

となる. よって

L1 · · ·Ln :=

∫
X

(√−1

2π
FL1,h1

)
∧ · · · ∧

(√−1

2π
FLn,hn

)
> cn

∫
X
ωn > 0.

この証明は Liが nefの場合でも有効である. つまり

Lemma 3.31. L1, . . . , Lnが nefならば, L1 · · ·Ln ≥ 0.

じゃあ特異 Hermite計量を用いて定義される bigや pseudo-effectiveでも成り立つと思われるが,

それは間違いである. 曲面上の Exceptional divisor Eは pseudo-effectiveだが E2 = −1であるた
めである. これは

カレントの意味で外積
(√−1

2π
FL1,h1

)
∧ · · · ∧

(√−1

2π
FLn,hn

)
が定義ができない
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に基づく.

これに関してはいろんな回避法がある. [BEGZ10]では non-pluripolar product 〈T1 · · ·Tp〉という
カレントの新たな積を定義した. もちろん直線束の交点数とは対応しないが, 次が知られている.

Theorem 3.32 (Fujita近似定理 [BEGZ10, section 2]). Lを big な直線束とし hをLの特
異Hermite計量で, minimal singularityを持つとする. この時〈(√

−1

2π
FL,h

)n〉
= vol(L) := lim

k→∞

n!

kn
dimCH

0(X,L⊗k)

minimal singularityに関しては [Dem12, Section 6]参照
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4 Hermite–Einstein計量

4.1 Notation

以下, X は n次元コンパクト Kähler多様体とする.11 gを Kähler計量, ωを gに付随する Kähler

form とする.

E を rank r の正則ベクトル束とする. また局所的な話をするとき, (U, z1, . . . , zn) を X の座標近
傍とし, eα (α = 1, . . . , r) を local frame とする. すると E∗ の local frame は e∗,α (α = 1, . . . , r)

となり, End(E) = E∗ ⊗ E の local frame は

e∗,α ⊗ eβ α, β = 1, . . . , r

となる.

h を E の Hermite計量とする. Chern 曲率を FE,h とする. FE,h は End(E) 値 (1, 1)-form であ
り, 局所的に書くと

FE,h = Rβ

ijα
e∗,α ⊗ eβ︸ ︷︷ ︸
End(E) 値

⊗ dzi ∧ dzj︸ ︷︷ ︸
(1, 1)-form

と書けるのであった.

hαβ = h(eα, eβ) とし, 逆行列を hβα とすると

Rijαβ := hγβR
γ

ijα
= −∂i∂jhαβ +

∑
γ,δ

hδγ ∂ihαδ ∂jhγβ

である. ここで
∂i :=

∂

∂zi
, ∂j :=

∂

∂zj

である.

4.2 Λω-operator

Definition 4.1. gをX のKähler 計量とする. Kähler formを localに

ω :=
√
−1

n∑
i,j=1

gijdz
i ∧ dzj

11[Kob14]も Kähler でやっているのでそれに合わせた. Hermitianでどれくらいできるかは確かに気になるところで
はある. おそらく基本的な部分は問題ない. [ZZZ25]を見た感じ, Orbifold Gauduchonで Donaldson-Uhlenbeck-Yau
はできている. ただ Bogomolov-Giesekerを言うのに astheno-Kähler(∂∂ωn−2 = 0)が必要らしい. コンパクトは積分
をするために必要. 複素多様体は向きづけ可能なので積分できる.
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とかくとき, real (1, 1)-form αについて,

Λω(α) = Λω(

n∑
i,j=1

√
−1αijdz

i ∧ dzj) := gjiαij where α =
local

n∑
i,j=1

√
−1αijdz

i ∧ dzj

と定義する. gjiは gij の逆行列とする.

α が realとは αji = αij なることである.

Remark 4.2. 微分幾何で trω というものがある. これは

trω

 n∑
i,j=1

√
−1αijdz

i ∧ dzj

 = gjiαij

である. したがって trω = Λωである. ちなみに微分幾何の論文によっては 1
2π をかけていたりする

ので, 注意が必要である. 12

Remark 4.3. 調和積分論を知っている人は Λω は ω∧の formal adjointである.

Proposition 4.4. real (1, 1)-form α, βについて次が成り立つ.

nα ∧ ωn−1 = Λωα · ωn

n(n− 1)α ∧ β ∧ ωn−2 = (ΛωαΛωβ − 〈α, β〉ω)ωn

ここで (1, 1)-形式 α, βの内積を以下で定める

〈α, β〉ω := gjigℓkαiℓβkj where α =
√
−1αij dz

i ∧ dzj , β =
√
−1βij dz

i ∧ dzj

Proof. 証明の概略を述べる. この等式は点ごとの線形代数の等式である. 点 p ∈ X を固定してよ
い. うまく座標変換をすることで, 点 pでは

ω =
√
−1

n∑
i=1

dzi ∧ dzi α =

n∑
i=1

αii

√
−1 dzi ∧ dzi β =

n∑
i=1

βii
√
−1 dzi ∧ dzi

とかくことができる. 13 ここで

dV :=
√
−1 dz1 ∧ dz1 ∧ · · · ∧

√
−1 dzn ∧ dzn

12最近微分幾何の研究をして論文によって定数倍の定義が異なるのでかなりストレスだった. 代数幾何勢からすると
「論文によって交点数が定数倍の 1

2π
異なる」ことがあるのはなんか違和感がある. (ただ結果が変わっていないのは流

石である)
13Hermitian行列が unitary行列で対角化できることを用いる. ただし点 pで成り立つ式で, pの近傍では成り立た

ないことに注意！ (正則性が強すぎるため)
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とすると計算すれば

ωn = n!dV α ∧ ωn−1 =

(
n∑

i=1

αii

)
(n− 1)!dV α ∧ β ∧ ωn−2 =

∑
i ̸=j

αiiβjj

 (n− 2)!dV

Λωα =

n∑
i=1

αii, 〈α, β〉ω =

n∑
i=1

αiiβii ΛωαΛωβ−〈α, β〉ω =

(
n∑

i=1

αii

) n∑
j=1

βjj

−
n∑

i=1

αiiβii =
∑
i ̸=j

αiiβjj .

となるので, 係数を調整すれば欲しい式が得られる.

もちろん上は End(E)-値 (1, 1)-form に対しても成り立つ. 以下の形で使うのでまとめておく.

Corollary 4.5.

n trE
(√

−1FE,h

)
∧ ωn−1 = trE

(
Λω

√
−1FE,h

)
ωn.

n(n− 1) trE
(
(
√
−1FE,h) ∧ (

√
−1FE,h)

)
∧ ωn−2

=
{
trE

((
Λω

√
−1FE,h

)2)− trE
(〈√

−1FE,h,
√
−1FE,h

〉
ω

)}
ωn.

4.3 Hermite–Einstein計量の定義と性質

Definition 4.6. hがEのHermite–Einstein計量であるとは, ある定数 cがあって

Λω(

√
−1

2π
FE,h) = cIdE End(E) 値 (4.1)

となること. ここで FE,hは hの Chern曲率とする.

localな座標で書けば (4.1)は次の方程式と同じである.

√
−1

2π
gjiRβ

ijα
e∗,α ⊗ eβ = cδβαe

∗,α ⊗ eβ ⇔ gjiRβ

ijα
= cδβα ∀α, β = 1, . . . , r

[Kob14, Chapter 4]と定数倍 (2π倍)ずれていることに注意! また [Kob14, Chapter 4]は非常に見
づらいので, 上のように定義した.

Proposition 4.7. Hermite–Einstein計量の式 (4.1) における cについて

c =
n
∫
X tr

√
−1
2π FE,h ∧ ωn−1

r
∫
X ωn

=
nc1(E) · [ω]n−1

r[ω]n
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特に cは位相不変量である.

Proof. (4.1)から関数としての等式

cr = tr(cIdE) =
(4.1)

tr

(
Λω(

√
−1

2π
FE,h)

)
(4.2)

を得る. よって ∧nしてX 上で積分して

cr

(∫
X
ωn

)
=

∫
X
crωn =

(4.2)

∫
X
tr

(
Λω(

√
−1

2π
FE,h)

)
ωn

=
Cor. 4.5

∫
X
n trE

(√
−1

2π
FE,h

)
∧ ωn−1 = nc1(E) · [ω]n−1

最後の等式は以下の事実から.

c1(E) =
Cor. 3.9

[trE

(√
−1

2π
FE,h

)
] ∈ H2(X,R)

Remark 4.8. [Kob14]では次の定義もある:

Definition 4.9. ϕ は M 上で定義された実関数として, hが factor ϕ をもつ weak Hermite–

Einsteinであるとは
Λω(

√
−1

2π
FE,h) = ϕIdE End(E) 値

となること.

次が知られている.

Proposition 4.10 ([Kob14, Prop 4.2.4]). コンパクト Kähler 多様体 (M, g) 上の Hermite

ベクトル束 (E, h) が factor ϕ をもつ weak Hermite–Einstein を満たすとする. このとき,

ある conformal change

h −→ h′ = ah

が存在して，(E, h′) は定数 c をもつ Hermite–Einstein を満たす. このような conformal

change は homothety を除いて一意である.

つまり weak Hermite–Einsteinを持てばHermite–Einsteinである.
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上の事実を用いると次が言える.

Proposition 4.11. (1) 直線束 (L, h) は weak Hermite–Einstein. 特に Hermite–

Einstein である.

(2) (E, h) が定数 cを持つ Hermite–Einstein ならば, 双対 (E∗, h∗) は定数 −cを持つ
Hermite–Einstein である.

(3) (E1, h1) と (E2, h2) がそれぞれ定数 c1 と c2 をもつ Hermite–Einstein ならば, (E1⊗
E2, h1 ⊗ h2) も定数 c1 + c2 をもつ Hermite–Einstein である.

(4) (E1 ⊕ E2, h1 ⊕ h2) が定数 c をもつ Hermite–Einstein であることは, (E1, h1) と
(E2, h2) がともに同じ定数 c をもつ Hermite–Einstein であることと同値である.

Proof. (1). End(L)は自明なので, 関数 ϕ := Λω(
√
−1
2π FL,h)と定義すれば,

Λω(

√
−1

2π
FL,h) =

φ の定義
ϕ =
L は直線束

ϕIdL

よって weak Hermite–Einstein である.

(2). 2.24から (R∗
λ)α

β = −(Rλ)β
αである. つまり

(Rh∗)β
ijα

= −(Rh)
α
ijβ

が成り立つので,

gji(Rh∗)β
ijα

=
上の式

−gji(Rh)
α
ijβ

=
(4.1)

−cδαβ

これは定数−cを持つHermite–Einsteinであることを意味する.

(3). 2.24から FE1⊗E2,h1⊗h2 = FE1,h1 ⊗ IdE2 + IdE1 ⊗ FE2,h2 であるので

Λω(

√
−1

2π
FE1⊗E2,h1⊗h2) =

Def. 2.24

Λω(

√
−1

2π
FE1,h1 ⊗ IdE2) + Λω(

√
−1

2π
IdE1 ⊗ FE2,h2)

=
(4.1)

c1(IdE1 ⊗ IdE2) + c2(IdE1 ⊗ IdE2) = (c1 + c2)IdE1⊗E2

(4). 2.24から

Λω(

√
−1

2π
FE1⊕E2,h1⊕h2) = cIdE1⊕E2 ⇔

(
Λω(

√
−1
2π FE1,h1) 0

0 Λω(
√
−1
2π FE2,h2)

)
=

Def. 2.24

(
cIdE1 0

0 cIdE2

)
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4.4 Hermite–Einstein計量とBogomolov-Gieseker不等式

次の定理は [Kob14]によると, Lübkeが示したものであるらしい．

Theorem 4.12 (Bogomolov-Gieseker不等式). EがHermite–Einstein計量を持つとき, 次
の不等式が成り立つ.

∆(E)[ω]n−2 =
Def. 3.21

(
2rc2(E)− (r − 1)c1(E)2

)
[ω]n−2 ≥ 0

この不等式を Bogomolov-Gieseker不等式という.

さらに上の不等式の等号が成立するとき

FE,h =
1

r
trE(FE,h)︸ ︷︷ ︸

(1, 1) 微分形式

·IdE End(E) 値 (1, 1)-form.

となる. (この時Eは projectively Hermitian flatという)

Remark 4.13. 後にやるKobayashi-Hitchin対応を認めれば,次を得る.

Theorem 4.14. Eが stable(もっと強く semistable)ならば Bogomolov-Gieseker不等式が成
り立つ

今回やる証明は微分幾何学的だが, X が projectiveならば代数幾何学的な (しかもかなり elemen-

tary!)な証明がMiyaoka [Miy87]で知られている. 正標数でやるなら多分こっちだと思う.

今回この証明をしなかったのは後にやる Higgs 束に関しては代数的な証明がないからである.

Miyaoka-Yauなど Chern類に関する不等式に関して, 代数幾何学だけの証明はまだない. (つまり
何かしらの微分幾何学の手法を裏で用いている.)

Proof of Theorem 4.12. (1, 1)微分形式α := 1
r trE(FE,h)とし, trace free part F ◦

E,h := FE,h−α·IdE
とする. 今 (E, h)は定数 cを持つHermite–Einstein計量なので

Λω

√
−1

2π
FE,h = cIdE ⇒

√
−1

2π
Λωα =

1

r
trE(Λω

√
−1

2π
FE,h) =

1

r
trE(cIdE) = c (4.3)

これより
Λω(

√
−1

2π
F ◦
E,h) = Λω

√
−1

2π
FE,h︸ ︷︷ ︸

=cIdE

−
√
−1

2π
Λωα︸ ︷︷ ︸

=c by (4.3)

·IdE = 0 (4.4)
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3.22から

∆(E)[ω]n−2 =

∫
X

r

4π2
trE(F

◦
E,h ∧ F ◦

E,h) ∧ ωn−2 = − r

4π2

∫
X
trE((

√
−1F ◦

E,h) ∧ (
√
−1F ◦

E,h)) ∧ ωn−2

=
Cor. 4.5

− r

4π2n(n− 1)

∫
X
trE

(
(Λω

√
−1F ◦

E,h)
2
)︸ ︷︷ ︸

=0 by (4.4)

ωn +
r

4π2n(n− 1)

∫
X
trE

(
〈
√
−1F ◦

E,h,
√
−1F ◦

E,h〉ω
)︸ ︷︷ ︸

≥0 by Prop. 4.4

ωn

≥
Cor. 4.5

0

等号が成立するときは 〈
√
−1F ◦

E,h,
√
−1F ◦

E,h〉ω = 0となるが, 内積の性質から,

0 = F ◦
E,h := FE,h − α · IdE := FE,h −

1

r
trE(FE,h)

Corollary 4.15. c1(E) = 0かつEがHermite–Einstein計量を持つとき, 次の不等式が成
り立つ.

c2(E) · [ω]n−2 ≥ 0

上の不等式の等号が成立するとき, 別の計量 h′ = he−φと取り替えると

FE,h′ = 0

となる. このときEは Hermitian flat という.

Proof. 前半は明らかである. 等号成立に関してのみ示す.

hが定数 cのHermite–Einstein計量とするとき, c1(E) = 0なので命題 4.7から c = 0である. よっ
て α := 1

r trE(FE,h)とすると等号成立条件から

FE,h − α · IdE = 0 ⇒ [

√
−1

2π
α] = [

1

r
trE(

√
−1

2π
FE,h)] =

1

r
c1(E) = 0 ∈ H2(X,R)

よって下の補題 (∂∂補題)4.16より
α = −∂∂ϕ

となる C∞級関数がある. そこで h′ = e−φhとすれば

FE,h′ = ∂∂ϕIdE + FE,h = −α · IdE + α · IdE = 0
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Lemma 4.16. X が Kähler で αが d-exactならば, α = ∂∂ψとなる ψが存在する.

これの証明はどこかに載っていると思われるので省略する.

4.5 Miyaoka–Yau不等式とChen-Ogiueの定理・Kähler-Einstein計量・Yauの定理

このMiyaoka–Yau 不等式の証明はあまり好きではない. 私はHiggs束を用いた証明 (6章)の方が
好きだが, 現時点でできるし私の勉強のために書いておく.

4.5.1 Chen-Ogiueの定理

2章の内容 (+α)をまとめておこう　

∂i :=
∂
∂zi
, ∂j :=

∂

∂zj
と略記する. ω =

√
−1gijdz

i ∧ dzj をKähler 計量とするとき

• Christoffel 記号. Γi
jk = gli∂jgkl. Γ

i
jk = Γi

kj

• ωによって TX にHermite計量 hを入れる時 (h = gである), Chern 接続

Dh : A0(TX) → A1(TX)

について, ei := ∂
∂zi

, si を C∞ 関数とすると, connection form θ は (1, 0)-form で
θ = g−1∂gで与えられる. これはつまり

Dh(s
iei) = (∂ + ∂)si ⊗ ei + sjθij ⊗ ei θij = gli∂jgkldz

k = Γi
jkdz

k

となる.

• curvature tensor を
Rj

ikl
:= −∂lΓ

j
ik

と定める.

• Dhを Chern 接続 として, Chern 曲率は

FTX ,h := D2
h = ∂(h−1∂h) End(TX) 値 (1, 1)-form

とおく.

FTX ,h = Rj

ikl

∂

∂zj
⊗ dzi ⊗ dzk ∧ dzl

である.
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• Riemann curvature tensor (??) を

Rijkl := gpjR
p

ikl

とすると次が成り立つ

Rijkl = −∂i∂jgkl + gqp(∂igkq)(∂jgpl)

Kähler conditionより
Rijkl = Rkjil = Rilkj

i, kや j, lは入れ替えてもよい. またGriffith positivityやNakano positivityはこれで
わかる.

• Ricci curvature tensor を
Rij := glkRijkl

とすると次が成り立つ
Rij = −∂i∂j log det(g)

Ricci 曲率は以下のように定める.

Ric(ω) :=

√
−1

2π
Rijdz

i ∧ dzj

これによって実 (1, 1)-formになり, [Ric(ω)] = c1(X) ∈ H2(X,R)である.

• scalar 曲率を
R(ω) := ΛωRic(ω) =

1

2π
gjiRij =

1

2π
gjiglkRijkl

として定義する.

Ric(ω)の定義は 1
2π ズレることがあるので注意.

以下の等式は Chen–Ogiue [CO75] による. 今回は [His24] を参照した.

Proposition 4.17. [CO75][His24] (X,ω) を n 次元 コンパクト Kähler 多様体 とする.

R̃ic(ω) := Ric(ω)− R(ω)

n
ω R̃mijkl(ω) :=

1

2π
Rijkl(ω)−

R(ω)

n(n+ 1)

(
gijgkl + gilgkj

)
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と定義する. このとき{
2(n+ 1)c2(X)− nc21(X)

}
[ω]n−2

=
{
c21(X)− 2(n+ 1) ch2(X)

}
[ω]n−2

=
1

n(n− 1)

∫
X

{
(n+ 1)

∣∣∣R̃m(ω)
∣∣∣2
ω
− (n+ 2)

∣∣∣R̃ic(ω)∣∣∣2
ω

}
ωn.

Proof. 前半の等号は Prop. 3.17から

ch1(X) = c1(X) = c1, ch2(X) =
1

2

(
c21(X)− 2c2(X)

)
.

より計算すればよい. 後半の等号に関して簡単のため

Θ =

√
−1

2π
FTX ,h

とおく. 3.16より
c1(X,ω) = [trΘ] ch2(X,ω) = [

1

2
tr(Θ ∧Θ)]

であるので{
c21(X)− 2(n+ 1) ch2(X)

}
[ω]n−2 =

∫
X
{(trΘ) ∧ (trΘ)− (n+ 1) tr(Θ ∧Θ)} ∧ ωn−2. (4.5)

Claim 4.18. 次が成り立つ

• trΘ = Ric(ω)

• ΛωtrΘ = R(ω)

• 〈trΘ, trΘ〉ω = |Ric(ω)|2ω
• tr

(
(ΛωΘ)2

)
= |Ric(ω)|2ω

• tr (〈Θ,Θ〉ω) =
(

1
2π

)2 |Rm(ω)|2ω ここで |Rm(ω)|2ω := gqigjpgskglrRijklRpqrs

•
∣∣∣R̃ic(ω)∣∣∣2

ω
= |Ric(ω)|2ω − R(ω)2

n .

•
∣∣∣R̃m(ω)

∣∣∣2
ω
=
(

1
2π

)2 |Rm(ω)|2ω − 2R(ω)2

n(n+1) .
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この claimを認めると

(trΘ) ∧ (trΘ) ∧ ωn−2 =
Prop. 4.4

1

n(n− 1)

{
(Λω trΘ)2 − 〈trΘ, trΘ〉ω

}
ωn

=
Claim. 4.18

1

n(n− 1)

{
R(ω)2 − |Ric(ω)|2

}
ωn

tr(Θ ∧Θ) ∧ ωn−2 =
Cor. 4.5

1

n(n− 1)

{
tr
(
(ΛωΘ)2

)
− tr (〈Θ,Θ〉ω)

}
ωn

=
Claim. 4.18

1

n(n− 1)

{
|Ric(ω)|2 −

(
1

2π

)2

|Rm(ω)|2
}
ωn.

以上より{
c21(X)− 2(n+ 1) ch2(X)

}
[ω]n−2

=
(4.5)

∫
X
{(trΘ) ∧ (trΘ)− (n+ 1) tr(Θ ∧Θ)} ∧ ωn−2.

=
上二つ

1

n(n− 1)

∫
X

{
(n+ 1)

(
1

2π

)2

|Rm(ω)|2 − (n+ 2) |Ric(ω)|2 +R(ω)2

}
ωn.

=
Claim. 4.18

1

n(n− 1)

∫
X

{
(n+ 1)

∣∣∣R̃m(ω)
∣∣∣2
ω
− (n+ 2)

∣∣∣R̃ic(ω)∣∣∣2
ω

}
ωn.

(4.6)

Proof of Claim 4.18. 一つずつ計算していく. δを Kronecker delta とする.

FTX ,h = Rj

ikl

∂

∂zj
⊗ dzi ⊗ dzk ∧ dzl = gpjRipkl

∂

∂zj
⊗ dzi ⊗ dzk ∧ dzl

であることに注意すれば

trΘ =
定義

√
−1

2π
δijg

pjRipkldz
k ∧ dzl =

√
−1

2π
gpiRipkldz

k ∧ dzl =
定義

Ric(ω)

特に ΛωtrΘ = Λω Ric(ω) = R(ω)となり, 〈trΘ, trΘ〉ω = 〈Ric(ω),Ric(ω)〉ω = |Ric(ω)|2ω も言える.

次に ΛωΘを計算すると

ΛωΘ =
定義

1

2π
glkgpjRipkl

∂

∂zj
⊗ dzi =

Kähler 条件

1

2π
glkgpjRklip

∂

∂zj
⊗ dzi =

定義

1

2π
gpjRip

∂

∂zj
⊗ dzi
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以上より

tr
(
(ΛωΘ)2

)
=
上の式

(
1

2π

)2

δkj δ
i
lg

pjRipg
qlRkq =

(
1

2π

)2

gpjgqiRipRjq = |Ric(ω)|2ω

ここでRic(ω) :=
√
−1
2π Rijdz

i ∧ dzj を用いた

〈Θ,Θ〉ω =
定義

(
1

2π

)2

glcgdk︸ ︷︷ ︸
⟨•, •⟩ω の項.

gpjRipklg
qbRaqcd

∂

∂zj
⊗ dzi(

∂

∂zb
)⊗ dza︸ ︷︷ ︸

End(E) 値

なので

tr (〈Θ,Θ〉ω) =
(

1

2π

)2

δibδ
j
ag

lcgdkgpjRipklg
qbRaqcd =

(
1

2π

)2

gqigpjgdkglcRipklRjqcd =

(
1

2π

)2

|Rm(ω)|2

〈Ric(ω), ω〉ω = R(ω), |ω|2ω = nであるので

∣∣∣R̃ic(ω)∣∣∣2 = ∣∣∣∣Ric(ω)− R(ω)

n
ω

∣∣∣∣2 = |Ric(ω)|2 − 2
R(ω)

n
〈Ric(ω), ω〉ω +

R(ω)2

n2
|ω|2ω

= |Ric(ω)|2 − R(ω)2

n
.

次にBijkl := gijgkl + gilgkj とおく. 各点で unitary frame を取れば,

|B|2 = 2n(n+ 1), 〈Rm(ω)

2π
,B〉 = 2R(ω)

が成り立つ. よって∣∣∣R̃m(ω)
∣∣∣2 = ∣∣∣∣Rm(ω)

2π
− R(ω)

n(n+ 1)
B

∣∣∣∣2 = ∣∣∣∣Rm(ω)

2π

∣∣∣∣2 − 2
R(ω)

n(n+ 1)
〈Rm(ω)

2π
,B〉+ R(ω)2

n2(n+ 1)2
|B|2

=

∣∣∣∣Rm(ω)

2π

∣∣∣∣2 − 2
R(ω)

n(n+ 1)
· 2R(ω) + R(ω)2

n2(n+ 1)2
· 2n(n+ 1)

=

∣∣∣∣Rm(ω)

2π

∣∣∣∣2 − 4R(ω)2

n(n+ 1)
+

2R(ω)2

n(n+ 1)
=

∣∣∣∣Rm(ω)

2π

∣∣∣∣2 − 2R(ω)2

n(n+ 1)
.
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4.5.2 Kähler-Einstein計量・Miyaoka-Yau不等式

Definition 4.19 (Kähler–Einstein計量). X の Kähler 計量 gについて, ある定数 λ ∈ R
があって

Ric(ω) = λω ⇔ −
√
−1

2π
∂i∂j log det(g)︸ ︷︷ ︸
=

√
−1
2π

Rij

=
√
−1λgij ⇔

1

2π
Rij = λgij

となる時 gを Kähler–Einstein 計量という.

Proposition 4.20. gを定数 λを持つ Kähler–Einstein 計量とする.

1. λ > 0の時, c1(X) = c1(−KX)は positive. 特に Fano多様体である.

2. λ = 0の時, c1(X) = 0. 特に (弱い意味での)Calabi–Yau多様体である.

3. λ < 0の時, −c1(X) = c1(KX)は positive. 特に canonically polarized多様体である.

4. gによって TX に Hermite計量 hを入れると, hは定数 λを持つ Hermite–Einstein 計
量である.

Proof. (1). λ > 0より
c1(X) = [Ric(ω)] = λ[ω] > 0

となるため補題 3.28より従う. (2), (3)も同様である.

(4)は End(TX)値の等式変形をすると

Λω(

√
−1

2π
FTX ,h) =

定義
Λω

(√
−1

2π
gpjRipkl

∂

∂zj
⊗ dzi ⊗ dzk ∧ dzl

)

=
Λω の定義

1

2π
glkgpjRipkl

∂

∂zj
⊗ dzi =

Kähler 条件

1

2π
gpj glkRklip︸ ︷︷ ︸

=:Rip

∂

∂zj
⊗ dzi

= gpj
1

2π
Rip︸ ︷︷ ︸

=λgip

∂

∂zj
⊗ dzi =

KE 条件
λ gpjgip︸ ︷︷ ︸

=δji

∂

∂zj
⊗ dzi = λIdTX

よって (4.1)の式を満たすので Hermite–Einstein 計量である.

さてXが Kähler–Einstein 計量を持てば, TX が Hermite–Einstein 計量を持つので定理 4.12より(
2nc2(X)− (n− 1)c1(X)2

)
[ω]n−2 ≥ 0

88



が成り立つ. 例えば曲面の場合は
4c2 ≥ c1(X)2

と同値である. 次のMiyaoka–Yau不等式はこれよりも良い係数であることを言っている.

Theorem 4.21 (Miyaoka–Yau不等式 [CO75, Yau77]). X が Kähler–Einstein 計量 ωを
持つ時, 次のMiyaoka–Yau不等式が成り立つ.{

2(n+ 1)c2(X)− nc21(X)
}
[ω]n−2 ≥ 0

さらに等号が成立するときはX の普遍被覆が CPn, Cn, Cnの unit ballの三つに限られる.

例えば曲面の場合のMiyaoka–Yauは

3c2 ≥ c1(X)2

と同値である. 明らかに 4c2 ≥ c1(X)2よりも良い不等式である.

歴史的には以下の通り.

• 上の定理は Chen–Ogiue [CO75]で示されたので, 厳密的には Chen–Ogiueの定理である.

• [Miy77]が曲面の場合に 3c2 ≥ c1(X)2を示した. この場合はKXbigでもよい.

• [Yau77]でYauが Kähler–Einstein 計量の存在を示して, KXampleの場合の不等式(
2(n+ 1)c2(X)− nc1(X)2

)
c1(KX)n−2 ≥ 0

を示した.

なのでChen–Ogiueを引用すべきな気もするが, それは忘れられたらしく, Miyaoka–Yau不等式と
呼ばれる.

Proof. Ric(ω) = λωならばR(ω) = nλなので,

R̃ic(ω) =
定義

Ric(ω)− R(ω)

n
ω = λω − λω = 0

よって Prop 4.17より{
2(n+ 1)c2(X)− nc21(X)

}
[ω]n−2

=
Prop 4.17

1

n(n− 1)

∫
X

{
(n+ 1)

∣∣∣R̃m(ω)
∣∣∣2
ω
− (n+ 2)

∣∣∣R̃ic(ω)∣∣∣2
ω

}
ωn

=
1

n(n− 1)

∫
X

{
(n+ 1)

∣∣∣R̃m(ω)
∣∣∣2
ω

}
ωn ≥ 0
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等号成立するときは R̃m(ω) = 0である. よって
1

2π
Rijkl(ω) =

R(ω)

n(n+ 1)

(
gijgkl + gilgkj

)
となり, 定数 holomorphic sectional curvature をもつ. 古典的な結果14によってX の普遍被覆が
CPn, Cn, Cnの unit ballの三つに限られる.

4.5.3 Yauの定理

Yauの定理 [Yau77]を述べておく.

Theorem 4.22. X をコンパクトKähler多様体とする. KX が ampleまたは c1(KX) = 0

ならば, Kähler-Einstein計量が存在する.

これを使えば次がわかる.

Theorem 4.23. [Yau77] KXampleならば{
2(n+ 1)c2(X)− nc21(X)

}
c1(KX)n−2 ≥ 0

であり, 等号が成立するときはX の普遍被覆が Cnの unit ballになる.

Proof. Yauの定理より Kähler–Einstein 計量が存在するため, 定理 4.21より従う.

Theorem 4.24. [Yau77] c1(KX) = 0ならば, 任意のKähler形式 ωについて

{c2(X)} [ω]n−2 ≥ 0

であり, 等号が成立するとき, X の有限不分岐被覆が複素トーラスになる.

Proof. Yauの定理より Kähler–Einstein 計量が存在するため, 定理 4.21より従う. 等号が成立す
るときX の普遍被覆が Cnになるが, Bieberbach の古典的定理により, 複素トーラスによって被
覆される.

−KXampleの時は Kähler–Einstein 計量を持つとは限らないので次の形でしか書けない.

14かの有名な微分幾何の本 “Kobayashi–Nomizu”によると Hawley と Igusa が独立に示したとのことである.
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Theorem 4.25 (=定理 4.21). −KXampleかつ Kähler–Einstein 計量を持てば{
2(n+ 1)c2(X)− nc21(X)

}
c1(X)n−2 ≥ 0

であり, 等号が成立するときはX ∼= CPnとなる.

実際Miyaoka–Yauが成り立たない Fanoの例が [GKP22]により知られている. [GKP22, DGP24]

より次がわかっている. 15

Theorem 4.26 ([GKP22, DGP24]). −KXampleかつ, K-semistableならば{
2(n+ 1)c2(X)− nc21(X)

}
c1(X)n−2 ≥ 0

であり, 等号が成立するときはX ∼= CPnとなる.

15もしかすると X が smooth な場合はこの結果よりも前に知られていたかもしれない. なお [GKP22, DGP24] は
KLT多様体で示している.

91



5 Slope-stability・Kobayashi–Hitchin対応およびDonaldson–Uhlenbeck–

Yauの定理

4章と同じく (X,ω, g)をコンパクト Kähler 多様体とする.

以下次の同一視をする.

locally free sheaf =
同一視

ベクトル束

また torsion free sheafを扱うが, わからなければ torsion free sheafを locally free sheaf(ベクトル
束)と思い込んでもよい. 実際 torsion free sheafは余次元 2以上を除いて locally free(ベクトル束)

なので本質的な議論には余り差し支えがない.

以下 sheafは coherent sheafのみ扱う. また sheafを今回あまり取り扱っていないので, 証明は概
略のみを行う.

5.1 Slope-stability

Definition 5.1. Eを torsion-free sheafとする.

• Eの slopeを次で定める.

µ(E) :=
c1(E) · [ω]n−1

rank(E)

とする. Eがベクトル束ならば

µ(E) :=
c1(E) · [ω]n−1

rank(E)
=

∫
X tr

(√
−1
2π FE,h

)
∧ ωn−1

rank(E)

• Eが (Mumford–Takemotoの意味で)stable(resp. semistable)であるとは, 任意の tor-

sion free subsheaf 0 6= F ⊊ Eについて

µ(F ) < µ(E) (resp. µ(F ) ≤ µ(E) )

を満たすこと.

Remark 5.2. Mumford–Takemotoは曲線上のベクトル束のモジュライを作るために slope stability

を作った (らしい). どうもGITの stabilityと対応する (はず)である.(が私は知らない). 曲面上の
安定束のモジュライを作るためにはGieseker stabilityが必要である. 詳しくは [HL10]参照 (詳し
い人は教えてください.)

Remark 5.3. 実はXが smooth projectiveならば, locally free sheafの finite projective resolution
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が取れるので任意の coherent sheafについてChern類が定められる. ただコンパクトKählerだと
この resolutionが取れるとは限らない. しかしながら coherent sheafについて Chern類が定めら
れる. これはGrothendieck–Riemann–Rochを使って定める. [Gri10]参照. ただ first Chern 類だ
けであれば [Kob14, Chapter 5]で定められる (が, まあまあ難しい.)

計算により次がわかる. レポート問題にする.

Lemma 5.4.

0 −→ S −→ E −→ Q −→ 0

を torsion free sheafの完全系列であるならば,

rankS(µ(E)− µ(S)) + rankQ(µ(E)− µ(Q)) = 0

Corollary 5.5. E が (Mumford–Takemotoの意味で)stable(resp. semistable)であること
は, 任意の torsion free quotient E � Q 6= 0かつE 6= Qについて

µ(Q) > µ(E) (resp. µ(Q) ≥ µ(E) )

を満たすことと同値である.

命題 4.11との対応して次がわかる.

Proposition 5.6. (1) 直線束 Lは stableである.

(2) ベクトル束Eが stable(resp. semistable)ならば, (E∗, h∗) も stable(resp. semistable)

である.

(3) E1, E2 が semistable なら E1 ⊗ E2 も semistable. 特に直線束 L について L⊗m は
semistableである.

(4) E1 ⊕ E2 が semistableであることは, E1, E2 が semistableかつ µ(E1) = µ(E2) が成
り立つことと同値である.

stableの直和は stableにならないことに注意！

Proof. 証明の概略だけ述べる (完全に証明を埋めるにはちょっと難しい&面倒であり, 未定義語を
使うため).

(1). まず任意の reflexive subsheaf S ⊂ Oについてある effective divisor Dがあって S ∼= O(−D)
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となる.16 よって任意の reflexive sheafF ⊂ Lについて,

F ∼= L⊗O(−D)

となる. c1(O(−D))[ω]n−1 ≤ 0かつ= 0になるときはD = 0に限る. F ⊊ Lならば µ(F ) < µ(L)

となる. 17

(2). Eをベクトル束と仮定して示す. 18 Cor. 5.5 より任意の torsion free quotient E∗ � Qにつ
いて

µ(Q) > µ(E∗) ⇔ µ(Q∗) = −µ(Q) < −µ(E∗) = µ(E∗∗) =
E locally free

µ(E)

であることから従う. (3). 後で述べる内容 (Prop 5.8)を用いると

µmax(E1 ⊗ E2) = µmax(E1) + µmax(E2) µ(E1 ⊗ E2) = µ(E1) + µ(E2)

からわかる. ただし左の等式の証明はすごく難しい![Laz, 2章]参照.

(4). [Kob14, Proposition 5.7.9]参照. elementaryだが面倒なので割愛する.

5.2 Harder–Narasimhan filtration

任意の torsion-free sheafは semistable sheafの filtrationでかける Harder–Narasimhan filtration

について紹介する. その前に次の用語を定義しておく.

Definition 5.7. [Laz, 2章] torsion-free sheafEについて maximum slope, minimal slope

を次で定義する.

µmax(E) := sup {µ(F ) | 0 6= F ⊆ E, F torsion-free} .

µmin(E) := inf {µ(Q) | E � Q, Q torsion-free} .

ここで F = E, Q = Eも含めることに注意する.

次のことがわかっている. 証明は [Laz, 2章]参照

Proposition 5.8. [Laz, 2章] torsion-free sheaf Eについて次が成り立つ.

1. µmax(E) < +∞

16torsion free sheaf F について F ∗∗ = F である時, F を reflexiveという. この事実は normal varietyだと rank 1
reflexive sheaf はWeil divisorと対応するからである. [Har80]参照.

17F が torsion freeならば F の saturationFsat があって, Fsat reflexive, F ⊂ Fsat, µ(F ) ≤ µ(Fsat)となるからで
ある. [Laz, 2章]参照.

18E が torsion free sheafの時は µ(E∗∗) = µ(E)を用いる.
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2. µmax(E) = µ(Emax)となる subsheaf Emaxが存在し, Emaxは µmax(E) = µ(F )とな
る subsheafの中で包含関係に関して一番大きい. この sheafをmaximal destabilizing

sheafという.

3. E-semistable は µmax(E) = µ(E)と同値. また µmin(E) = µ(E)と同値.

4. µmax(E) = µmax(E∗∗) = −µmin(E)

5. µmax((E ⊗ F )∗∗) = µmax(E) + µmax(F )

Eが reflexiveならばEmaxは reflexiveになる19

Theorem 5.9 ([Kob14, Proposition 5.7.15], [Laz, 2 章]). 任意の torsion-free coherent

sheaf E に対して, torsion free sheafによる filtration

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ El−1 ⊂ El = E

が存在し, 次を満たす.

• 1 ≤ i ≤ l に対して Gi := Ei/Ei−1 は rank ri semistable sheafである. もっと強く
GiはE/Ei−1 のmaximal destabilizing sheafとなる.

• 次の不等式と等式が成り立つ.

µmax(E) = µ(G1) > µ(G2) > · · · > µ(Gl) = µmin(E)

この filtrationをHarder–Narasimhan filtrationという.

Proof. 前の Prop 5.8と合わせた証明の概略. ただし簡単のためX を smooth projectiveとする.

(コンパクトKählerの場合は [Kob14, 5章]参照. normal varietyの場合は [GKP16b]参照.)

まずE ⊂ Lrとなる ample 直線束をとると

µmax(E) ≤ µmax(Lr) =
Lr semistable

µ(Lr) = rµ(L) < +∞

µmax(E) = µ(F )となる subsheafの存在は背理法による. もし存在しないとすると Fi ⊂ E かつ
µ(Fi) → µ(E)となるもので rank rが最大なものが取れる. ここからうまく Hi で Hi ⊂ E かつ
µ(Hi) → µ(E)となるもので rank > r となるものが作れて r の取り方に矛盾させる. maximal

destabilizing sheafEmaxは µmax(E) = µ(F )の中で最大なものをとればよい.

Harder–Narasimhan filtrationの構成は帰納法である. E1 = Emax ⊂ E とする. G2 ⊂ E/E1 の
maximal destabilizing sheafとしてE2 ⊂ EをG2の引き戻しとする. これを繰り返すと filtration

19もっと強く Emax は E において saturatedである.
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が得られる. (ランクは有限なので, 有限回のステップでこれは終了する. ) Harder–Narasimhan

filtrationの性質はmaximal destabilizing sheafの性質から従う.

もう一つ Jordan–Hölder filtrationというものがある. これは semistable sheafは stable sheafに
分解できるというものである.

Theorem 5.10. [Kob14] 任意の torsion-free coherent sheaf E に対して, torsion free sheaf

による filtration

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ El−1 ⊂ El = E

が存在し, 次を満たす.

• 1 ≤ i ≤ l に対して Gi := Ei/Ei−1 は rank ri stable sheafである.

• 次の等式が成り立つ.

µ(E) = µ(G1) = µ(G2) = · · · = µ(Gl)

この filtrationを Jordan–Hölder filtrationという.

5.3 Kobayashi–Hitchin対応およびDonaldson–Uhlenbeck–Yauの定理

slope stabilityとHermite–Einstein計量は次のように対応する.

Theorem 5.11 (Kobayashi–Hitchin対応・Donaldson–Uhlenbeck–Yauの定理). ベクトル
束Eについて次は同値

1. EがHermite–Einstein計量を持つ.

2. Eが同じ slope を持つ stable なベクトル束E1, . . . , Elの直和になる (これを polystable

という).

Remark 5.12. 歴史に関しては次の通りだと思われる. 詳しくは望月 (拓郎)先生の https://www.

nara-wu.ac.jp/omi/oka_symposium/16/mochizuki.pdf を参照.

• Kobayashi–Lübkeにより Hermite–Einstein ならば polystableが示された.

• Donaldsonにより polystableならば Hermite–Einstein が smooth projectiveの場合に示さ
れた. これは曲面に問題を押し付け, 実 4次元多様体の理論を用いたはずである.

• Uhlenbeck–YauによりコンパクトKählerの時に解決. これは L2
1 subsystemを用いる方法

• Simpsonによりコンパクト Kählerの Higgs束 (E, θ)に拡張. これは Simpson対応, non-

abelian Hodge 対応と呼ばれる.
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• 望月拓郎先生により準射影的のHiggs束に拡張. (おそらく一連の対応を)Simpson–Mochizuki

対応と呼ぶ (と思う)

なぜ”Hitchin”が出てくるのはよくわからないので誰か教えてください. なお”Kobayashi–Hitchin

対応”よりも”Donaldson–Uhlenbeck–Yauの定理”の方がメジャーである. これは (数学界におけ
る)政治的な影響である.

Simpson–Mochizuki 対応を用いて準射影的多様体を調べることに関してはかなり流行っていて
Cadorel, Deng, Yamanoi (最近ではCao, Deng, Paun, Hacon)あたりが面白い結果を出している.

5.4 Semistable ベクトル束の BG 不等式

Kobayashi–Hitchin対応・Donaldson–Uhlenbeck–Yauの定理により次がわかる.

Corollary 5.13 (stable ベクトル束の Bogomolov–Gieseker 不等式). E が stableならば
Bogomolov–Gieseker不等式が成り立つ.

∆(E)[ω]n−2 =
Def. 3.21

(
2rc2(E)− (r − 1)c1(E)2

)
[ω]n−2 ≥ 0

さらに上の不等式の等号が成立するとき, ある計量 hがあって

FE,h =
1

r
trE(FE,h)︸ ︷︷ ︸

(1, 1) 微分形式

·IdE End(E) 値 (1, 1)-form.

となる. (この時Eは projectively Hermitian flatという)

Proof. Eが stableならば, Kobayashi–Hitchin対応・Donaldson–Uhlenbeck–Yauの定理よりHermite–

Einstein計量がある. よって定理 4.12から言える.

Remark 5.14. 実は E がベクトル束でなくても reflexive sheafでも言える. そして等号成立する
時, (驚くべきことに!)E がベクトル束になる! これは Bando-Siu [BS94]の結果である. もちろん
この”Bando”は坂東先生 (東北大学)である.

実は semistableの場合でも言える. これはいろんな方法があるが, 今回は計算だけで言える簡単な
方法を紹介する. 20 これはNakayama [Nak04]や Langer[Lan04]によるものである.

次のHodge index Theoremを思い出す.

20別の方法は semistableならば approximate Hermite Einstein計量が存在することを用いたものである. 多分極限
操作が面倒だと思う.
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Theorem 5.15 (Hodge index theorem). E,E1, E2を torsion free sheafとする.

1. (
c1(E)2[ω]n−2

)
([ω]n) ≤

(
c1(E)[ω]n−1

)2
等号成立するとき, ある c ∈ R が存在して c1(E) = c[ω]

2. c1(E1)
2[ω]n−2 > 0ならば(

c1(E1)
2[ω]n−2

) (
c1(E2)

2[ω]n−2
)
≤
(
c1(E1)c1(E2)[ω]

n−2
)2

等号成立するとき, ある c ∈ R が存在して c1(E2) = cc1(E1)

3. c1(E1) 6= 0, c1(E1)c1(E2)[ω]
n−2 = c1(E1)

2[ω]n−2 = 0ならば,

c1(E2)
2[ω]n−2 ≤ 0

等号成立するとき, ある c ∈ R が存在して c1(E2) = cc1(E1)

Theorem 5.16. E が semistable ならば BG 不等式が成り立つ.

Proof. 命題 5.10より Jordan–Hölder filtrationをとる.

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ El−1 ⊂ El = E

ここでGi := Ei/Ei−1 は rank ri stable sheafで,

µ(E) = µ(G1) = µ(G2) = · · · = µ(Gl)

である.

Hodge index Theoremより(
c1(Gi)

ri
− c1(Gj)

rj

)2

· [ω]n−2 ≤
Thm. 5.15

1

[ω]n

((
c1(Gi)

ri
− c1(Gj)

rj

)
· [ω]n−1

)2

=
定義

1

[ω]n
(µ(Gi)− µ(Gj))

2 =
JH filtration

0

(5.1)

98



補題 3.23と系 5.13より

∆(E)

r
· [ω]n−2 =

Lem. 3.23

l∑
i=1

∆(Gi)

ri
[ω]n−2 − 1

r

∑
1≤i<j≤l

rirj

(
c1(Gi)

ri
− c1(Gj)

rj

)2

· [ω]n−2

≥
(5.1)

l∑
i=1

∆(Gi)

ri
[ω]n−2 ≥

Cor. 5.13

0

Remark 5.17. semistable sheafで Bogomolov–Gieseker不等式の等号が成立する時, numerically

projectively flatと呼ぶ. この場合 Q-twisted sheaf E
〈
det(E)∗

r

〉
が nefになることが [LOY24]に

よってわかっている. [LOY24]により numerically flatならば projectively projectively flat(計量
とは限らない接続DがあってRD = αIdE となること)がわかっている. 21

5.5 Hermite–Einstein ならば polystable

Kobayashi–Lübkeの定理を示す.

Theorem 5.18. [Kob14, 5章] ベクトル束EがHermite–Einsteinを持つならば polystable

である. つまりEが同じ slope を持つ stable なベクトル束E1, . . . , Elの直和になる.

Proof. 証明の概略. stabilityを考える際の torsion free sheaf S ⊂ Eに関して, SがEの部分ベク
トル束であるとして仮定して示す. 22

次の定理を用いる.

Theorem 5.19. (E, h)を Hermite計量をもつ正則ベクトル束とする. S ⊂ E を rank p の
正則部分束とし, Q := E/S を商束とする. このとき Q は rank r − p の正則ベクトル束で
あり,

0 −→ S −→ E −→ Q −→ 0

は正則ベクトル束の完全列である.

この時 second fundamental form A ∈ A1,0(Hom(S,Q)) で次の性質を満たすものがある.

•
FE,hE

|S = FS,hS
−A∗ ∧A End(S) 値 (1, 1)-form (5.2)

21どうも Ya Dengの [Den21b]の方法を用いる. Dengさんに 2023年に会った時「[Den21b]は論文で出す予定がな
かったが, [LOY24]の著者にこの手法を用いるから書いてくれと頼まれた」と言っていた気がする.

22きちんと示すなら F は torsion free sheafを考えないといけない. この場合 blowupなどをすれば示せる. がかな
り面倒な議論である. この仮定でも証明の本質は余り変わらない.
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となる. ここで FS,hS
を S に hの制限による計量 hS による曲率とし, Hermite随伴

A∗ を
h(Aξ, η) = h(ξ,A∗η)

で定める. A∗ ∈ A0,1(Hom(Q,S))である.

• A = 0ならばE ∼= S ⊕Qという正則同型が存在する.

これは少々証明が面倒なので 5.7節に回す.

hがEのHermite–Einstein計量であるとする. つまりある定数 cがあって

Λω(

√
−1

2π
FE,h) = cIdE End(E) 値 where c =

Prop. 4.7

nc1(E) · [ω]n−1

r[ω]n
=
定義

n∫
X ωn

µ(E) (5.3)

であると仮定する.

µ(S) =
定義

1

p
c1(S) ∧ [ω]n−1 =

Cor. 3.9

1

p

∫
X
tr

(√
−1

2π
FS,hS

)
∧ ωn−1

=
(5.2)

1

p

∫
X
tr

(√
−1

2π
FE,hE

|S
)
∧ ωn−1 +

1

p

∫
X
tr

(√
−1

2π
A∗ ∧A

)
∧ ωn−1

(5.4)

Claim 5.20. 次が成り立つ.

1

p

∫
X
tr

(√
−1

2π
FE,hE

|S
)
∧ ωn−1 = µ(E)

1

p

∫
X
tr

(√
−1

2π
A∗ ∧A

)
∧ ωn−1 = − 1

2πpn

∫
X
|A|2ω,hωn ≤ 0

これを認めると

µ(S) =
(5.4)

1

p

∫
X
tr

(√
−1

2π
FE,hE

|S
)
∧ ωn−1︸ ︷︷ ︸

=µ(E)

+
1

p

∫
X
tr

(√
−1

2π
A∗ ∧A

)
∧ ωn−1︸ ︷︷ ︸

≤0

≤
Claim. 5.20

µ(E)

また µ(S) = µ(E)であるとき, A = 0である. よって

E ∼= S ⊕ E/S

と直和分解する. (この同型は正則同型である.) Eは定数 cを持つHermite–Einstein計量を持つの
で, 4.11から S, E/Sもまた定数 cを持つHermite–Einstein計量を持つ.
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ここまできたら証明は容易である. E が stableであれば定義から polystableである. そうでない
場合は µ(E1) = µ(E)となるE1 ⊂ Eが存在する. 上の議論からE = E1 ⊕G1と分解し, 命題 4.11

よりE1, G1も Hermite–Einstein計量を持つ. よってE1, G1に同じことを繰り返せば (ランクは有
限なので, この操作は有限回で終わる), E が同じ slope を持つ stable なベクトル束 E1, . . . , Elの
直和になる.

Proof of Claim 5.20. 一つ目の式は

1

p

∫
X
tr

(√
−1

2π
FE,hE

|S
)
∧ ωn−1 =

Cor. 4.5

1

pn

∫
X
tr

Λω

(√
−1

2π
FE,hE

|S
)

︸ ︷︷ ︸
=cIdE |S=cIdS

ωn

=
(5.3)

c

pn

∫
X
tr (IdS)︸ ︷︷ ︸

=p

ωn =
(5.3)

n∫
X ωn

µ(E) · p
pn

∫
X
ωn = µ(E)

後半に関しては, 局所座標 (z1, . . . , zn), ω =
√
−1 gij dz

i ∧ dzj とする. S の local frame eα (α =

1, . . . , p) とし, C∞級の同型E ∼=
C∞

S ⊕QをとってQの local frameを uλ (λ = 1, . . . , r − p) とす
る. S と Q の Hermitian計量をそれぞれ

hS
αβ

= hS(eα, eβ), hQλµ = hQ(uλ, uµ)

としておく.

second fundamental form A を成分で

A = Aλ
iα dz

i ⊗ uλ ⊗ e∗,α.

と書くと, A∗ は A の Hermitian随伴なので, 各 i に対して

A∗
i (uµ) = (A∗

i )
β
µeβ where (A∗

i )
β
µ = hαβS hQ

µλ
Aλ

iα

を満たす. したがって
A∗ = hαβS hQ

µλ
Aλ

jα dz
j ⊗ eβ ⊗ u∗,µ.

ここで A∗ ∧A は微分形式の外積と束写像の合成を同時に行う. したがって

A∗ ∧A =
(
hγβS hQ

µλ
Aλ

jγA
µ
iα

)
dzj ∧ dzi ⊗ eβ ⊗ e∗,α = −

(
hγβS hQ

µλ
Aλ

jγA
µ
iα

)
dzi ∧ dzj ⊗ eβ ⊗ e∗,α.

End(S) 上の trace を取ると,

tr(A∗ ∧A) = −δαβ
(
hγβS hQ

µλ
Aλ

jγA
µ
iα

)
dzi ∧ dzj = −

(
hγαS hQ

µλ
Aλ

jγA
µ
iα

)
dzi ∧ dzj .
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以上より

Λω

(√
−1 tr(A∗ ∧A)

)
=
定義

−gji
(
hγαS hQ

µλ
Aλ

jγA
µ
iα

)
= −

gjihγαS hQ
µλ
Aλ

jγA
µ
iα︸ ︷︷ ︸

=:|A|2ω,h


以上より
1

p

∫
X
tr

(√
−1

2π
A∗ ∧A

)
∧ ωn−1 =

Cor. 4.5

1

pn

∫
X

1

2π
tr
(
Λω

(√
−1A∗ ∧A

))︸ ︷︷ ︸
=−|A|2ω,h

ωn = − 1

2πpn

∫
X
|A|2ω,hωn ≤ 0.

5.6 stableならばHermite–Einstein計量を持つ

この証明は難しいし私も細部を知らない. なので望月 (拓郎)先生の pdf https://www.nara-wu.

ac.jp/omi/oka_symposium/16/mochizuki.pdf を参照してほしい. Simpsonの証明 [Sim88]が
一番わかりやすいと思う.

最近では変分法を用いた方法が [JMS22]にある. ただこれは後藤先生に聞くと「[BBGZ13]のよう
に完全に変分法で示しているわけではなく, DonaldsonやUhlenbeck–Yauの熱方程式の議論を一
部用いている」らしい. それでも新しい視点を与えてくれる論文にあることは間違いない.

5.7 Subbundles, Quotient bundles, 2nd fundamental form

以下は [Kob14, 1章][Dem12, 11章]に基づく. この内容は研究でも度々よく使う.

Setup 5.21. X を n 次元複素多様体とし, E → X を rank r の正則ベクトル束とする.

S ⊂ E を rank p の正則部分束とし, Q := E/S を商束とする. このとき Q は rank r− p の
正則ベクトル束であり,

0 −→ S −→ E −→ Q −→ 0

は正則ベクトル束の完全列である.

E に Hermite 計量 h を入れ, S には制限計量 hS := h|S を入れる. また h に関する直交補
空間を

S⊥ ⊂ E

と書く. つまり
h(ξ, η) = 0 ∀ξ ∈ A0(S), η ∈ A0(S⊥) (5.5)
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となるものとする. 一般に S⊥ は正則部分束とは限らないが, C∞ 級複素ベクトル束として

E = S ⊕ S⊥

と直交分解される. さらに C∞ 級複素ベクトル束として Q '
C∞

S⊥ という C∞ 級同型があ
るので, Q には h から誘導される Hermite 計量 hQ が入る.

Lemma 5.22. Dh を (E, h) の Chern 接続 とする. ξ ∈ A0(S) に対して Dhξ ∈ A1(E) を
直交分解

Dhξ = DSξ︸︷︷︸
A1(S)

+ Aξ︸︷︷︸
A1(S⊥)

∈ A1(E) = A1(S)⊕A1(S⊥) (5.6)

すると

• DS : A0(S) → A1(S) は (S, hS) の Chern 接続 である.

• A ∈ A1,0(Hom(S, S⊥)) である.

Proof. まず Leibniz 則から, 任意の f ∈ A0(X) と ξ ∈ A0(S) に対して

Dh(fξ) = df · ξ + f Dhξ︸︷︷︸
=DSξ+Aξ

= df · ξ + fDSξ︸ ︷︷ ︸
∈A1(S)

+ fAξ︸︷︷︸
∈A1(S⊥)

が成り立つ. したがって定義から DS は S 上の接続である. A : A0(S) → A1(S⊥) なので
Hom(S, S⊥)-値 1-form となる.

また S ⊂ E は正則部分束なので, ∂S , ∂E を S,E の ∂ とするとき, i が正則なので

i ◦ ∂S = ∂E ◦ i

である. よって ∂E(A
0(S)) ⊂ A0,1(S) となる. これより

(DEξ)
0,1 = ∂Eξ ∈ A0,1(S) ⇒

(5.6)
(DEξ)

0,1 = ∂Eξ︸︷︷︸
∈A0,1(S)

+ 0︸︷︷︸
∈A0,1(S⊥)

⇒
(5.6)

(Aξ)0,1 = 0 ⇒ A ∈ A1,0(Hom(S, S⊥))

となる. 最後に, ξ, ξ′ ∈ A0(S) に対して Dh が h を保存することと Aξ,Aξ′ ∈ A1(S⊥) であること
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から
d(h(ξ, ξ′)) =

Dh が h を保存
h( Dhξ︸︷︷︸

=DSξ+Aξ

, ξ′) + h(ξ, Dhξ
′︸︷︷︸

=DSξ′+Aξ′

)

= h(DSξ, ξ
′) + h(ξ,DSξ

′) + h(Aξ, ξ′)︸ ︷︷ ︸
=0 by (5.5)

+ h(ξ, Aξ′)︸ ︷︷ ︸
=0 by (5.5)

= h(DSξ, ξ
′) + h(ξ,DSξ

′)

である. したがって DS は hS を保存する. また D′′
S = ∂S であるため, DS は (S, hS) の Chern

接続 である.

そこで Q ' S⊥ と同一視して,

Dhξ = DSξ︸︷︷︸
A1(S)

+ Aξ︸︷︷︸
A1(Q)

∈ A1(E) = A1(S)⊕A1(Q) (5.7)

とし,

• DS : A0(S) → A1(S) は (S, hS) の Chern 接続 である.

• A ∈ A1,0(Hom(S,Q)) である.

ともみなす.

Definition 5.23 (2nd fundamental form). A ∈ A1,0(Hom(S,Q)) を (E, h) における S の
second fundamental form と呼ぶ.

同様に, η ∈ A0(S⊥) に対して

Dhη = Bη︸︷︷︸
A1(S)

+DS⊥η︸ ︷︷ ︸
A1(S⊥)

∈ A1(E) = A1(S)⊕A1(S⊥)

と分解する. C∞ 級同型 Q '
C∞

S⊥ の同一視のもとで DS⊥ を DQ と書く. 補題 5.22 より, このと
き DQ は (Q,hQ) の Chern 接続 である.

Lemma 5.24.

B ∈ A0,1(Hom(S⊥, S)) h(Aξ, η) + h(ξ,Bη) = 0 (ξ ∈ A0(S), η ∈ A0(S⊥))

を満たす. したがって, A∗ を h(Aξ, η) = h(ξ, A∗η) で定めれば,

B = −A∗
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Proof. また ξ ∈ A0(S), η ∈ A0(S⊥) に対して DSξ ∈ A1(S), η ∈ A0(S⊥) に注意して

0 =
(5.5)

d h(ξ, η) =
Dh は h を保つ

h( Dhξ︸︷︷︸
=DSξ+Aξ

, η) + h(ξ, Dhη︸︷︷︸
=Bη+DQη

)

= h(DSξ, η)︸ ︷︷ ︸
=0 by (5.5)

+h(ξ,DQη)︸ ︷︷ ︸
=0 by (5.5)

+h(Aξ, η) + h(ξ,Bη) = h(Aξ, η) + h(ξ,Bη)

となる. よって B = −A∗ が従い, 特に A が (1, 0)-form であることから B は (0, 1)-form であ
る.

局所的に, E の C∞ 級の local frame

e = ( e1, . . . , ep︸ ︷︷ ︸
S の local frame

, ep+1, . . . , er︸ ︷︷ ︸
S⊥ ≃

C∞
Q の local frame

)

とする. 今 AE を (E, h) の Chern connection form とする. 定義から AE は r × r の (1, 0) 微分
形式を値とする行列で

Dhe = eAE ⇔ Dh(e1, . . . , ep, ep+1, . . . , er) = (e1, . . . , ep, ep+1, . . . , er)


AE

1
1 AE

1
2 · · · AE

1
r

AE
2
1 AE

2
2 · · · AE

2
r

...
...

. . .
...

AE
r
1 AE

r
2 · · · AE

r
r


となる. AE

α
β は (1, 0) 微分形式である.

以下添え字の範囲を

1 ≤ λ, µ, ν ≤ p, p+ 1 ≤ ρ, σ, τ ≤ r, 1 ≤ α, β, γ ≤ r

とする. λ = 1, . . . , p について,

Dheλ =

p∑
µ=1

eµAE
µ
λ︸ ︷︷ ︸

∈A1(S)

+
r∑

ρ=p+1

eρAE
ρ
λ︸ ︷︷ ︸

∈A1(Q)

⇒ DSeλ =

p∑
µ=1

eµAE
µ
λ ∈ A1(S) Aeλ =

r∑
ρ=p+1

eρAE
ρ
λ ∈ A1(Q)

である. ρ = p+ 1, . . . , r について

Dheρ =

p∑
λ=1

eλAE
λ
ρ︸ ︷︷ ︸

A1(S)

+

r∑
σ=p+1

eσ AE
σ
ρ︸ ︷︷ ︸

A1(Q)

⇒ Beρ =

p∑
λ=1

eλAE
λ
ρ ∈ A1(S) DQeρ =

r∑
σ=p+1

eσ AE
σ
ρ ∈ A1(Q).
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上の分解によって connection form はブロック行列で

AE =


AE

1
1 AE

1
2 · · · AE

1
r

AE
2
1 AE

2
2 · · · AE

2
r

...
...

. . .
...

AE
r
1 AE

r
2 · · · AE

r
r

 =


AS︸︷︷︸

End(S) 値 1-form

B︸︷︷︸
Hom(Q,S) 値 1-form

A︸︷︷︸
Hom(S,Q) 値 1-form

AQ︸︷︷︸
End(Q) 値 1-form


と書ける. ここで

AS = (AE
µ
λ), AQ = (AE

σ
ρ), A = (AE

ρ
λ), B = (AE

λ
ρ)

である.

Lemma 5.25. E の曲率をブロック表示すると

RE =

(
RS −A∗ ∧A D′

Hom(Q,S)B

D′′
Hom(S,Q)A RQ −A ∧A∗

)

となる. 特に E '
C∞

S ⊕Q によって制限すると

RE,hE
|S = RS −A∗ ∧A RE,hE

|Q = RQ −A ∧A∗

Proof. 曲率形式
RE = dAE +AE ∧AE
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も同じ分解に従ってブロック表示される. この (1, 1)-成分を取ると

R1,1
E =

上の式
(dAE +AE ∧AE)

1,1 =

(
dAS dB

dA dAQ

)1,1

+

((
AS B

A AQ

)
∧

(
AS B

A AQ

))1,1

=

(
dAS dB

dA dAQ

)1,1

+

(
AS ∧AS +B ∧A AS ∧B +B ∧AQ

A ∧AS +AQ ∧A A ∧B +AQ ∧AQ

)1,1

=


(dAS +AS ∧AS)︸ ︷︷ ︸

=RS

+B ∧A dB +AS ∧B +B ∧AQ︸ ︷︷ ︸
=DB 補足 5.26 参照

∂A+A ∧AS +AQ ∧A︸ ︷︷ ︸
=D′′A

A ∧B + dAQ +AQ ∧AQ︸ ︷︷ ︸
=RQ


1,1

=

(
RS +B ∧A DB

DA A ∧B +RQ

)1,1

=
A∈A1,0,B∈A0,1

(
RS +B ∧A D′B

D′′A RQ +A ∧B

)

=
B=−A∗

(
RS −A∗ ∧A D′B

D′′A RQ −A ∧A∗

)

となり言えた. ここで RS , RQ はそれぞれ S, Q の Chern 曲率 とする.

Remark 5.26. (F, hF ) をベクトル束と Hermite計量の組とし, (F ∗, hF ∗) を hF から定義 2.24 に
よって誘導される計量とする. 2.24 を用いると

dλ(ξ) = (DF ∗
λ)(ξ) + λ(DF ξ) λ ∈ A0(F ∗), ξ ∈ A0(F )

が成り立つ.

同様にして, T = λ⊗ s ∈ A0(Q∗ ⊗ S), q ∈ A0(Q) について

DS(Tq) = DS(λ(q)s) = dλ(q) · s+DSs ∧ λ(q) =
(
(DQ∗λ)(q) + λ(DQq)

)
s+DSs ∧ λ(q)

=
(
(DQ∗

λ)⊗ s+ λ⊗DSs
)
(q) + (λ⊗ s)(DQq)

= (DHom(Q,S)T )(q) + T (DQq).

となる.

今 B = β ⊗ T ∈ Ak(Q∗ ⊗ S) のときは T ∈ A0(Q∗ ⊗ S), β ∈ Ak(X) として

DS(B(q)) = DS(β ⊗ Tq) = DS(T (q)β) = (−1)kβ ∧DS(T (q)) + dβT (q)

= (−1)kβ ∧ (DHom(Q,S)T )(q) + (−1)kβ ∧ T (DQq) + dβT (q)

= (DHom(Q,S)β ⊗ T )(q) + (−1)kβ ∧ T (DQq) = (DHom(Q,S)B)(q) + (−1)kB(DQq)
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である. 今
d(Bq) = dB · q −B ∧ dq, B(DQq) = B ∧ dq +B ∧AQq.

なので

(DHom(Q,S)B)(q) = DS(Bq) +B(DQq) = (dB · q −B ∧ dq +AS ∧Bq)
+ (B ∧ dq +B ∧AQq)

= dB · q +AS ∧Bq +B ∧AQq.

となりDHom(Q,S)B = dB +AS ∧B +B ∧AQが言える.

Theorem 5.27. Hermite正則ベクトル束 (E, h) の正則部分ベクトル束 S の 2nd funda-

mental form A が恒等的に 0 ならば, 直交補束 S⊥ も正則部分ベクトル束で, 直交分解

E = S ⊕ S⊥

は正則である. 特にE ∼= S ⊕Qという正則同型を得る.

Proof. s を E の正則 local sectionとし, 直交分解 E = S ⊕ S⊥ に応じて s = s′ + s′′ と書く.

A = 0 ならば B = 0 より, 分解
Dhs = Dhs

′ +Dhs
′′

において, Dhs
′ は S に, Dhs

′′ は S⊥ に入っていることがわかる. Dhs の次数が (1, 0) だから,

Dhs
′ と Dhs

′′ の次数も (1, 0) である. したがって s′ も s′′ も正則である.

今 h による C∞ 直交分解を E = S ⊕ S⊥ と書く. (この時点では S⊥ は C∞ 部分ベクトル束で
あって, 正則部分束とは限らない) この直交分解に対応する C∞ 束射を

πS : E −→ S ⊂ E, π⊥ : E −→ S⊥ ⊂ E

と書く. 任意の正則 local section u ∈ H0(U,E) に対して

u′ = πS(u), u′′ = π⊥(u)

はいずれも E の正則 local sectionである. よって, π⊥ も正則となり, S⊥も正則となる.

Theorem 5.28. (E, h)を Hermite正則ベクトル束, (S, hS)を正則部分束, Q = (E/S, hQ)

を商束とすると

(i) 部分束 S の曲率は E の曲率より大きくはならない. すなわち

hS
(
RS(v, v)ξ, ξ

)
≤ h

(
R(v, v)ξ, ξ

)
, v ∈ TxX, ξ ∈ Sx.
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しかも, ここで等号が成り立つのは

|A(v)ξ|hQ
= 0

のとき, そのときに限る.

(ii) 商束 Q の曲率は E の曲率より小さくはならない. すなわち

hQ
(
RQ(v, v)ξQ, ξQ

)
≥ h

(
R(v, v)ξ, ξ

)
, v ∈ TxX, ξ ∈ Ex.

ただし, ここで ξQ ∈ Qx = Ex/Sx は ξ ∈ Ex で代表される元を表す. 上で等号が成
り立つのは

|A∗(v)ξQ|hS
= 0

のとき, そのときに限る.

Proof. 曲率の分解公式
RS = RE,hE

|S +A∗ ∧A

を用いると,

hS
(
RS(v, v)ξ, ξ

)
= hE

(
RE,hE

(v, v)ξ, ξ
)
+ hS

(
(A∗ ∧A)(v, v)ξ, ξ

)
= hE

(
RE,hE

(v, v)ξ, ξ
)
− hQ(A(v)ξ, A(v)ξ).

すなわち,

hS
(
RS(v, v)ξ, ξ

)
= hE

(
RE,hE

(v, v)ξ, ξ
)
− |A(v)ξ|2hQ

.

特に,

hS
(
RS(v, v)ξ, ξ

)
≤ hE

(
RE,hE

(v, v)ξ, ξ
)

等号が成立するときは (点 xで)A = 0の時である.

5.8 Griffith semipositivityと構造定理

さて局所的に
R = Rα

βij
dzi ∧ dzj ⊗ eα ⊗ e∗,β

と書けば,

v = vi
∂

∂zi
∈ TxX, ξ = ξαeα ∈ Sx

について
R(v, v) = Rα

βij
vivjeα ⊗ e∗,β
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である. したがって,

R(v, v)(ξ) = Rα
βij
vivjξβeα

であり,

h
(
R(v, v)ξ, ξ

)
= hαγR

α
βij
vivjξβξ

γ
=
定義

Rβγijv
ivjξβξ

γ
.

Definition 5.29. ベクトル束EがGriffith semipositiveとはある計量 hがあって

h
(
R(v, v)ξ, ξ

)
≥ 0 v ∈ TxX, ξ ∈ Ex.

となること. これは∑
β,γ

∑
i,j

Rβγijv
ivjξβξ

γ ≥ 0 ∀(v1, . . . , vn) ∈ Cn, ∀(ξ1, . . . , ξr) ∈ Cr

であることと同値である.

同様に Griffith positive は不等号の部分を > 0 にして定める. Griffith seminegative, Griffith

negativeも同様に定める.

Remark 5.30. ベクトル束の positivityに ampleや nefなどがある. 以下がわかっている.

• Griffith positiveならば ample. 逆は未解決問題 (Griffith 予想)

• Griffith semipositiveならば nef. 逆は成り立たない.

またGriffith semipositiveは特異計量に対しても定義ができる. [PT18, HPS18]参照.

5.28の corollaryとして次がわかる.

Corollary 5.31. (E, h)を Hermite正則ベクトル束, (S, hS)を正則部分束, Q = (E/S, hQ)

を商束とすると

(i) EがGriffith seminegativeならば, SもGriffith seminegativeである.

(ii) EがGriffith semipositiveならば, QもGriffith semipositiveである.

等号成立条件も同じようなことが成り立つはずである. (特異計量の場合も含めて)[HIM22]参照の
こと.

さて f : X → Y という正則写像によって f∗ΩY ⊂ ΩX という部分束を得る. また Z ⊂ X という
部分多様体について, TZ ⊂ TX を得る. 上の Corollaryから次が観察できる.
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Observation 5.32.

• TX が semipositiveならば, ΩX が seminegativeなので, 正則写像 f : X → Y につい
て, f∗ΩY ⊂ ΩX も seminegative. 特に TY は semipositiveである.

• ΩX が semipositiveならば, TZ が seminegativeなので, 部分多様体 Z ⊂ X について,

TZseminegativeである. 特に ΩZ は semipositiveである.

実際次のことがわかっている.

Theorem 5.33. [FG12] f : X → Y を smooth morphismとする.

• −KX が ample(X が Fano)ならば, −KY が ample.(Y も Fano)

• −KXが nef and big (Xがweak Fano)ならば, −KY が nef and big.(Y も weak Fano)

Fujino–Gongyoの証明は代数的でかなり難しいが,後にYa Deng[Den21a]によってOhsawa–Takegoshi

L2拡張定理を用いて再証明・拡張された. この証明は (Demaillyの本を読んでいれば)かなり簡単
で面白い証明である.

似たようなノリで次も示せる. これもいろんな証明があるが [Den21a]が一番わかりやすいと思う.

Theorem 5.34. −KX が nef and big (Xが weak Fano)ならば, Xは有理連結. 特にXは
単連結.

Proof. 証明の概略のみいう. f : X 99K Y をMRC fibrationとする. dimY > 0と仮定するとKY

が pseudo effectiveであることがわかっている. 一方−KX が nef and bigなので, (上と同じノリ
で positivityが移って)−KY は bigになる. これは矛盾である. よって dimY = 0でXは有理連結
である.

TX が nefや Griffith semipositive, −KX が nefや Gsemipositiveの場合の構造定理も上のように
MRC fibrationやAlbanese mapをとって上の議論より TY や−KY が”flat(=semipositive + sem-

inegative)”であることを示すことから始まる. 詳しくは [CP91, DPS94, CH19, MW21, MWWZ25]

などを参照のこと. ただ松村先生の方が詳しいので松村先生に聞いてほしい.
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6 Miyaoka–Yau 不等式の別証明と Miyaoka の不等式

[Miy87, Cao13, Ou23, IM22, IMM24]の内容を扱う. 以下 (X,ω, g)をコンパクト Kähler多様体
とする.

6.1 Miyaoka–Yau 不等式の別証明

Definition 6.1 (Higgs ベクトル束). X 上の Higgs 束とは, ベクトル束 E とベクトル束の
準同型

θ : E −→ E ⊗ ΩX

の組 (E, θ) であって, θ によって誘導される射

θ ∧ θ : E θ−→ E ⊗ ΩX
θ⊗Id−→ E ⊗ ΩX ⊗ ΩX

Id⊗∧−→ E ⊗ Ω2
X

が 0 となるものをいう. この θ を Higgs field と呼ぶ.

1. 部分束 S ⊂ E が θ-不変であるとは, θ(S) ⊂ S ⊗ ΩX となること.

2. Higgs束 (E, θ) が stable であるとは, 任意の θ-不変な部分束 0 ⊊ S ⊊ E に対して

c1(S) · [ω]n−1

rankS︸ ︷︷ ︸
=:µ(S)

<
c1(E) · [ω]n−1

rankE︸ ︷︷ ︸
=:µ(E)

が成り立つこと. semistable も同様に定まる.

Remark 6.2. 後々使うので次の slopeも定義しておく. Lを X 上の nef divisorとする. c1(L)·ωn−2

に関する (E, θ) の slope を

µc1(L)·[ω]n−2(E) :=
c1(E) · c1(L) · [ω]n−2

rankE

で定義する.

Simpson 対応 (Kobayashi–Hitchin 対応・Donaldson–Uhlenbeck–Yau の定理の Higgs 束版)によ
り次がわかる.

Theorem 6.3. [Sim88] Higgs 束 (E, θ) が stable ならばBogomolov–Gieseker 不等式が成
り立つ.

∆(E)[ω]n−2 =
Def. 3.21

(
2rc2(E)− (r − 1)c1(E)2

)
[ω]n−2 ≥ 0
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Remark 6.4. この証明の代数的な証明は知られていない. ただ宮岡先生の岡シンポジウムの講演
https://www.nara-wu.ac.jp/omi/oka_symposium/13/miyaoka.pdfによるといくつかはでき
ているようである.

Proposition 6.5. [GKPT19a][IMM24] 部分束E ⊂ ΩX に対して,

H := E ⊕OX

とおき, Higgs field

θ : H = E ⊕OX −→ H ⊗ ΩX = (E ⊕OX)⊗ ΩX (a, b) 7−→ (0, a)

で定義する. E が semistable であり, µ(E) > 0 を満たすならば, Higgs 束 (H, θ) は stable

である.

これは µc1(L)·[ω]n−2 による slopeでも同様である.

Proof. (H, θ) が stable でないと仮定する. このとき, 非自明な θ-不変 subsheaf S ⊂ H で

µ(S) ≥ µ(H)

を満たすものが存在する. r := rankE, l := rankS とおく. 定義により,

µ(S) ≥ µ(H) =
r

r + 1
µ(E) > 0

である. 第二射影によって誘導される射

γ : S ⊂ H = E ⊕OX
pr2−−→ OX

を考える. S は θ-不変であるから, γ : S → OX は零写像ではないことに注意する.

まず, Ker(γ) が H の零でない subsheaf であることを確認する. 実際, もし γ が単射ならば,

S ' Im(γ) ⊂ OX

は OX の ideal sheaf となる. これは

0 ≥ µ(Im(γ)) = µ(S)

を導き, 矛盾である.

次に完全列
0 −→ Ker(γ) −→ S −→ Im(γ) −→ 0
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を考える. Ker(γ) ⊂ S かつ Im(γ) ⊂ OX であるから, 両方の sheaf は torsion-free である. した
がって

c1(S) · α = c1(Ker(γ)) · α+ c1(Im(γ)) · α ≤ c1(Ker(γ)) · α (2.3)

が従う. rank(Ker(γ)) = l − 1 に注意し, (2.3) を用いると,

µ(Ker(γ)) =
1

l − 1
c1(Ker(γ)) · α ≥ l

l − 1
µ(S) ≥ rl

(r + 1)(l − 1)
µ(E)

を得る.
rl

(r + 1)(l − 1)
> 1

が成り立つことに注意すると,

µ(Ker(γ)) > µ(E)

を得る. これは E の semistability に矛盾する.

Theorem 6.6. KX が ample ならば, Miyaoka–Yau 不等式(
2(n+ 1)c2(ΩX)− nc1(ΩX)2

)
c1(KX)n−2 ≥ 0

が成り立つ.

Proof. KX が ampleなのでYau の定理から

Ric(ω) = −ω

となるKähler–Einstein計量が存在する. よって命題 4.20よりこれは TX のHermite–Einstein 計
量である. 定理 5.18よりTXは polystableである. (特に semistableである)今 [Ric(ω)] = c1(X) =

−c1(KX)なので, [ω] = c1(KX)となり,

µ(ΩX) =
1

n
c1(ΩX) · [ω]n−1 =

1

n
c1(KX)n > 0

が成り立つので,命題 6.5よりHiggs束 (ΩX⊕OX , θ)は stableである. よってBogomolov–Gieseker

不等式を適応すれば, (ΩX ⊕OX ,のランクは n+ 1に注意して)

0 ≤ ∆(ΩX ⊕OX)[ω]n−2 =
Def. 3.21

(
2(n+ 1)c2(ΩX ⊕OX)− nc1(ΩX ⊕OX , )

2
)
c1(KX)n−2

=
(
2(n+ 1)c2(ΩX)− nc1(ΩX)2

)
c1(KX)n−2
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Remark 6.7. [IJZ25]では, KX が bigである場合MIyaoka-Yau不等式(
2(n+ 1)c2(ΩX)− nc1(ΩX)2

)
〈c1(KX)n−2〉 ≥ 0

が成り立つことを示した. ここで 〈c1(KX)n−2〉は [BEGZ10]での nonpluripolar-productである.

この証明もほぼ上に同じである.

• 〈Kn−1
X 〉-stability を定義する.

• KX が big ならば ΩX が 〈Kn−1
X 〉-semistable であることを示す.

• ΩX ⊕OX が Higgs ベクトル束として 〈Kn−1
X 〉-stable であることを示す.

• Bogomolov–Gieseker 不等式を確立して, ΩX ⊕OX に用いる. これは 〈Kn−1
X 〉が blow upと

Kähler formで近似できることを用いる.

ただ singular の場合は 〈Kn−1
X 〉-stability や交点数を定義するのが難しくなる. 実際 smooth な場合

は 4-5ページで終わっていた証明が, singularにした途端に膨大に膨れ上がり, ページ数が 60ペー
ジにもなった.

6.2 Generic nefness Theorem

Theorem 6.8. [Miy87, Eno88, Cao13, Gue16, Ou23, Ou25, CP25, MWWZ25, IJZ25]

次が成り立つ.

1. KX が nefであるならば, 任意の Kähler form ω1, . . . , ωn−1 と任意の quotient torsion-

free sheaf ΩX � Qについて

c1(Q)[ω1] · · · [ωn−1] ≥ 0

2. −KX が nef であるならば, 任意の Kähler form ω1, . . . , ωn−1 と任意の quotient

torsion-free sheaf TX � Qについて

c1(Q)[ω1] · · · [ωn−1] ≥ 0

Remark 6.9. 歴史的には以下の通り.

• KX が nef で Xが smooth projectiveの場合は [Miy87]による. これは foliationを使う証明
である.

• KX が nefでX コンパクトKählerの場合は長年の未解決問題 (の系)であった.23 これが最近
Wenhao Ou[Ou25](+Cao-Paun[CP25])によって示された. コンパクトKählerでも foliation

の議論が回るというブレイクスルーである.
23「コンパクトKählerでもKX pseudo-effectiveはXが non-uniruledと同値」と言う未解決問題. Wenhao Ou[Ou25]

によって示された. これにより多くの未解決問題が解決されたので, 界隈は騒然となった. 私もかなり焦って, [IJZ25]
も一時期なくなるのではと思った.

115



• −KX が nef で X が smooth projectiveの場合は [Ou23]による.

• −KX が nefでXがコンパクトKählerの場合はWenhao Ou[Ou25]の結果を使って, [MWWZ25,

IJZ25]によって示された.24

• X がコンパクト Kählerで, ω1 = · · · = ωn−1の場合は, 榎先生による解析的な (そして時代
を先取りした面白い)証明もある. [Eno88, Cao13, Gue16]参照.

6.3 Miyaoka 不等式 1

Miyaoka [Miy87]による天才的で elementaryな証明を紹介する.

Theorem 6.10. −KX が nef ならば, 任意の Kähler form ω について

c2(TX)[ω]n−2 ≥ 0

まず以下の簡単な補題を示す. これはレポート問題とする.

Lemma 6.11. 1以上の整数 r1, . . . , rl, nと, 実数 µ1, . . . , µl, dが

µ1 > · · · > µl ≥ 0

l∑
i=1

riµi = d

l∑
i=1

riµi = n

を満たしているとする. この時次が成り立つ.

1. d− 1
d

∑l
i=1 riµ

2
i ≥ 0.

2. l ≥ 2かつ上の等号が成立する時, l = 2, µ1 = d, µ2 = 0, r1 = 1, r2 = n− 1が成り立つ

Proof of Theorem 6.10. (1). c1(−KX)2[ω]n−2 > 0の場合. 余接束 TX の (c1(−KX) · [ω]n−2)に
関する Harder–Narasimhan filtration

0 =: E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ El := TX

を考える. ここで各商 Gi := Ei/Ei−1 は rank ri の (c1(−KX) · [ω]n−2)-semistable torsion-free

sheafで,

µc1(−KX)·[ω]n−2(G1) > µc1(−KX)·[ω]n−2(G2) > · · · > µc1(−KX)·[ω]n−2(Gl) = µmin
c1(−KX)·[ω]n−2(TX) ≥

Thm. 6.8

0

24少なくとも私は「[Ou23]の手法を [CP25]の解析的な手法に変えただけ」なので, そこまですごいと思っていない
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以下では, 定数 µi, µ, d を

µi := µc1(−KX)·[ω]n−2(Gi), d := c1(TX)2 · [ω]n−2

でさだめると µ1 > · · · > µl ≥ 0かつ
l∑

i=1

riµi =
l∑

i=1

c1(Gi)c1(−KX)[ω]n−2 = c1(−KX)c1(−KX)[ω]n−2 = d > 0

となる. 特に補題 6.11の仮定を満たす. さてHodge index theorem 5.15より

c1(Gi)
2[ω]n−2 ≤

Thm. 5.15

1

c1(−KX)2[ω]n−2

(
c1(Gi)c1(−KX)[ω]n−2

)2
=
r2i µ

2
i

d
(6.1)

である. よってさらに,

2c2(TX)[ω]n−2 =
Lem. 3.14

2
l∑

i=1

c2(Gi) + 2
∑
i ̸=j

c1(Gi)c1(Gj)


=
計算

(
2

l∑
i=1

c2(Gi)−
l∑

i=1

c1(Gi)
2

)
[ω]n−2 + c1(TX)2[ω]n−2︸ ︷︷ ︸

=d

≥
BG 不等式 Thm.5.16

−
l∑

i=1

(
1

ri
c1(Gi)

2[ω]n−2

)
+ d

≥
(6.1)

−
l∑

i=1

riµ
2
i

d
+ d ≥

Lem. 6.11

0

(6.2)

(2).c1(−KX)2[ω]n−2 = 0, c1(−KX)[ω]n−1 = 0の場合. この場合
l∑

i=1

riµi =

l∑
i=1

c1(Gi)c1(−KX)[ω]n−2 = c1(−KX)c1(−KX)[ω]n−2 = 0

今 µi ≥ 0を仮定しているので, µi = c1(Gi)c1(−KX)[ω]n−2 = 0 がいえる. よってHodge index 定
理 5.15より

c1(Gi)
2[ω]n−2 ≤ 0

である. 以上より

2c2(TX)[ω]n−2 ≥
(6.2)

−
l∑

i=1

(
1

ri
c1(Gi)

2[ω]n−2

)
≥
上の式

0
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(3).c1(−KX)[ω]n−1 = 0の場合. この場合 c1(−KX) = 0である. よって Yau の定理より, TX
に Hermite–Einstein 計量が入るので, Bogomolov–Gieseker 不等式から 2c2(TX)[ω]n−2 ≥ 0であ
る

6.4 Miyaoka 不等式 2

Theorem 6.12 ([Miy87, Chapter 7]). KX が nef ならば(
3c2(ΩX)− c1(X)2

)
Hn−2 ≥ 0

が成り立つ.

まず以下の簡単な補題を示す. これはレポート問題とする.

Lemma 6.13. 1以上の整数 r1, . . . , rl, nと, 実数 µ1, . . . , µl, dが

µ1 > · · · > µl ≥ 0

l∑
i=1

riµi = d

l∑
i=1

riµi = n

を満たしているとする.

この時次が成り立つ.

1. l ≥ 2を仮定するとき, 1
d

∑l
i=2 riµ

2
i ≤ µ1 −

r1µ2
1

d .

2. l, r1 ≥ 2を仮定する時

− r21
d(r1 + 1)

µ21 −
1

d

l∑
i=2

riµ
2
i + d ≥ 1

d

(
r1

r1 + 1
µ21 − dµ1

)
+ d

≥
(

1

r1(r1 + 1)
− 1

r1
+ 1

)
d ≥ 2

3
d

という不等式が成り立つ
3. l, r1 ≥ 2かつ 2の等号が全て成立する時, l = 2, µ1 = d

2 , µ2 = 0, r1 = 2, r2 = n− 2が
成り立つ.

4. l ≥ 2かつ r1 = 1を仮定する時

d− 1

d

l∑
i=2

riµ
2
i ≥ d− µ1 +

µ21
d

≥ 3

4
d.

という不等式が成り立つ.
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5. l ≥ 2かつ r1 = 1を仮定する時, d − 1
d

∑l
i=2 riµ

2
i >

3
4dである.(つまり等号は成立し

ない)

以下の証明は [Miy87]によるもの. ただし一部議論は [IMM24]で簡略化した.

Proof. c1(KX)2[ω]n−2 > 0の場合を示す. (そうでない場合は示すべき不等式は (c2(ΩX)
)
Hn−2 ≥ 0

と同値で, 定理 6.10の証明と同じである.)

余接束 ΩX の (c1(KX) · [ω]n−2) に関する Harder–Narasimhan filtration

0 =: E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ El := ΩX

を考える. ここで各商 Gi := Ei/Ei−1 は rank ri の (c1(KX) · [ω]n−2)-semistable torsion-free

sheafで,

µc1(KX)·[ω]n−2(G1) > µc1(KX)·[ω]n−2(G2) > · · · > µc1(KX)·[ω]n−2(Gl) = µmin
c1(KX)·[ω]n−2(ΩX) ≥

Thm. 6.8

0

以下では, 定数 µi, µ, d を

µi := µc1(KX)·[ω]n−2(Gi), d := c1(ΩX)2 · [ω]n−2

でさだめると µ1 > · · · > µl ≥ 0かつ
l∑

i=1

riµi =
l∑

i=1

c1(Gi)c1(KX)[ω]n−2 = c1(KX)c1(KX)[ω]n−2 = d > 0

となる. 特に補題 6.13の仮定を満たす. さてHodge index theorem 5.15より

c1(Gi)
2[ω]n−2 ≤

Thm. 5.15

1

c1(KX)2[ω]n−2

(
c1(Gi)c1(−KX)[ω]n−2

)2
=
r2i µ

2
i

d
(6.3)

である.

ここまでは同じだが, ここから違うことをする. G1 ⊂ ΩX に関して, Prop. 6.5のように, Higgs

field θ を定めることにより,

(G1 ⊕OX , θ)

は c1(KX) · [ω]n−2-stable Higgs ベクトル束になる. よって Bogomolov–Gieseker 不等式より

c2(G1)[ω]
n−2 ≥ r1

2(r1 + 1)
c1(G1)

2[ω]n−2 (6.4)
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となる.

あとは場合分けをしていく.

[1. l = 1の時] この場合は ΩX ⊕OX が stable Higgs ベクトル束の構造を持つので, 示したい不等
式よりも強い不等式 (

2(n+ 1)c2(ΩX)− nc1(ΩX)2
)
[ω]n−2 ≥ 0

が成り立つ.

[2. l, r1 ≥ 2の時]

2c2(ΩX)[ω]n−2

=
(6.2)

(
2c2(G1)− c1(G1)

2
)
[ω]n−2 +

(
2

l∑
i=2

c2(Gi)−
l∑

i=2

c1(Gi)
2

)
[ω]n−2 + c1(ΩX)2[ω]n−2︸ ︷︷ ︸

=d

≥
Thm.5.16 &(6.4)

− 1

r1 + 1
c1(G1)

2[ω]n−2 −
l∑

i=2

1

ri
c1(Gi)

2[ω]n−2 + d ≥
(6.3)

− r21
d(r1 + 1)

µ21 −
l∑

i=2

riµ
2
i

d
+ d

≥
Lem. (6.13)

2

3
d =

2

3
c1(ΩX)2[ω]n−2

[2. l ≥ 2かつ r1 = 1の時] (6.4)より,

0 =
rank(G1) = 1

c2(G1)[ω]
n−2 ≥

(6.4)

1

4
c1(G1)

2[ω]n−2 ⇒ 0 ≥ c1(G1)
2[ω]n−2 (6.5)

以上より上と同じ計算で

2c2(ΩX)[ω]n−2

=
(6.2)

(
−c1(G1)

2
)
[ω]n−2 +

(
2

l∑
i=2

c2(Gi)−
l∑

i=2

c1(Gi)
2

)
[ω]n−2 + c1(ΩX)2[ω]n−2︸ ︷︷ ︸

=d

≥
Thm.5.16 &(6.5)

−
l∑

i=2

1

ri
c1(Gi)

2[ω]n−2 + d ≥
(6.3)

−
l∑

i=2

riµ
2
i

d
+ d

>
Lem. (6.13)

3

4
d =

3

4
c1(ΩX)2[ω]n−2

これは示したい方程式よりも強い方程式である.
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6.5 Miyaokaの不等式の応用 -nonvanishing 予想-

Theorem 6.14. [Miy87][Miy88b] X が 3次元多様体でKX nefならばH0(X,mKX) 6= 0

となるm ∈∈が存在する.

Proof. 以下

κ(X) = κ(KX) := lim sup
m→∞

log dimCH
0(X,K⊗m

X )

logm
∈ {−∞, 0, 1, . . . , dimX}

をX の小平次元とする. (log 0 = −∞とする.)

KX nefならばMiyaokaの不等式から c2(X)c1(KX) ≥ 0である. よってRiemann–Rochから

0 ≥ − 1

24

∫
X
c1(KX)c2(TX) =

Thm. 3.26

χ(X,OX) ≥ 1− h1(X,OX)− h3(X,OX)

よって h1(X,OX) 6= 0または h3(X,OX) 6= 0である. h3(X,OX) 6= 0ならば Serre dualityより

H3(X,OX) ∼= H0(X,KX) 6= 0

より nonvanishingが言える.

h1(X,OX) 6= 0ならば非自明な Albanese map α : X → Aが取れる. α(X) ⊂ Aなので [Uen75,

Theorem 10.9]から κ(α(X)) ≥ 025 よって Stein Factorizationをとって

α : X → Z かつ dimZ > 0 かつ κ(Z) ≥ 0

となるものがある.

あとは dimZ による場合分け. dimZ = dimX ならば明らか. 0 < dimZ < dimX = 3の場合, α

のファイバーは F に関して, KF nefである. よって曲面の nonvanishing theoremより κ(F ) ≥ 0

Iitaka C3,m予想が (Viehweg, Ueno, Kawamataより)解決しているので

κ(X) ≥ κ(Z) + κ(F )︸ ︷︷ ︸
Iitaka C3,m 予想

≥ 0

この証明はかなり気に入っていて, 少なくとも Iitaka 予想が MMP で利用されている感じがし
て好きである. Iitaka予想に関しては藤野先生のサーベイ https://www.math.kyoto-u.ac.jp/

~fujino/Nagoya-Iitaka.pdf参照のこと

25より強くW ⊂ A既約部分多様体について, W → W/B となるトーラス fibrationでW/B が一般型になる.
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[Miy88b]もおそらく terminal varietyでこの議論が成り立つかを調べているはずである. この方向
性を強めたのが Lazic-Peternell [LP18]である. Lazicのノート https://www.uni-saarland.de/

fileadmin/upload/lehrstuhl/lazic/Skripten/foliation.pdfがかなりわかりやすい.

Remark 6.15. 上の定理を用いて, Miyaokaは 3次元 多様体の ν(KX) = 1のアバンダンス予想を
解決した [Miy88a]．後にKawamata[Kaw92]によって 3次元多様体の ν(KX) = 2のアバンダンス
予想を解決した.

なので 3次元 コンパクトKähler多様体のアバンダンスを示すには, 次のコンパクト KLT Kähler

の Chern類の不等式が必要である. 26

Theorem 6.16. X コンパクト KLT Kähler多様体として, E を reflexive sheafとする. E

が stableならば Bogomolov–Gieseker不等式が成り立つ.(
2rĉ2(E)− (r − 1)c1(E)2

)
[ω]n−2 ≥ 0

さらに上の不等式の等号が成立するとき, Xreg上にある計量 hがあって

FE,h =
1

r
trE(FE,h)︸ ︷︷ ︸

(1, 1) 微分形式

·IdE End(E) 値 (1, 1)-form on Xreg.

となる. ここで ĉをOrbifold Chern類とする.

近年これは解決された. 多くの人が関わっているので, 以下にまとめておく.

• Bogomolov-Gieseker 不等式が Ou [Ou24]により解決した. 具体的に言うと KLT多様体が
Orbifold modificationを持つことを示した.27

• 上を用いて 3次元のコンパクト Kähler log canonical pairのアバンダンス予想を Das-Ou

[DO23]が解決.

• 3次元の場合の Bogomolov-Gieseker 不等式はGuenancia-Paun[GP24]が別証明を与えた.

• 高次元で等号成立の場合も含めたもの (Donaldson–Uhlenbeck–Yau定理)はFu-Ou[FO25]や
Guenancia-Paun[GP26]が互いに独立して解決. 高次元での Simpson 対応を Zhang-Zhang-

Zhang[ZZZ26]が解決した. 28

ここ 3年でコンパクト KLT Kähler での理論が一気に進んだ感じである. 主にWenhao Ou先生
が大定理を毎年毎年出しているためである. 3年前は未解決問題だったが, 今や定理になり, 分野
の発展が早いと思った.

26[CHP16]でコンパクト Kählerの 3次元のアバンダンス予想が解決されたが, 後に Chern類の不等式関連で gapが
あることが判明した. これは後に [GP24]の Appendixで解決している

27Orbifold上の Kobayashi–Hitchin対応・Donaldson–Uhlenbeck–Yauの定理はその前に確立されている.
28Chuanjing Zhang and Xi Zhang and Shiyu Zhang である. Shiyu Zhang さんとは [IJZ25]で陣内さんと一緒に

共同研究した.
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7 Outlook

7.1 80から 90年代のChern類の研究

私はその時代に生きていないのでわからないが, Chern 類の研究は 80年から 90年代前後に流行っ
ていたと思う. Chen-Ogiueの定理 [CO75], Miyaoka-Yau不等式 [Miy77][Yau77] に始まり, open

varietyや曲面のMiyaoka-Yauなど多くある. 日本でも辻先生, 小林亮一先生による open variety

X \DのMiyaoka–Yauや. 坂東先生と Siu先生の Bando-Siu [BS94]などが挙げられる.

この辺りは宮岡先生の概説「主題と変奏 Chern 類に関する不等式をめぐって」https://www.

jstage.jst.go.jp/article/sugaku1947/41/3/41_3_193/_article/-char/ja/に詳しく書か
れている. これは面白いので読んでほしい.

7.2 Projective KLT varietyのChern類の研究

近年になって注目された (?)のは, KLT 多様体の研究と orbifold chern類 ĉ2 が Greb-Kebekus-

Peternellあたりによって確立されたからである. 29 Miyaoka-Yau不等式や Yau の定理の KLT

版が

• KX ample の場合 [GKPT20, GKPT19a, GKPT19b]

• KX ≡ 0の場合 [GKP16a, LT18]

• −KX ample の場合 [GKP22, DGP24]

とできたからである. [IM22, IMM24]はその延長でKX が nefの場合を扱ったものである. その後
Niklas Müllerさんが [Mül26]で [IMM24]を大きく拡張した.

Projective KLT varietyにおいてのKobayashi–Hitchin対応・Simpson対応も [GKPT20, GKPT19a,

GKPT19b]で確立された.

7.3 コンパクト KLT Kähler 多様体のChern類の研究

この辺りがこの 3年で一気に発展した.

• Bogomolov-Gieseker 不等式が Ou [Ou24] により解決した. 具体的に言うと KLT 多様体
が Orbifold modificationを持つことを示した. また Orbifold modificationの存在によって
Orbifold chern類がかなり簡単に理解できるようになった.

• 高次元での Kobayashi–Hitchin 対応・Donaldson–Uhlenbeck–Yau定理は Fu-Ou[FO25]や
Guenancia-Paun[GP26]が互いに独立して解決.

• 高次元での Simpson 対応を Zhang-Zhang-Zhang[ZZZ26]が解決した.

29orbifold chern類自体はMumfordが定義していた. 川又先生が [Kaw92]でアバンダンス予想の解決のために KLT
多様体に ĉ2 を定義した. 時代を先取りしすぎである.
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7.4 3次元FanoのChern類

3次元 canonical weak Fanoが
3c2(X)c1(X) ≥ c1(X)3

を満たすか？ と言う予想による.30この辺りはHaidong Liuさんたちがやっている. [IJL23, LL23,

LL24]などを参照. この辺りは”Fano”って感じなので, 代数幾何学っぽくて近年の研究には私はつ
いていけていない.

7.5 じゃあ何が残っているのか？

どれも簡単にはとっつきづらいのでお勧めしづらい. 最近だと関連分野として以下のものがある

• Projective/コンパクト Kähler klt varietyの orbifold Chern 類に対するMiyaoka–Yauとそ
の周辺. これは多分もう問題が残っていないと思う.

• orbifold pair(X,D)の orbifold Chern 類に対するMiyaoka–Yauとその周辺. [CGG24]に詳
しい.

• 3次元 Fanoの Chern類. これはかなり代数幾何学力が問われる.

• Kobayashi–Hitchin 対応・Simpson 対応周辺. これも Projective/コンパクト Kähler klt な
どは難しいがちょっと外したものならまだなんとかなるかもしれない.(と陣内さんの研究を
見てると思う) この辺りは Higgs束も含めて流行っているので, 何かやることいっぱいある
と思う. (が Chern類の研究じゃない気もする).

• 高次Chern類など考える. 高次Chern類はPing Li先生が何かやっているようだがちょっと
ついていけてない.

• 組み合わせ論的研究. https://arxiv.org/abs/2411.09573が気になっている. 超平面配
置と Chern類が組み合わさるらしい. 読んで教えてほしい.

もしかしたら今私がやっていることは今後広がるかもしれないので, 論文を出してからお知らせし
ます.

30これは 3 次元 canonical weak Fano が (−KX)3 ≤ 72 を満たすか？ という予想に基づく. がこれは近年 Chen
Jiangさんたちによって解決された

124

https://arxiv.org/abs/2411.09573


References
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A ガイダンス資料

2026年度春夏学期 東北大学集中講義
(微分幾何学特選／数学総合講義Ｈ／多様体論特殊講義EⅠ)

Chern 類と複素幾何学
5月 26日 (火)～5月 29日 (金) 15:00～18:00 川井ホール

岩井雅崇 (いわいまさたか)

基本的事項
• この授業は対面授業である.

• ???や授業ホームページ (https://masataka123.github.io/2026_tohoku_Chern_class/)

にて「授業の資料・授業の板書」などをアップロードしていく. QRコードは下にある.

授業に関して
今回松村先生から「今回の講義では, 専門的な予備知識をあまり仮定せず, 初学者にも分かるよう
に話すように」と依頼がありました.

おそらく集中講義をしている人全員が思うことだが

複素幾何学や代数幾何学を初学者にわかりやすく
かつ最新のことを言うのは 12時間では足りない！！

そのため以下の方法を考えました.

• 授業の資料を作成しました. まずこれを入手してください.

• 授業は資料の中から大事そうな部分をピックアップして話します. 板書量が多くなる部分は
資料に投げます.

• 岩井の板書スピードは早いです. 私にはこれを止める方法はないので, 皆さんの板書の量を
少なくするようにしてください. (例えば資料にメモ書きするとか). なお後で授業の板書を
上のホームページなどにアップロードします.
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• 授業前半は初学者にわかりやすいものを心がけている予定です. すでに知っている人は内職
をするか, 3時間板書しながら動き回って苦労している岩井を見ててください.

• 資料はかなり詳しく書きました. 正直に言うと岩井の授業を聞かなくても授業の資料 (+chat-

GPT)で理解することは可能です. この資料の作成し終えた時点で私の仕事は 8割終わった
と思ってます.

成績に関して
レポートでつけます. 成績評価に関してはあまり何も考えていないので, 松村先生や他の東北大学
の先生に情報を聞いて決めます.

レポートに関して
レポートは資料の最後にあります. 紙で欲しい人には水曜日に渡します.

• 内容: レポート問題 授業の資料の最後にレポート問題が書いてある.

• レポート締切: 2026年??月??日 23:59:00 (日本標準時刻, GMT+9)

• レポート提出方法: 配布したレポート問題に解答し, ??にて提出する.

授業予定

1. ベクトル束・微分形式・接続・曲率
2. Chern類の定義と性質
3. Hermite–Einstein 計量. Bogomolov–Gieseker 不等式. Slope stability. Kobayashi–Hitchin

対応・Donaldson–Uhlenbeck–Yau の定理
4. Miyaoka–Yau不等式とMiyaokaの不等式.

補足

• 授業の内容の3/4は”Shoshichi Kobayashi. Differential geometry of complex vector bundles.

Princeton”の 1,2,4,5章に基づく. この本はネットで入手可能である.

• 最後は”Yoichi Miyaoka. The Chern classes and Kodaira dimension of a minimal variety.

In Algebraic geometry, Sendai,”と私たちの論文 (Iwai-Matsumura-Müller 25)に基づく.

• 一部わからない部分は他の論文や chatGPTに聞いた内容を含む.

• 今回の内容は微分幾何・複素幾何によってます. これは現在, 微分幾何の勉強と研究をして
いるからです. 代数幾何学を知っていると得する (かも).

• レポート問題は授業の内容を全くわからなくても解ける問題が 2つほどある.
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B レポート問題

問題 1. ベクトル束の filtration

0 =: E0 ⊊ E1 ⊊ . . . ⊊ El := E.

となる filtrationで各Gi := Ei/Ei−1 が rank riの ベクトル束になるものが存在すると仮定する.

1.

0 → Ei−1 → Ei → Gi → 0

に Chern characterの加法性を用いることで,

∆(E)

r
−

l∑
i=1

∆(Gi)

ri
=

(
c1(E)2

r
−

l∑
i=1

c1(Gi)
2

ri

)
を示せ.

2.

r

(
l∑

i=1

c1(Gi)
2

ri
− c1(E)2

r

)
=

∑
1≤i<j≤l

rirj

(
c1(Gi)

ri
− c1(Gj)

rj

)2

を示せ.

3. 次の等式が成り立つことを示せ.

∆(E)

r
=

l∑
i=1

∆(Gi)

ri
− 1

r

∑
1≤i<j≤l

rirj

(
c1(Gi)

ri
− c1(Gj)

rj

)2

∈ H4(X,R)

問題 2. (X,ω)をコンパクトKähler多様体とし, rank rのベクトル束Eの slopeを次で定める.

µ(E) :=
c1(E) · [ω]n−1

rank(E)

ベクトル束の完全系列 0 −→ S −→ E −→ Q −→ 0について,

rankS(µ(E)− µ(S)) + rankQ(µ(E)− µ(Q)) = 0

であることを示せ.

問題 3. ベクトル束Eについて maximum slope , minimal slopeを次で定義する.

µmax(E) := sup {µ(F ) | 0 6= F ⊆ E, F torsion-free} .

µmin(E) := inf {µ(Q) | E � Q, Q torsion-free} .

ここで F = E, Q = Eも含めることに注意する. この時E-semistable は µmax(E) = µ(E)と同値
であり, また µmin(E) = µ(E)と同値であることを示せ
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問題 4. 1以上の整数 r1, . . . , rl, nと, 実数 µ1, . . . , µl, dが

µ1 > · · · > µl ≥ 0
l∑

i=1

riµi = d
l∑

i=1

riµi = n

を満たしているとする. この時次が成り立つことを示せ

1. d− 1
d

∑l
i=1 riµ

2
i ≥ 0.

2. l ≥ 2かつ上の等号が成立する時, l = 2, µ1 = d, µ2 = 0, r1 = 1, r2 = n− 1が成り立つ

問題 5. 1以上の整数 r1, . . . , rl, nと, 実数 µ1, . . . , µl, dが

µ1 > · · · > µl ≥ 0

l∑
i=1

riµi = d

l∑
i=1

riµi = n

を満たしているとする.

この時次が成り立つことを示せ

1. l ≥ 2を仮定するとき, 1
d

∑l
i=2 riµ

2
i ≤ µ1 −

r1µ2
1

d である.

2. l, r1 ≥ 2を仮定する時

− r21
d(r1 + 1)

µ21 −
1

d

l∑
i=2

riµ
2
i + d ≥ 1

d

(
r1

r1 + 1
µ21 − dµ1

)
+ d

≥
(

1

r1(r1 + 1)
− 1

r1
+ 1

)
d ≥ 2

3
d

という不等式が成り立つ. (ヒント 一つ目の不等式は 1を使う. 二つ目の不等式は µ1 ≤ d
r1

と 2次関数の最大最小問題. 三つ目の不等式も r1 ≥ 2の最大最小問題. )

3. 2の等号が全て成立する時, l = 2, µ1 =
d
2 , µ2 = 0, r1 = 2, r2 = n− 2が成り立つことを示せ

4. l ≥ 2かつ r1 = 1を仮定する時

d− 1

d

l∑
i=2

riµ
2
i ≥ d− µ1 +

µ21
d

≥ 3

4
d.

という不等式が成り立つ
5. l ≥ 2かつ r1 = 1を仮定する時, d− 1

d

∑l
i=2 riµ

2
i >

3
4dである.(つまり等号は成立しない)
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C 談話会の講演内容

談話会の講演内容を texにする.

D vanishing Theorem

[Kob14, 3章]の内容. 勉強して理解できたら書きます

E stableならばHermite-Einstein計量を持つことの証明

今勉強中なので整理できたら書きます. [JMS22]の証明を書いていきます.

F Enokiのgeneric nefness theoremの証明

今勉強中なので整理できたら書きます
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