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0 はじめに
0.1 このノートの概要
このノートは2025年2月17日-21日開催の”Condensed mathematicsワークショップ”での [Sch19,

Section 2.A Appendix]の岩井の原稿である. ところどころ雑なところや脱字など非常の多くある
が, 発表に追い込まれている状況で書いたものなのでご了承いただきたい.

この原稿は勉強用のメモ書きを簡略化したものです. 勉強用のメモ書きについては https://

masataka123.github.io/blog3/pdf/2025_02_18_Condensed_Mathmatics_seminarnote.pdfに
あります. (QRコードは下) こちらは勉強用に書いたもので 100ページくらいあります.1

0.2 参考にした文献
この勉強会はショルツのレクチャーノート”Lectures on Condensed Mathematics”[Sch19] を元に
行われた. [SchClau]にYouTubeの講演やノートがある.

当初はこれで勉強しようと思ったが, あまりにも難しい (+何を言っているのかわからない)の
で以下の文献を大いに参考にした.

1. [Bar22] Michael Barz Condensed Mathematics

https://www.dropbox.com/scl/fi/xm2bs6jgtv9oaqir2slbt/condensed-final.pdf?rlkey=

r1x82m3a135rfeec86jrjj79k&e=1&dl=0

学生の方が書いたとは思えないくらいきちんと書かれている.

2. [Stum] Bernard Le Stum An introduction to condensed mathematics https://perso.

univ-rennes1.fr/bernard.le-stum/bernard.le-stum/Enseignement_files/CondensedBook.

pdf

3. [Land] Marks Land CONDENSED MATHEMATICS https://www.markus-land.de/teaching/

上の 3冊はかなり親切丁寧に書かれていて読みやすかった印象である. 特に [Stum]や [Bar22]は
大いに参考にした. 他にも [Asg] や [Lep]などの修論・博論も参考にした.

圏論の基礎に関しては次の文献を参考にした.

1. [マックレーン] S. マックレーン 圏論の基礎 丸善出版

2. [alg] alg-d 全ての概念はKan拡張である https://alg-d.com/math/kan_extension/

Amazonで本が売っている.

1こちらのメモ書きは (いずれ時間があれば)榎園さん・橋詰さん・松澤さんの発表しているところなども付け足し
ていきたい.
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個人的にはトポスを先に勉強しておけばよかったと後悔している.([Stum]や [Bar22]はトポスの一
般論も網羅している印象である.)

基数などに関しては以下を参考にした.

1. [田中] 田中尚夫 公理的集合論　培風館

2. [Sha2] Shane Kelly Fast track guide to cardinals for use with Lurie’s Higher Topos Theory
https://www.ms.u-tokyo.ac.jp/~kelly/pdfs/cardinalsFastTrack.pdf

1 [Sch19, Proposition 2.9]の準備
1.1 基数
以下は [田中]に基づく.

1.1.1 順序数・基数の定義

定義 1. [田中, 3.3節]

• 集合Aが推移的であるとは x ∈ Aかつ y ∈ xならば y ∈ Aを満たすこと

• 集合Aが全順序とは任意の x, y ∈ Aについて x ∈ yか x = yか y ∈ xが成り立つこと

• 集合Aが順序数とはAが推移的かつ全順序なること.

例 2. 以下は順序数である.

• 0 = ∅

• 1 = 0 ∪ {0} = {0} = {∅}

• 2 = 1 ∪ {1} = {0, 1} = {∅, {∅}}

定理 3. [田中, 定理 3.3.7] α, β順序数について α ⊂ βまたは β ⊂ α

Proof. 背理法による. もし定理が成り立たないのであれば α, βは ∈での整列集合なので

• x0 ∈ β \ αなる ∈での最小元

• y0 ∈ α \ βなる ∈での最小元

が存在する. x0 = α ∩ βを示れば, x0 = y0となり矛盾が示せる.

t ∈ α ∩ βについて t ∈ βかつ x0 ∈ βなので, 全順序性から t ∈ x0, t = x0, x0 ∈ tのどれかが
成り立つ. t = x0ならば x0 ∈ αとなり矛盾. x0 ∈ tならば推移性より x0 ∈ αとなりこれも矛盾.

よって t ∈ x0となる. α ∩ β ⊂ x0

逆に t ∈ x0について x0は最小なので t 6∈ β \α 一方 x0 ∈ βより推移性から t ∈ β. よって t ∈ α

となり x0 ⊂ α ∩ β.
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よって二つの順序数 α, βについて α ≤ βを α ⊂ βで定義すると順序数のなすクラスにも整列
順序の構造が入る.

定理 4 (整列可能定理). (選択公理を認めれば)任意の集合は整列可能である. よって任意
の集合は整列可能な順序構造をもち, それはある順序数と同型となる

集合A,BについてA ∼ BをAからBへの全単射が存在することで定義する. A ∼ BをAと
Bは同等という.

定義 5. [田中, 4.1節][濃度・基数]

• 集合Aについてその濃度を, Aと同等な順序数のうち最小のものとする. つまり順序
数 αでA ∼ αとなるののの最小なものである

• 集合 Aの濃度を |A|として定義する. 定義から「|A| ∼ A」かつ「任意の順序数 βで
β ∼ Aならば β ≥ |A|である. 」

• 集合の濃度を基数という. つまり順序数 αが基数であるとは, α = |A|となる集合が
存在することとする. 基数全体のクラスを Cardと表す.

1.1.2 正則基数

定義 6. [田中, 定義 4.5.1] 全順序集合 (A,<)とする. B ⊂ Aが共終部分集合であるとは任
意の a ∈ Aについてある b ∈ Bが存在して a ≤ bが成り立つこと.

順序数 (基数)α, βについて βが αと共終とはA ⊂ αなる共終部分集合で順序同型 (A,∈) ∼=
(β,∈)があること.

定義 7. [田中, 定義 4.5.2]

• 順序数 αと共終な最小の順序数を共終数といい cf(α)と表す. cf(α)は基数となる.

• cf(α) = αなる順序数を正則基数という.

定義から cf(α) ≤ αである.

注意 8. 定義から「任意の順序数 βについて, A ⊂ αなる共終部分集合で β ∼= Aならば cf(α) ≤ β」
である.

実はもっと強く「A ⊂ αなる共終部分集合ならば cf(α) ≤ |A|である.」なぜならば (A,∈)は整列
集合であるので, (β,∈) ∼= (A,∈)となる順序数 (β,∈)が存在する. よって cf(α) ≤ βである. これよ
り cf(α)→ Aという単射が作れるので, |cf(α)| ≤ |A| . cf(α)は基数なので cf(α) = |cf(α)| ≤ |A|

命題 9. αが正則ならば, |I| < α, |Si| < αについて S = ∪i∈ISiについて |S| < α
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Proof. µ := sup |Si|とする. µ < αである. (もし µ ≥ αならば I → αで共終となるような写像が
作れてしまうから) よって

|S| = | ∪i∈I Si| ≤ |I| · µ = max{|I|, µ} < α

となり言えた.

補題 10. [Sta, 000E 3.7 Cofinality] κを無限基数とする.

1. κ < cf(α)となる基数 αが存在する.

2. κ < cf(α)となる強極限基数が存在する.

Proof. (1). αを |α| > κとなる順序数の中で一番小さいものとする. αは極限数である. もしそう
でなければ α = β + 1かつ |α| = |β|となって最小性に矛盾するため.

cf(α) ≤ κであるとする.この時 S ⊂ αで共終なもので |S| ≤ κとなるものが存在する. ここで
β ∈ S ⊂ αについて β < αより最小性から |β| ≤ κ よって Sの共終性から

|α| = | ∪β∈S β| ≤ |S||β| ≤ κκ = κ

となるが, これは αの取り方に矛盾する.

また αは基数となる. なぜなら α ≥ |α| = ||α||であるので αの最小性より α = |α|となる.

(2) κ < cf(β)なる基数 βをとり α = ℶβ をとる. cf(β) ≤ cf(α)を示せば良い. J ⊂ ℶβ なる
共終集合について, f : J → βを j ∈ J について f(j)を j ∈ 2γ となる最小の γ < βと定義すれば,

J は βの共終集合になる. よって cf(β) ≤ cf(α)となる.

1.1.3 強極限基数

定義 11. [田中, 定義 4.5.7][強極限基数] κが非加算強極限基数 (uncountable strong limit

cardinal)であるとは

1. κ uncountable

2. κ 6= 0かつどの順序数 αについても κ 6= α+ ( limit cardinal)

3. λ < κならば 2λ < κ

順序数 αについて

• ℶ0 = ℵ0

• ℶα+1 = 2ℶα

• ℶα = ∪β<α2
ℶβ αが極限数の時
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と定義する ℶω は強極限的である.

以下このノートでは κ強極限基数といえば非加算であることを仮定する.

1.2 圏論
1.2.1 普遍射と極限

定義 12. [マックレーン, 3.1節] S : D → C関手, c ∈ Ob(C)とする. cから Sへの普遍射と
は r ∈ Ob(D)と u : c→ Srの組み (r, u) ∈ Ob(D)× homC(c, Sr)であって次の普遍性を満
たすものである.

「任意の d ∈ Ob(D)と　 f : c→ Sdについて, ある唯一な写像 f ′ : r → d ∈ homD(r, d)が
あって, Sf ′ ◦ u = f」となる.

c
u // Sr

Sf ′
��

r

f ′
��

c
f

// Sd d

つまり c→ Sdなる射は Sf ′ ◦ uの形に限り, この f ′はただ一つに定まる.

例 13 (余極限). C,J を圏とする. (J を添字圏とする.) ∆ : C → CJ を対角関手とする. つまり

• c ∈ Ob(C)について∆c : J → Cを任意の objectを cに射を idcの送るものとする

• f : c → c′について∆f : ∆c → ∆c′となる自然変換を任意の j ∈ Ob(J )について (∆f)j =

f : ∆c(j) = c→ ∆c′(j) = c′ とする.

∆ : C → CJ 関手, F ∈ Ob(CJ )とする. F から∆への普遍射とは r ∈ Ob(C)と u : F → ∆rの
組みであって次の普遍性を満たすものである.

「任意の d ∈ Ob(C)と f : F → ∆dについて, ある唯一な写像 f ′ : r → d ∈ homC(r, d)があっ
て, ∆f ′ ◦ u = f」となる.

一つずつ噛み砕いていく.

• u : F → ∆rを与えることは J 内の k : 1 → 2について ui : F (i) → rで u2 ◦ F (k) = u1 :

F (1)→ rを与えることである.

• f : F → ∆dを与えることは, J 内の k : 1 → 2について fi : F (i) → rで f2 ◦ F (k) = f1 :

F (1)→ dを与えることである.

• ∆f ′ ◦ u = f となるとは, 二つはどちらも自然変換なので, j ∈ Ob(j)について f ′ ◦ uj = fj と
いうことである.

以上より, F から∆への普遍射とは r ∈ Ob(C)と u : F → ∆rの組みで

1. (r, uj)のくみで, J 内の k : 1→ 2について ui : F (i)→ rで u2 ◦ F (k) = u1 : F (1)→ rが成
り立ち,
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2. 任意の J 内の k : 1 → 2について fi : F (i) → dで f2 ◦ F (k) = f1 : F (1) → dが成り立つ
(d, fj)の組みについて,

3. ある f ′ : r → dが存在して, 任意の jについて f ′ ◦ uj = fj となる.

よってこの r ∈ Ob(C)と u : F → ∆rの組み, 噛み砕くと, (r, uj : F (j)→ r)の組みを F の余極限
という.

1.2.2 λ-フィルター余極限と λ-極限の交換

定義 14. [Sha1] κを無限基数 (cardinal)とする.

• 圏 J が κ-smallとはMor(J) = {f : a → b}が集合であり濃度が κ未満であること.

この時Ob(J)も濃度 κ未満となる.

• F : J → C が κ-small limitとは J が κ-smallの場合の limitとする.

• 圏 J が κ-filteredとは, 任意の κ-small圏 I からの関手 F : I → J について, cocone

c ∈ Ob(J)と u : F → ∆cの組が存在することとする.aつまり次を満たす c, uが存在
することとする.

1. ある c ∈ Ob(J)と ui : F (i)→ cのくみが存在して
2. 任意の f : i→ i′について ui′ ◦ F (f) = ui : F (i)→ cとなるもの

• F : J → C が κ-filtered limitとは J が κ-filtered categoryの場合の limitとする.

acoconeとは F から ∆ : J → JI への普遍射から普遍性を除いたもの

例 15. ω = |N|とする. J が ω-filteredであることは J がフィルター圏である. つまり,

1. j, j′ ∈ Ob(J)についてある j → k, j′ → kが存在する

2. a, b : j → kについて, u : k → mが存在して ua = ub : j → k → m

と同値である. これは数学的帰納法からわかる.

ω-smal limitは濃度 ω未満の図式からの limitと同値であり, これは有限極限と同値である.

定理 16. λを正則基数とする. この時 λ-filtered colimitは λ-small limitと可換である.

つまり I を λ-filtered, J を λ-smallとして H : I × J → Setを関手としたとき canonical

map

Φ : colimi∈I lim
j∈J

H(i, j)→ lim
j∈J

colimi∈IH(i, j)

は全単射である.

Proof. [0] canonical mapの構成 それは次の図式からわかる.
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H(i, j)

��

limJ H(i, j)

��

oo // colimI limJ H(i, j)

��
colimIF (p, j) limJ colimIH(i, j)oo limJ colimIH(i, j)

この写像は次のように書き下せる. a ∈ colimi∈I limj∈J H(i, j)とすると, a = [(ai, i)]となる i ∈ I

が取れる. 同値類の割り方は (ai, i) ∼ (ai′ , i
′)は u : i → k, u′ : i′ → k があって H(u, idj)ai =

H(u′, idj)ai′ である. ai ∈ limj∈J H(i, j)なので, ai = (aij)j∈J ∈
∏

j∈J H(i, j)で u : j → j′ならば
H(idi, u)aij = aij′ となるものである. すると各 j ∈ J について

[((aij)j∈J , i)] 7→ [(aij , i)]

というmapは colimi∈I limj∈J H(i, j)→ colimi∈IH(i, j) のwell-definedなmapになっている. こ
れによって

Φ : [((aij)j∈J , i)] 7→ ([(aij , i)])j∈J

というmapを得る.

[1]limj∈J colimi∈IH(i, j)の元を簡単に表す c ∈ limj∈J colimi∈IH(i, j)の元は c = (cj)j∈J か
つ cj ∈ colimi∈IH(i, j)となるので, jに依存する ij ∈ Iと cijj ∈ H(ij , j)が存在して, c = (cj)j∈J =

([cijj , ij ])j∈J とかける.

ここで圏 J ′をOb(J ′) := Ob(J)とし, Morphismを恒等射のみとするものとして

K : J ′ → I j 7→ ij

とおくと, J は λ-smallでK は関手となるので cocone imax ∈ I が存在する. つまり ij → imaxな
ので,

c = (cj)j∈J = ([cijj , ij ])j∈J = ([cimaxj , imax])j∈J

とかける. つまり元 cにはある i ∈ I があって c = ([cij , i])j∈J と書くことができる.

[2] 単射性について Φ(a) = Φ(b)なる a, b ∈ colimi∈I limj∈J H(i, j)をとる. 示すことはある
i0 ∈ I と a = [ai0 , i0], b = [bi0 , i0]で ai0 = (ai0,j)j∈J , bi0 = (bi0,j)j∈J と書いた時

ai0,j = bi0,j

が各 j ∈ J で等しくなるものの存在である. [1]により共通の i ∈ I をとって

Φ(a) = ([(aij , i)])j∈J = ([(bij , i)])j∈J = Φ(b)

であるとして良い. 各 j ∈ J について

[(aij , i)] = [(bij , i)] in colimi∈IH(i, j)

である. よって, u : i→ ij があって,

F (u, idj)aij = F (u, idj)bij

9



である. [1]と同様にしてある i0 ∈ I があって ij → i0となる. つまり j ∈ J によらない共通の i0

が取れる.

よって任意の j ∈ J について, [aij , i] = [ai0j , i0]となる ai0j と bi0j があって

ai0j = bi0j

となるとして良い. ai0 = (ai0,j)j∈J とおけば [2]の主張を得る.

[3]全射性 [1]より c ∈ limj∈J colimi∈IH(i, j)の元はある i ∈ Iがあって，c = ([cij , i])j∈Jと書く
ことができる. よってci := (cij)j∈Jとおけばci ∈ limJ H(i, j)の元であり [ci, i] ∈ colimi∈I limj∈J H(i, j)

であるので Φ([ci, i]) = cとなる.

1.2.3 コンマ圏

定義 17. [マックレーン, 2.6節] T : E → C, S : D → C関手としてコンマ圏 (T ↓ S)を次の
ように定義する.

• Object (e, d, f) ∈ Ob(E)×Ob(D)×HomC(Te, Sd) , つまり f : Te→ Sdとする.

• Morphism (k, h) : (e, d, f) → (e′, d′, f ′) ∈ HomE(e, e
′) × HomD(d, d

′) を k : e →
e′, h : d→ d′で f ′ ◦ Tk = Sh ◦ f となるもの

e

k
��

Te

Tk
��

f // Sd

Sh
��

d

h
��

e′ Te′
f ′

// Sd′ d′

例 18. D = 1とする. b ∈ Ob(C)は b : 1→ Cという関手とみれる. T : E → C関手としてコンマ
圏 (T ↓ b)は次のようになる.

• Object (e, 1, f) ∈ Ob(E)×Ob(D)×HomC(Te, b) , つまり f : Te→ bとする.

• Morphism (h, 1) : (e, 1, f)→ (e′, 1, f ′) ∈ HomE(e, e
′)×HomD(d, d

′)を h : e→ e′, 1 : 1→ 1

で f = idb ◦ f = f ′ ◦ Tkとなるもの

e

k
��

Te
f //

Tk
��

b

idb

1

1
��

e′ Te′
f ′

// b 1

紛らわしいので 1を消すと

• Object (e, f) ∈ Ob(E)×HomC(Te, b) , つまり f : Te→ bとする.

• Morphism h : (e, f)→ (e′, f ′) ∈ HomE(e, e
′) を k : e→ e′で f = f ′ ◦ Tkとなるもの

そこで関手 P : (T ↓ b)→ E を次で定める.
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• Object P ((e, f)) = d ∈ Ob(E)

• Morphism P (h) = h ∈ HomE(e, e
′)

1.2.4 左Kan拡張

証明はAppendixのA.3.6に右Kan拡張の場合だけ書いておいた.

定義 19 (左Kan拡張). [マックレーン, 10.3節][alg, 2.1節] K : M → C, T : M → Aを関
手とする. K に沿った T の左Kan拡張とは

• 関手 L : C → A

• 自然変換 ε : T → LK

の二つくみ (L, ε : T → LK) であって, 任意の S : C → A,α : T → SK について,

α = σK ◦ ε : T → SK となる自然変換 σ : L→ Sが唯一存在すること.

このとき L := LanKT とかく.

ここで σK : LK → SK は (σK)m = σKm : LKm→ SKmで定める.

σ 7→ σK ◦ εによって自然な全単射

Nat(L, S) = Nat(LanKT, S) ∼= Nat(T, SK)

となる.よってこれをかっこよくいうと次の補題を得る.

補題 20. K : M → C を固定する. 任意の T ∈ AM (T : M → A)について左 Kan拡張
(L, ε) := (LanKT ∈ AC , εT : T → LK) が存在すると仮定する.

この時 β : AM → AC を以下で定める.

• T ∈ AM について β(T ) := LanKT

• g : T → T ′について

S = LanKT ′ : C → A α = g ◦ εT : T → SK

とおくと左Kan拡張の定義から, β(g) : LanKT → LanKT ′で α = β(g)K ◦ εT とな
る自然変換が唯一存在する

すると β : AM → AC は
FK : AC → AM N 7→ N ◦K

の左随伴, つまり

Nat(LanKT,N) = homAC (LanKT,N) ∼= homAM (T, FK(N)) = Nat(T,NK)

となり, η : I → FK ◦ LanK は unitである.
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定理 21 (点列極限としての左Kan拡張). K : M → C, T : M → Aを関手とする. 任意の
c ∈ Ob(C)について

T ◦ P : (K ↓ c)→M → A

に関する余極限 colimT ◦ P と µ : TP → ∆(colimT ◦ P )が存在すると仮定する.

このとき L : C → Aを

• c ∈ Ob(C)について, Lc := colim(T ◦ P : (K ↓ c)→M → A)

• g : c→ c′について Lg : Lc→ Lc′となる射

とするとこれは関手になる
さらに ε : T → LK について εm := µidKm

: Tm→ LKmとする. ここで

LKm := colimT ◦ P : (K ↓ Km)→M → A µ : TP → ∆(colimT ◦ P )

であるので, εm := µidKm
: Tm → LKmと定義する. すると ε : T → LK は自然変換に

なる.

そして (L, ε)はK に沿った T の左Kan拡張となる.

今回使いたいようにまとめると次の系を得る.

系 22. M が C の full sub category, つまり包含関手K : M → C が fullyfaithfullとする.

さらにM が small, Aが余完備とする.

この時次が成り立つ.

1. 任意の T : M → AはK : M → C に沿った左Kan拡張を持つ.

2. 左Kan拡張 LanK : AM → AC は FK : AC → AM の左随伴である.

3. unit η : I → LanK ◦ FK は同型な自然変換である. 特に LanK は fully-faithfullで
ある.

Proof. 左Kan拡張の存在はM が small, Aが余完備のため. 左随伴性も良い.

T ∈ AM , m ∈M について

FK ◦ LanK(T )(m) = LanK(T ) ◦K(m) = colim(T ◦ P : (K ↓ Km)→M → A)

である.この余極限は Tmに等しい2よって ηT は同型射である.

2(n, f) ∈ Ob(K ↓ Km)は n ∈ M と f : Kn → Kmの組だが, K が fullyfaithfullより f = Kg とかける. よって
(m, idKm)が余極限を与える
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1.2.5 表現関手と余極限

系 23. [マックレーン, 3.7節] D small K : Dop → Set反変関手, つまりK ∈ SetD
op とす

る. この時K は homD(·, d)の余極限でかける.

Proof. J をコンマ圏 1 ↓ K とする. つまり, 1 ∈ Ob(Set)(1は１点集合のこと) 1 : 1 → Setとい
う関手とみれる. K : Dop → Set関手として

• Object (d, x) ∈ Ob(Dop)×HomSet(1, Sd). (x : 1→ Kdとみる.)

• Morphism h : (d, x) → (d′, x′) ∈ HomDop(d, d′)を h : d → d′inDopで x′ = Kh ◦ xとなる
もの.

1

1
��

1
x // Kd

Kh
��

d

h
��

1 1
x′

// Kd′ d′

もう少し噛み砕くと

• Object (d, x) ∈ Ob(Dop)×Kd. x ∈ Kd ∈ Ob(Set)である.

• Morphism h : (d, x)→ (d′, x′) ∈ HomDop(d, d′) を h : d→ d′inDopなる射で x′ = Kh(x)を
満たすもの. (Kh : Kd→ Kd′は集合の写像になる.)

そこで関手M : J op → SetD
op を

• Object (d, x) ∈ Ob(Dop)×KdについてM(d, x) = homD(·, d)

• Morpshim h : (d, x)→ (d′, x′)inJ opについて, h : (d′, x′)→ (d, x)inJ より, h : d′ → dinDop

で x = Kh(x′)なるものがあり, h : d→ d′inDであるので,

Mh : M(d, x) = homD(·, d)→M(d′, x) = homD(·, d′)

と定義できる.

K ∈ Ob(SetD
op
)がM ∈ Psh(Dop,Set)J

op の余極限

K ∼= colimM :J op→SetD
opM(d, x) = colimM :J op→SetD

ophomD(·, d)

であることを示す. K ∈ Ob(SetD
op
)と u : M → ∆K の組みで普遍なものがあることを示せば良

い (∆K ∈ Psh(Dop,Set)J
op に注意する)

つまり (K,u(d,x) : M(d, x)→ K)の組で

1. (K,u(d,x) : M(d, x)→ K)のくみで, Jop内の h : (d, x)→ (d′, x′)について u(d,x) = u(d′,x′) ◦
M(h) : M(d, x)→ K)が成り立ち,
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2. Jop 内の h : (d, x) → (d′, x′) について fd,x : M(d, x) → L , fd′,x′ : M(d′, x′) → L で
fd,x = fd′,x′ ◦M(h) : M(d, x)→ Lが成り立つ (L, fd,x)の組みについて,

3. ある f ′ : K → Lが存在して, 任意の jについて f ′ ◦ ud,x = fd,xとなる.

であることを示せば良い.

u(d,x) ∈ Nat(M(x, d) = homD(·, d),K) ∼= Kd より u(d, x) = x とすれば良い. (つまり
u(d,x)(c) : homD(c, d) → Kc を f 7→ (Kf)(x) とする) h : (d, x) → (d′, x′)inJ op について,

h : d′ → dinDopで x = Kh(x′)となる. よって u(d,x) = u(d′,x′) ◦M(h) : M(d, x)→ Kであること
は, 任意の c ∈ D, f ∈M(d, x)(c) = homD(c, d)について

u(d′,x′) ◦M(h)(f) = u(d′,x′)(h ◦ f) = K(h ◦ f)(x′) = Kf ◦Kh(x′)Kf(x) = u(d,x)(f)

となり言える.

(2)については (L, fd,x)の組みについて, 自然変換 f : K → Lを与えることは d′ ∈ Ob(D)に
ついて fd′ : Kd′ → Ld′ で可換性を満たすようなものを作れば良い. fd,x ∈ Nat(M(d, x), L) =

Nat(hom(·, d), L) ∼= Ldより, fd,xは Ldの元とみなせるこれは a ∈ Kd′について fd,aを返せば良
い. 自然性は米田の同型を追えば良い

1.3 レクチャーノート 1章 2章の内容で今回の発表で使うもの.

定義 24. [Sch19, Definition 2.4]コンパクトハウスドルフ空間Sが extremally disconnected

であるとは, 任意のコンパクトハウスドルフ空間 S′からの全射 p : S′ ↠ S について, ある
π : S → S′が存在して p ◦ π = idS となる.

同値な定義として, 「S → Aと全射B ↠ Aは常にリフト S → Bを持つ」とも言える.3

命題 25. [Sch19, Example 2.5] κ 強極限基数とする.

|S0| < κとなる離散集合について, βS0を S0の stone cechコンパクト化とするとき, βS0は
extremally disconnectedで |βS0| < κとなる.

特に任意のコンパクトハウスドルフ空間 S に関して, extremally disconnected βSdistから
の全射 βSdist → Sが存在する.

以下このノートでは βSdistをSに離散位相を入れた Stone Cechコンパクト化とする.

命題 26. [Sch19, Example 2.5] κ 強極限基数とする.

ED<κを次からなる圏とする.

• Object: extremally disconnected set で |S| < κとなるもの.

• Morphism: 連続写像 S → S′

そして Cov(ED<κ)を有限個連続写像 fi : Xi → Y で ∪ni=1fi(Xi) = Y となるものとする.

3S が EDならばリフトが存在することの証明. 全射 B ↠ Aについて集合としてのリフト S → B が取れる. これ
により β(Sdist) → B が作れる. S → β(Sdist)なるセクションが存在するのでいえる
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この時ED<κの sheafの圏は (profinite setの制限によって)κ-condenced setの圏と圏同値

特に κ-small condenced set Cond<κの圏は

T : EDop
<κ → Set

なる関手で
1. T (φ) = 1pt

2. T (S1 t S2)→ T (S1)× T (S2)が bijection

となるものとして特徴づけられる . (EDの性質により 2つ目の条件はすぐに出る. )

以下このノートでは原則的にCond<κの圏はEDop
<κから Setへの関手で上の 1.2の条件を満たすもの

とする. 理由としては EDの方が使いやすいからである.

命題 27. [Sch19, proposition 1.7] κ強極限基数とする.

F : Cond<κ → Top<κ T → T (∗)top

G : Top<κ → Cond<κ X → X := homED<κ(·, X)

とする. ここで T (∗)topは底空間 T (∗)に位相を

tS∈ED<κ tf∈T (S) S → T (∗)

が商写像になるように定義する.

この時 F は Gの左随伴射で counitは ε : FG → I は εX = idX : FG(X) = X(∗)top ∼=
Xκ−cg → X となる. 特に

homTop<κ
(T (∗)top, X) ∼= homCond<κ(T,X)

となる.

2 [Sch19, Proposition 2.9]の解説
2.1 [Sch19, Proposition 2.9]の主張

命題 28. [Sch19, Proposition 2.9] κ < κ̃を強極限基数とする. この時

Fκ̃,κ : Cond<κ → Cond<κ̃

となる自然な関手が存在する. これは次で与えられる.

• T ∈ Ob(Cond<κ)について, Tκ̃ := Fκ̃,κ(T ) ∈ Cond<κ̃ を, 任意の S̃ ∈ ED<κ̃ につ

15



いて
Tκ̃ := colim

S̃→S
T (S)

として定義する. ここで S̃ → S は κ-small extremally disconnected set S への連続
写像全てを回る.

• morphism f : T → T ′について, S̃ → Sについて T (S) → T ′(S)が存在するので, そ
の colimとして定義する.

すると Tκ̃は sheafになり, Fκ̃,κ : Cond<κ → Cond<κ̃は次を満たす.

1. Fκ̃,κは fully-faithfullである.

2. 関手Gを
G : Cond<κ̃ → Cond<κ T̃ 7→ T̃ |ED<κ

で定めると, Fκ̃,κはGの左随伴射である. 特に colimと可換である.

3. λ := cf(κ)とする時, 任意の λ-small limitと交換する.

注意 29. ショルツのレクチャーノートでは,「 T ∈ Cond<κについて, Tκ̃ := Fκ̃,κ(T ) ∈ Cond<κ̃

を, 任意の S̃ ∈ Profin<κ̃について

Tκ̃ := colim
S̃→S

T (S)

の”sheafification”として定義する. ここで，S̃ → Sは κ-small profinite setS への連続写像全てを
回る」として定義していた. ただこれだとすぐには λ-small limitとの可換性は言えないと思う. と
いうのも sheafificationが λ-small limitとの可換かはわからないからである.

ただ結論としては正しい. というのも

Sh(Profin<κ,Set) ∼= Sh(ED<κ,Set)

という圏同値があるからである.

注意 30 (Sch19. Remark 2.10). λ-small極限の主張以外は, Setではなくても filtered colimitが
常に存在する圏に値を持つ condensed objectにも適応できる.

λ-small極限に関しては Setへの conservative忘却関手をもち, limitと filtered colimitが可換
になるものについては成り立つ. ここで F : C → Dが conservative functorとは任意のmorsphim

f について F (f)が isomならば f が isomなことを言う.

2.2 [Sch19, Proposition 2.9]の主張 (=命題 28)の証明
Proof of Proposition 28. 非常に長いが一つずつ噛み砕いていく.

[1] Fκ̃,κ : Cond<κ → Cond<κ̃の存在
[1-1]左Kan拡張の存在 T ∈ Cond<κとする. これは次を満たす関手である.

• T ∈ SetEDop
κ
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• T (∅) = 1かつ T (S1 t S2)→ T (S1)× (S2)が bijection

そこでK : EDop
<κ → EDop

<κ̃を包含関手とする. K は fully faithfullである.

すると

• K が包含関手で fully faithfull.

• EDop
<κは small.

• Setは余完備.

であるので, 21や 22により T のKに沿った左Kan拡張 LanKT ∈ SetEDop
<κ̃ が存在する. そして

S̃ ∈ EDop
κ̃ について

LanKT (S̃) = colim(T ◦ P : (K ↓ S̃)→ ED<κ → Set)

となる. すると 20によって

• LanK : Cond<κ → Cond<κ̃ を T 7→ LanKT

• FK : Cond<κ̃ → Cond<κを T 7→ T ◦K

としたとき, LanK はK の左随伴, つまり

Nat(LanKF,N) = homCond<κ̃
(LanKF,N) ∼= homCond<κ(F, FK(N)) = Nat(T,NK)

となり, unit η : I → FK ◦ LanK は同型である.

[1-2] Fκ̃,κ = LanK であること
左Kan拡張 LanK をを書き下していく. (K ↓ S̃)の圏とは定義から次で与えられる.4

• Object (S1, f1)はS1 ∈ EDκかつ f1 : KS1→S̃の組み. f1 : KS1→S̃は連続写像 f1 : S̃ → S1

と同値である.

• Morpshim h : (S1, f1)→ (S2, f2)を h : S1→S2で f2 ◦Kh = f1 : S1→S̃となるもの. よって
連続写像の言葉で直すと, S̃ → S2 → S1が可換になること.

図で表すと次の様になる.5

S1

h
��

KS1

Kh
��

f1 // S̃ S̃

S2 KS2
f2

// S̃ S̃

EDop
κ EDop

κ̃ 1

4ただし連続写像と EDop
κ の矢印を区別するため, EDop

κ での矢印を→で表す. またわかりやすさのため包含写像
K もあえて書く.

5なぜか矢印に色がつかなかった...
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そして T ◦ P : (K ↓ S̃)→ EDκ → Setとは (S1, f1) 7→ T (K(S1))であるので

LanKT (S̃) := colim(T ◦ P : (K ↓ S̃)→ P → Set)

= colim
f1:K(S1)→S̃,S1∈EDκ

T (S1)

= colim
f1:S̃→S1,S1∈EDκ

T (S1)

[1-3] LanKT が sheafになること T (∅) = 1に関しては ηT : T ∼= LanKT ◦K より

ηT (∅) : T (∅)→ LanKT ◦K(∅) = LanKT (∅)

となるので一点集合である.

次に S̃1, S̃2 ∈ Ob(ED<κ̃)について LanKT (S̃1 t S̃2) ∼= LanKT (S̃1)× LanKT (S̃2) となること
を示す.

まずK ↓ (S̃1 t S̃2)の部分圏 J を次で定める.

• Object (S1 t S2, f1 t f2)を S1, S2 ∈ ED<κかつ連続写像 f1 : S̃1 → S1, f2 : S̃2 → S2の組み
とする.

• Morphism h = g1 t g2 : (S1 t S2, f1 t f2)→ (S′
1 t S′

2, f
′
1 t f ′

2)とかけるものとする. ここで
gi : S

′
i → Siで gi ◦ f ′

i = fi : S̃i → S′
i → Siとする.

これは確かに部分圏となっている. なぜならば S1, S2 ∈ ED<κ ならば S1 t S2 ∈ ED<κ であり,

f1 : S̃1 → S1, f2 : S̃2 → S2の組みがあれば

i1 ◦ f1 : S̃1 → S1 t S2, i2 ◦ f2 : S̃2 → S1 t S2,

が定義できるので, 余積の定義から

f1 t f2 : S̃1 t S̃2 → S1 t S2

が定義できるからである.

J がK ↓ (S̃1 t S̃2)の共終部分圏になることを示す. (共終については 87参照.) これは共終の
定義の 2条件を満たすことを示せば良い.

(1). 任意の (S, f) ∈ K ↓ (S̃1tS̃2)について,ある (S1tS2, f1tf2)があって S̃1tS̃2←S1tS2←S

であること. これは連続写像に言い換えると, 任意の f : S̃ → Sについて, gi : S̃i → Si, hi : Si → S

があって次の図式を満たせば良い.

S̃1 t S̃2

f

**g1⊔g2 // S1 t S2
h1⊔h2 // S

f(S̃1) ⊂ Sを S̃1 → S̃1 t S̃2
f→ Sの像とし, S1 := β(f(S̃1)dist)とする.6すると S1 ∈ ED<κである.

また S1 ↠ f(S̃1)は全射かつ S̃1 ∈ EDのため, g1 : S̃1 → S1が存在する. 同様に g2 : S̃2 → S2も存
在する. また hi : Si → f(S̃i) ⊂ Sとする. 直和の定義をちゃんと見ればこれが可換になっている.

6β(f(S̃1)dist)については 25参照
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(2). 任意の (S, f) ∈ K ↓ (S̃1 t S̃2)と (S1 t S2, f1 t f2), (T1 t T2, g1 t g2) ∈ Ob(J) で

gS : (S, f)→(S1 t S2, f1 t f2) gT : (S, f)→(T1 t T2, g1 t g2)

であったとする. そこでW1 := β((S1 × T1)dist)とする. W1 ↠ S1が全射なので S̃1 → W1を誘導
し, 次の図式を得る.

S1

))S̃1
//

))

55

S1
// S

W1

55OO

これを i = 2の場合も同様にして次の図式を得る．

S1 t S2

**S̃1 t S̃2
//

**

44

S1 t S2
// S

W1 tW2

44OO

これを T 側にも同じことをすると, 次の図式を得る.

S

S1 t S2

22

S1 t S2

55

W1 tW2

OO

//oo T1 t T2

ii

T1 t T2

ll

これにより共終の定義 87(2)を満たしていることがわかる.

よって共終と余極限の性質 88から J での余極限に取り替えることができる. つまり

LanKT (S̃1 t S̃2) = colim(T ◦ P : K ↓ (S̃1 t S̃2)→ P → Set)

∼= colim(T ◦ P : J → P → Set)

= colim
f1:S̃1→S1,f2:S̃2→S2

T (S1 t S2)

∼= colim
f1:S̃1→S1,f2:S̃2→S2

T (S1)× T (S2)

となる. あとは colimと直積が可換になることを示せば良い.

そこでR := (K ↓ S̃1)× (K ↓ S̃2), 2 = {1, 2}とし関手G : R× 2→ Setを

G(S1, f1, S2, f2, 1) := T (S1) G(S1, f1, S2, f2, 2) := T (S2)

として定義する．(K ↓ S̃1)は [2-2]より λ-filteredとなるので, Rも λ-filtered. また 2は λ-small
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である. よって λは正則より 16から極限と余極限を交換できて

colimR lim
2

G(S1, f1, S2, f2, i) ∼= lim
2

colimRG(S1, f1, S2, f2, i)

である. lim2G(S1, f1, S2, f2, i) = T (S1)× T (S2)であることに注意すれば

colim
f1:S̃1→S1,f2:S̃2→S2

T (S1)× T (S2) = colimR lim
2

G(S1, f1, S2, f2, i)

∼= lim
2

colimRG(S1, f1, S2, f2, i)

= colimRG(S1, f1, S2, f2, 1)× colimRG(S1, f1, S2, f2, 2)

= colim
f1:S̃1→S1

T (S1)× colim
f2:S̃2→S2

T (S2)

= LanKT (S̃1)× LanKT (S̃2)

となる. よって sheafになる.

[1-4]関手になること これは 20と [1-1]よりすでに言えている.

[2]各種の条件に関して
[2-1] fullyfaithfullと左随伴性について
[1-1]により, unitη : I → FK ◦ LanK は同型である. よって unitが同型なので LanK は fully

faithfullである.(93参照.) 左随伴性もすでに言えている.

[2-2] λ = cf(κ)-small limitと交換すること. I を λ-smallな圏とする. 示すことは

LanK(lim
i∈I

Ti) ∼= lim
i∈I

(LanKTi)

である. つまり S̃ ∈ Ob(EDop
<κ̃)について

LanK(lim
i∈I

Ti)(S̃) := colim
S̃→S

(lim
i∈I

(Ti(S)) ∼= lim
i∈I

(colim
S̃→S

(Ti(S)) =: lim
i∈I

(LanKTi)(S̃)

を示せば良い. よって任意の S̃ ∈ Ob(EDop
<κ̃)について

G : I × (K ↓ S̃)→ Set (i, (S, f)) 7→ G(i, (S, f)) = Ti(S)

とおいたときに

colim
(S,f)∈K↓S̃(limi∈I

G(i, (S, f)) ∼= lim
i∈I

(colim
(S,f)∈K↓S̃(G(i, (S, f))

であることを示せば良い. λ = cf(κ)は正則基数なのでK ↓ S̃が λ-filteredであることを示せば定
理 16から極限と余極限を交換できて上が従う.

任意の λ-small な圏 J とその関手 H : J → K ↓ S̃ について, cocone (S, f) ∈ K ↓ S̃ と
u : H → ∆(S, f)の組が存在することを示す. j ∈ HについてH(j) = (Sj , fj)とする. Sj ∈ ED<κ

かつ fj : Sj→S̃とする. そこで (Sj , fj)の位相空間としての極限

S0 := lim
j∈J

Sj
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をとる. 極限の定義から連続写像 f0 : S̃ → S0があるので f0 : S→S̃となる. 7

まず |S0| < κであることを示す. µ := supj∈J |Sj |とおく. すると 9より µ < κである. よって
S0の濃度は

|S0| = | lim
j∈J

Sj | ≤ |
∏
i∈J

Sj | (limの定義)

≤ µλ (|Si| ≤ µと J → ∪jSj)

≤ (2µ)λ (µ < 2µ)

≤ 2µ·λ (積の法則)

< κ (µ · λ < κと κ 強極限)

となる. (途中に µ · λ = max{µ, λ} < κを用いた.8)

S := β(S0dist)とする. S ∈ ED<κであり全射 g : S ↠ S0が存在する. 連続写像の図で書くと
次の様になる.

S̃
f0 //

f **

S0 := limj∈J Sj

f2
**

f1 // S1

S := β(S0dist)

g
OOOO

S2

OO (1)

そこで f : S̃ → Sを S̃のED性から誘導される連続写像とする. さらに uj := fj ◦g : S → Sjと
おく. この (S, f)とu = {uj}j∈Jが Jとその関手H : J → K ↓ S̃についての cocone(S, f) ∈ K ↓ S̃
と u : H → ∆(S, f)の組みである. それは以下の 2条件が成り立つからである

(1.) S ∈ ED<κであり f : S̃ → Sであるので f : S→S̃となり, (S, f) ∈ Ob(K ↓ S̃)となる.

(2.) u : H → ∆(S, f)であることは,任意のk : 1→ 2についてu2◦H(k) = u1 : (S1, f1)→(S, f)

であることを示せば良い. 連続写像の言葉で書くと (1)の図を参考にすれば

H(k) ◦ u2 = (S2 → S1) ◦ (f2 ◦ g) = f1 ◦ g = u1

となるので, 双対 (op)を考えれば言える.

3 強極限基数によらないCondenced setの定義と性質. [Sch19, Defi-

nition 2.11]の解説

定義 31. [Sch19, Definition 2.11] condenced setの圏Condを”filtered colimit of Cond<κ

along filtered poset of all κ”とする.

つまりCondのObject T とは次を満たすものである.

1. T : EDop → Set なる関手

2. T (φ) = 1 かつ T (S1 t S2) ∼= T (S1)× T (S2)

7ただし S0 は Extremally disconnectedとは限らない.
8µ, λがともに有限の時は µ · λ < κは明らか.
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3. ある強極限基数 κと Tκ ∈ Cond<κ があって, T = LanKTκ とかける. ここで K :

ED<κ
op → EDopを包含関手とする.

またmorphismを T → T ′となる自然変換で定める.

(3)の条件のおかげで集合論的な問題を解決することができる.9

注意 32. [Sch19, Remark 2.12, 2.13]

• Condは laege categoryで generatorの集合を持つとは限らない

• Condは site上の sheafとも限らない

補題 33. [Sch19, Remark 2.13] Condは任意の small limitと small colimitが存在する.

つまり Jを小さい圏とし関手F : I → Condとした時,ある強極限基数κでF (i) = LanKTi

となる Ti ∈ Cond<κが存在する. そして次が成り立つ．

• limi∈I Tiは各点で計算できる. つまり S ∈ ED<κについて

(lim
i∈I

Ti)(S) = lim
i∈I

Ti(S)

である. limi∈I Fiは LanK(limi∈I Ti)で与えられ, κ < κ̃かつ S̃ ∈ ED<κ̃について

(lim
i∈I

Fi)(S̃) = lim
i∈I

colim
S̃→S

Ti(S)

となる.

• Cond<κでの余極限は Presheafとしての余極限 T := colimi∈ITiを sheafificationと
して与えられる. それを T ♯とするとCondでの余極限は colimi∈IFi := LanKT ♯で
与えられる.

• I が filtered categoryならば, sheafとしての余極限は各点で計算できる.つまり S ∈
ED<κについて

(colimi∈ITi)(S) = colimi∈I(Ti(S))

となる, また colimi∈IFiは LanK(colimi∈ITi)で与えられ, κ < κ̃かつ S̃ ∈ ED<κ̃に
ついて

(colimi∈IFi)(S̃) = colimi∈IcolimS̃→S
Ti(S)

となる.

ここで sheafificationとその性質についておさらいしておく.

9松澤さんから「(3)の条件から (2)は従うのでは?」と指摘された. 確かに左 Kan拡張が自動的に sheafになるの
で, (2)は不要な気もする.
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定理 34. [Sha2] C small category with topologyとする. Psh(C) := SetC とし, Sh(C)を
Setに値を持つ sheafとする.

このとき自然な関手 sheafifictaion# : PSh(C) → Sh(C) が存在する. さらに包含関手
i : Sh(C)→ Psh(C)の左随伴射であり

homSh(C)(F
#, G) ∼= homPsh(C)(F, i(G))

が成り立つ. また有限 limitと可換になる.

補題 35. [Sta, 00WK Lemma 10.15] C を small category with topologyとし, F ∈ SetC

とする. また ] : F 7→ F ♯を sheafificationとする.

任意の U ∈ Ob(C)と s ∈ F ♯(U)について covering{Ui → U}と si ∈ F(Ui)が存在して

1. s|Ui = ](Ui)(si)

2. 任意の i, jについてある covering Uijk → Ui ×U Uj があって si|Uijk
= sj |Uijk

となる.

そして任意の covering{Ui → U}で (2)を満たすものについて (1)を満たす sは唯一である.

Proof of 33. [0]強極限基数 κの存在 I を小さい圏とし関手 F : J → Condとする. |Mor(I)| <
cf(κ) ≤ κとなる強極限基数 κで F (i) = LanKTiとなる Ti ∈ Cond<κとなるものが存在する. こ
れはF (i) = LanKTi ∈ Cond<κi

となる一番小さい基数をκiとするとκiは集合なので集合
∏

i∈I κi

が存在する. そこで 10より |∏i∈I κi| < cf(κ) ≤ κとなる κをとれば κi →
∏

i∈I κiとなる単射が
存在するので κi ≤ |

∏
i∈I κi| < κである.

[1]limに関して
[1-1] Presheafとしての極限 limi∈I Tiが Sheafとしての極限になること.

Presheafとしての極限は
(lim
i∈I

Ti)(X) := lim
i∈I

(Ti(X))

であることに注意する. これが sheafの条件を満たすことを示せば良い. X1, X2 ∈ ED<κについ
て, 極限と極限は交換することから10.

(lim
i∈I

Ti)(X1 tX2) := lim
i∈I

(Ti(X1 tX2)) ∼= lim
i∈I

(Ti(X1)× Ti(X2)) ∼= lim
i∈I

(Ti(X1))× lim
i∈I

(Ti(X2))

[1-2]Condでの極限について T = limi∈I Ti ∈ Cond<κとして colimi∈IFi := LanKT と定義
する. 左Kan拡張と cf(κ)-small limitは 28より可換なので,

LanKT = LanK(lim
i∈T

(Ti)) ∼= lim
i∈I

(LanK(Ti)) = lim
i∈I

F (i)

となる. よって LanKT は F の極限である. また

(lim
i∈I

F (i))(S̃) ∼= (LanKT )(S̃) = colim
S̃→S

T (S) = colim
S̃→S

lim
i∈I

Ti(S) ∼= lim
i∈I

colim
S̃→S

Ti(S)

10ncatlabによると limを右随伴として見れるから.
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となるので各点で計算できる.(極限の交換は 28の証明より)

[2] 余極限について
[2-1]Cond<κでの余極限 Presheafとしての余極限 T := colimi∈ITiとする. これは必ずしも

sheafになるとは限らないので, sheafificationしたものを T ♯とおく. これが sheafとしての colim

になることは, sheafification ] : Psh(Set)→ sh(Set)が左随伴射なので colimと可換であり

(colimi∈I in Psh Ti)
♯ ∼= colimi∈I in sh (Ti)

♯ = colimi∈I in sh Ti

となるからである. (”in Psh”は presheafでの余極限の意味)

[2-2]Condでの余極限 これは左Kan拡張がcolimと可換であることからcolimi∈IFi := LanKT ♯

である.

[3]I が filteredのとき
このとき Presheafとしての余極限 colimTiが sheafになる. 実際X1, X2 ∈ ED<κについて

(colimi∈ITi)(X1 tX2) := colimi∈I(Ti(X1 tX2))

∼= colimi∈I(Ti(X1)× Ti(X2)) ∼= colimi∈I(Ti(X1))× colimi∈I(Ti(X2))

となる. 最後の同型に関してはフィルター余極限と有限極限は交換することから. 各点で計算でき
ることも [1-2]と同じである.

定義 36. Cを任意の filtered colimitを持つ圏として, Cond(C)も同様に定義する. つまり
Cond(C)のObject T とは次を満たすものである.

• T : EDop → C なる関手

• T (∅) = 1 かつ T (S1 t S2) ∼= T (S1)× T (S2)

• ある強極限基数 κと Tκ ∈ Cond(C)<κ があって, T = LanKTκ とかける. ここで
K : ED<κ

op → EDopを包含関手とする.

これは左Kan拡張が存在するためである. (余極限でなくてもフィルター余極限の存在でいい
のは証明から.)

補題 37. Cond(C)は locally small

Proof. F ∈ Cond(C)をとると, 強極限基数 κと T ∈ Cond(C)<κがあって, F = LanKT となる.

すると κ < λについて

T = LanK:ED<κ→EDT = LanK:ED<λ→ED(LanK:ED<κ→ED<λ
T )

となる. これは S̃ ∈ EDを代入すればわかる. 11

上により任意の F1, F2 ∈ Cond(C)とすると, 強極限基数 κと Ti ∈ Cond(C)<κ があって,

Fi = LanKTiとかけるとして良い. ここでK : ED<κ → EDを包含関手とする. LanK は左随伴
11おそらく共終性からでも言える.
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であり, unit η : I ∼= FK ◦ LanK が同型なので,

homCond(C)(F1, F2) = homCond(C)(LanKT1, LanKT2)

∼= homCond(C)<κ
(T1, (FK ◦ LanK)T2) ∼= homCond(C)<κ

(T1, T2)

となり, homCond(C)<κ
(T1, T2)は集合なので, homCond(C)(F1, F2)もそうなる.

注意 38. hom集合の同型 homCond(C)<κ
(T1, T2) ∼= homCond(C)(T1, T2) から κを止めて議論し

て良いことがわかる. つまり左 Kan拡張 LanK によって fully-faithfullな包含射 Cond(C)<κ ⊂
Cond(C)が存在する.

4 Condenced SetにならないX = homED(·, X)の例. [Sch19, Warn-

ing 2.14]の解説.

31と用いると Condenced setをCHaus上の sheafとしても定義できる. つまり Condenced set

とは次を満たす関手としても見ることができる.

• T : CHausop → Set なる関手

• sheaf条件を満たす. つまり以下を満たす.

1. T (∅) = 1

2. T (S1 t S2) ∼= T (S1)× T (S2)

3. S′ → Sを全射として, 下の写像が全単射になる.

T (S)→ {x ∈ T (S′)|p∗1x = p∗2x ∈ T (S′ ×S S′)} =: eq(T (S′)
p1→
p2

T (S′ ×S S′))

• ある強極限基数 κと, CHaus<κ上の sheaf Tκがあって, T = (LanKTκ)
♯とかける. ここで

K : ED<κ
op → EDopを包含関手, ]を sheafificationとする.

これはCHaus<κ上に grothendieck位相を入れたものの sheafの圏とCond<κが圏同値であ
ることからわかる. このことを用いると次が言える.

命題 39. [Sch19, Warning 2.14] Xを Sierpinski空間, つまり {0, 1}に位相 {∅, {0}, {0, 1}}
を入れたものとする.

homCHaus(·, X) : CHausop → Setは condenced setにならない.

homCHaus(·, X)は任意の強極限基数κについてκ-condenced setにはなっている. ただhomCHaus(·, X) =

(LanKT )♯となる κや T ∈ Cond<κが存在しないということになる. (つまり 31の 3つ目の条件
を満たさない) 12

12[Sch19, Warning 2.14]にはお気持ちしか書いていないので, 勉強会で証明をうめた. Condensed setをCHausの
上で定義したのはこの命題で用いるためである.
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Proof. [0]Setup 背理法で証明する. もし condenced setになるならある強極限基数 κがあって任
意の |S̃| > κとなる集合 S̃について,

homCHaus(S̃,X) ∼=
(
LanKhomCHaus<κ(·, X)♯

)
(S̃)

は同型となる. sheafificationの性質 35から任意の f ∈ homCHaus(S̃,X)についてある covering

h : S̃0 → S があって f |
S̃0
∈ LanKhomCHaus<κ(S̃0, X)となる. つまり f ◦ h : S̃0 → X はある

S ∈ CHaus<κを経由する.

そこで κ < νとなる強極限基数をとり次の様に定める.

• S̃ :=
∏

i<κ+ν{0, 1} = {0, 1}κ+ν 13で {0, 1}には離散位相, S̃には積位相を入れる.

• Z :=
⋂

κ≤i<κ+ν p
−1
i (0) = {0, 1}κ × {0}ν . ここで i < κ + ν について pi : S̃ → {0, 1}を射影

とする. 直積の定義より S̃の閉集合である.

• f : S̃ → X を Z の特性関数とする. {1} ⊂ X はX の閉集合なので, これは連続写像である.

[1] Z がたかだか κ以下個の開集合の intersectionで書けることを示す.

背理法の仮定より, 全射 h : S̃0 → S, S ∈ CHaus<κがあって, f ◦ h = π ◦ fS となる. ここで
S̃0

π→ S
fS→ X である.

S̃0

h ��

π // S

fS
��

S̃
f // X

すると
S̃0 \ h−1(Z) = S̃0 \ π−1f−1

S (1) = π−1f−1
S (0) =

⋃
x∈f−1

S (0)

π−1(x)

よって S̃ \ Z =
⋃

x∈f−1
S (0) h(π

−1(x))となるので

Z =
⋂

x∈f−1
S (0)

h(π−1(x))c

である. h : S̃0 → S̃は閉写像であることを用いると, h(π−1(x))cは開集合である. |f−1
S (0)| ≤ |S| <

κより [1]の主張が言えた.

[2] 矛盾を導く [1]より任意のα < κなる順序数について開集合Uα ⊂ S̃があってZ =
⋂

α<κ Uα

となる. {0}κ+ν ∈ Z なので {0}κ+ν ∈ Uαである. よって積位相の定義より, 有限個の j1, . . . , jNα

と部分集合 Fjk ⊂ {0, 1}があって

{0}κ+ν ∈
Nα⋂
k=1

p−1
jk

(Fjk) ⊂ Uα

13κ+ ν = ν だがあえてこう書いている.
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となる．αに関して共通部分を取ると

⋂
α<κ

Nα⋂
k=1

p−1
jk

(Fjk) ⊂
⋂
α<κ

Uα = Z = {0, 1}κ × {0}ν (2)

となる. そこで

Λ := {i < κ+ ν| i = jkとなる順序数 αと 1 ≤ k ≤ Nαが存在する }

とおく. (2)から i 6∈ λならば pi(
⋂

α<κ Uα) = {0, 1}より pi(Z) = {0, 1}である. よって i < κと
なる
以上より κ ≤ i < κ+ νならば i ∈ Λ である. 特に ν ≤ |Λ|となる. しかし

ν ≤ |Λ| ≤ κ · |N| = κ

であるので矛盾.

5 Condと位相空間との対応. [Sch19, Proposition 2.15, Theorem

2.16]の解説.

5.1 T (∗)topの定義

補題 40. [Sch19] T ∈ Condについて T (∗)topという位相空間を次で定義する.

• 底空間を T (∗) ∈ Setとする.

• 位相を T = LanKTκとなる強極限基数 κを一つとり,

π : tS∈ED<κ tf∈T (S) S → T (∗)

として定義する.

このとき, この位相は κの取り方によらない.

Proof. [1]位相の定義について S ∈ ED<κと f ∈ T (S)について, f ∈ T (S) ∼= Nat(S, T )である
ので, f(∗) : S(∗) = S → T (∗)となる14

これを用いて π : tS∈ED<κ tf∈T (S) S → T (∗)が定める. この π は全射である. なぜなら
x ∈ T (∗)について x : ∗ → T を考えれば, x(∗) : ∗ → T (∗)の像は {x}である.

[2]基数の取り方によらないこと. κ < λとなる強極限基数をとる. T = LanKTκ = LanKTλ

となるので, Tλ = LanKTκとなる.

πκ : tS∈ED<κ tf∈Tκ(S) S → T (∗)
14[Bar22] では f : S → T (∗) を次で定めていた: x ∈ S は x : ∗ → S を定めるので, T (x) : T (S) → T (∗) を定め,

f(x) := T (x)(f)として定める. これは米田の定理から任意の S′ ∈ EDについて fS′ : hom(S′, S) → T g 7→ T (g)(f)
を定めるため同値である.
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とおきこれによって入れた位相の開集合系をOκとする. Oλも同様に定める. λの方が大きいため
Oλ ⊂ Oκがわかる. 逆側の包含を言えば良い.

V ∈ Oκとする. 任意の S̃ ∈ EDλと f ∈ Tλ(S̃)をとる.

Tλ(S̃) = LanKTκ(S̃) = colim
S̃→S

Tκ(S)

であるので， f は S ∈ ED<κを経由する (S̃ → S → T (∗)). S → T (∗)の V の逆像は開集合なの
で, f−1(V )も開集合となる.

注意 41. T → T (∗)topは functorialでもなければ,任意の位相空間XについてX(∗)topはXと同相
とも限らない. また condensed setについて homCond(T,X)と homTop(T (∗)top, X)の adjunction

も成り立たない (というか adjunctionというものをそもそも定義できない)

系 42. condensed setの射 f : S → T について f(∗) : S(∗)top → T (∗)top は連続写像である.

Proof. 基数 κで S, T ∈ Cond<κ なるものを取る. U ⊂ T (∗)top を開集合とする. f(∗)−1V が
S(∗)topで開集合であることを示す. つまり任意のX ∈ ED<κ と h ∈ S(X)で h(∗) : X → Sにつ
いて h(∗)−1(f(∗)−1V )がXの開集合であることを示せば良い. これは f ◦h ∈ T (X)となることか
ら明らかである.

5.2 用語 (qc, qs, T1, WH)の解説
5.2.1 qc, qs, T1

定義 43 (quasi-compact, quasi-separated, T1). T を condenced setとする.

• T が quasi-compact (qc)とは, 任意の小さな圏 Iと関手 S : I → Condで fi : Si → T

かつ tfi : ti∈ISi ↠ T が epi射になるものについて, ある有限集合 I ′ ⊂ I が存在して
tfi′ : ti′∈I′Si′ ↠ T が epi射になること.

• T が quasi-separated (qs)とは, 任意の qc condensed set S1, S2で S1 → T, S2 → T と
なるものについて, S1 ×T S2もまた qcとなること.

• T が T1とは任意の一点からの射が quasi-compactとなること. つまり任意の qc con-

densed set S1 で S1 → T と, 任意の射 ∗ → T について, S1 ×T ∗もまた qcとなる
こと

注意 44. Scholzeの lectureノート [Sch19]ではT1のことを「任意の一点からの射がquasi-compact」
と書いていた. ただ調べても射が quasi-compactの定義が出なかった. (SGAに書いてある?) お
そらく stackなどでの射の quasi-compactの定義が上のものと同値であるので, 今回は上の意味で
T1を定義した.
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5.2.2 コンパクト生成空間 (CG), 弱ハウスドルフ (WH), CGWH

定義 45. [Str, Definition 1.1 ,1.2] X を位相空間とし, BをX の閉集合系とする.

1. Y ⊂ X が k-closedとは任意のコンパクトハウスドルフ空間 K からの連続写像 u :

K → X について u−1Y が閉集合となるもの.

2. Xがコンパクト生成空間 (CG)とはX = kXとなる位相空間である. ここで k-closed

集合を kBと表し, kX を (X, kB)という位相空間とする.

3. X が weak Hausdorff(WH)とは任意のコンパクトハウスドルフ空間Kからの連続写
像 u : K → X について u(K)が閉集合となるもの

例 46 (WHの例). ハウスドルフならばWeakハウスドルフ. (ハウスドルフ空間のコンパクト集
合は閉集合より)

Weakハウスドルフならば, T1空間.これは一点集合からの射を考えれば良い.

例 47 (CGの例). 第一可算集合は CG.

例 48 (CGWHの例). 距離空間, locally compact Hausdorff, CW complexなどなど

注意 49. CG空間の圏CGやCGWHの圏CGWHは complete, cocomplete, cartesian closedで
あることが知られている.

上の例・注意に関しては詳しい説明をAppendixA.2にまとめておいた.

5.3 [Sch19, Proposition 2.15, Theorem 2.16]の主張

定理 50. [Sch19, Proposition 2.15, Theorem 2.16] X を位相空間, T を condenced setと
する

1. X が T1空間ならばX := homED(·, X)は condenced setになり T1である.

2. 逆に T が T1ならば T (∗)topも T1空間になる.

3. G : X → X によってCHausから qcqsCondへの圏同値を与える. つまり次が成り
立つ.

(a) X がコンパクトハウスドルフならばX は qcqsである.

(b) G : CHaus→ qcqsCondは fully faithfullである
(c) T が qcqsならば T ∼= Y となるコンパクトハウスドルフ空間が存在する.

4. X をコンパクト生成空間 (CG)とする. このときX が weak Hausdorff(WH)である
ことはX が quasi-separatedと同値

5. T が quasi-separatedならば T (∗)top はコンパクト生成 weak Hausdorff(CGWH)と
なる.
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注意 51.

F : Cond→ T1Top T → T (∗)top

G : T1Top→ Cond X → X := hom(·, X)

とおくと, Gは F の右随伴射になる.この時点では fully faithfullなどもわからない.

しかしこれを制限した

F : qsCond→ CGWHTop G : CGWHTop→ qsCond

についてその counit ε : FG → I は同型射 εX : FG(X) = X(∗)top ∼= X であるので, Gは fully

faithfullである. しかし essentially surjectiveと限らないので, 圏同値とは限らない.

5.4 [Sch19, Proposition 2.15, Theorem 2.16](=定理 50)の証明で用いる事柄
定理 50の証明において使う事柄をここで証明付きでまとめる.

5.4.1 Condのmonic射, epi射

補題 52. [Bar22, Theorem 4.11.2, 4.11.3, 4.11.4]

1. f : T1 → T2を κ-condenced setの射とする. Cond<κでの f monic射であることは
任意の S ∈ ED<κについて f(S) : T1(S) ↪→ T2(S)が単射となることと同値.

2. f : T1 → T2を κ-condenced setの射とする. Cond<κでの f epi射であることは任意
の S ∈ ED<κについて f(S) : T1(S) ↠ T2(S)が全射となることと同値.

3. 上の 1, 2は condenced setでも成り立つ.

4. 左Kan拡張 LanK : Cond<κ → Condについて, f : X → Y がCond<κでの epi射
ならば LanK(f) : LanKX → LanKY も epi.

5. 4に関して LanK : Cond<κ → Cond<κ′ でも成り立つ.

Proof. [1]の証明 f を monic(左簡約可能)とする. S ∈ ED<κ とし, s, t ∈ T1(S)で f(S)(s) =

f(S)(t)とする. (f(S) : T1(S)→ T2(S)である)すると米田より s, t : S → T1とみなせ, f ◦s = f ◦t
であるので, f がmonicより s = tとなる.

逆に任意の S ∈ ED<κ について f(S) : T1(S) ↪→ T2(S) が単射とする. s, t : T → T1 か
つ,f ◦s = f ◦ tならば, 任意の S ∈ ED<κについて s(S) = t(S)である. よって s = tである (Sheaf

で等しいと Presheafで等しいは同じ. これは Sheafificationの随伴性より)

[2]の証明 fを epiとする. S ∈ ED<κと b ∈ T2(S)について, f(S)(c) = bなる cの存在を示す.

sheafの epiの定義からある有限個の {hi : Ai → S}ni=1で S = ∪fi(Ai)となる被覆と ai ∈ T1(Ai)

があって,

T2(hi)(b) = f(Ai)(ai)
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となる. A := A1 t · · · tAn, h : h1 t · · · t hn, a = (a1, . . . , an) ∈ T1(A), 開被覆を {h : A→ S}と
すると

T2(h)(b) = f(A)(a)

となる. よって開被覆は初めから一つの場合に帰着できる.

すると h : A ↠ Sは全射かつ S ∈ EDから g : S → Aで h ◦ g = idS となる.よって i = 1, 2で
Ti(g) ◦ Ti(h) = idTi(S)である. よって以下の図式を得る.

T1(S)
f(S) //

T1(h)

��

T2(S)

T2(h)

��
T1(A)

f(A) //

T1(g)

��

T2(A)

T2(g)

��
T1(S)

f(S) // T2(S)

これより
b = T2(g)T2(h)(b) = T2(g)f(A)(a) = f(S)T1(g)(a)

となり c = T1(g)(a)が欲しかったものである. 逆に関しては [1]と同様である.

[3]の証明 f monicならば f(S) : T1(S)→ T2(S)が単射は同じ証明が回る. 逆も s, t : T → T1

を考えると, κを止めたCond<κで考えられることとCond<κ ⊂ Condからわかる.

f : T1 → T2が epiとする. すると Ti = LanKTi,κと fκ : T1,κ → T2,κで f = LanK(fκ)となる
ものがある. LanK : Cond<κ → Condは fully faithfullなので fκも epiとなる. よって代入して
全射が言える. 逆は presheafの同型が Sheafの同型になるので良い.

[4]の証明 fκ : T1,κ → T2,κで epiとすると S̃ ∈ ED<κ̃について

LanK(fκ)(S̃) : LanKT1,κ(S̃) = colim
S̃→S,|S|<κ

T1,κ(S)→ LanKT2,κ(S̃) = colim
S̃→S,|S|<κ

T2,κ(S)

である. 今 fκepicより T1,κ(S) → T2,κ(S)は全射である. よって LanK(fκ)(S̃)全射である. [3]か
ら epiである.

[5]の証明 [4]に同じ.

5.4.2 Condの直積

33の有限直積の場合だけよく使うのでここにまとめておく.

補題 53. [Bar22, Lemma 3.6.2] f : S → W , g : T → W を condenced setの射とする. こ
の時 U ∈ SetEDop を

U(X) := S(X)×W (X) T (X)

とおくと 33より U は condenced setとなる.
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このとき
U(∗)top → S(∗)×W (∗) T (∗)

となる連続な全単射が存在する.

さらに f, gが epi射であるとき直積の図式

U
q //

p

��

T

g

����
S

f // // W

についてW は p : U → S, q : U → T の pushoutになる.

Proof. 前半の主張に関して 33により連続写像 f(∗) : S(∗) → W (∗) g(∗) : T (∗) → W (∗)につい
てその直積は

X = {(s, t) ∈ S(∗)× T (∗)|f(∗)(s) = g(∗)(t)}

で与えられる. 今 p : U → S, q : U → T とすると, p(∗) : U(∗)→ S(∗), q(∗) : U(∗)→ T (∗)なる連
続写像で f(∗) ◦ p(∗) = g(∗) ◦ q(∗)であるので

h : U(∗)top → X

となる連続写像が与えられる. これは集合としては全単射である.

後半の主張に関して Presheafとしての p : U → S, q : U → T の pushoutを S tU T とする.

これがW と同型であることを示す. S tU T とはX ∈ EDについて

(S tU T )(X) = S(X) t T (X)/ ∼

である. ここで同値関係 ∼は S(X) ×U(X) T (X)で生成される同値関係である. もっと詳しく言
うと

• (x, 1) ∼ (y, 2)は x = p(X)(s, t) = s, y = q(X)(s, t) = tとなる (s, t) ∈ S(X) ×W (X) T (X)

が存在すること. つまり g(X)(y) = f(X)(x)となること.

• (x, 1) ∼ (x′, 1)は f(X)(x) = g(X)(y) = f(X)(x′)なる y ∈ T (X)が存在すること.

• (y, 2) ∼ (y′, 2)は g(X)(y) = f(X)(x) = g(X)(y′)なる x ∈ S(X)が存在すること.

とする. これは f, gが epi射なので well-definedである. 今

π(X) : S(X) t T (X)/ ∼→W π : (x, 1) 7→ f(x) π(y, 2) 7→ g(y)

とすると π(X)はwell-definedでXについて自然である. よって π(X)が全単射であることを示せ
ば良いがこれは同値関係のわりかたからすぐにわかる.

よって PresheafとしてW ∼= S tU T である. これの sheafificationしたものが sheafとしての
余極限だったので sheafとしてもW ∼= S tU T である.

32



補題 54. [Bar22, Lemma 3.6.2] Condenced set の epi射は pullbackで保たれる

Proof. 33からCondenced setの直積はPresheafとしての直積である. よって 52よりX ∈ EDを
代入して全射であることを見れば良くこれは明らかである.

5.4.3 qc

定理 55. [Bar22, Proposition 4.11.11] condenced set T について 以下は同値.

1. 　 T が qc

2. 　X ∈ EDがあってX → T なる epi射が存在する

3. 　X ∈ CHausがあってX → T なる epi射が存在する

Proof. (1) ⇒ (2)で T ∈ Cond<κの場合 T は homED<κ(·, X)の余極限でかける. (23参照). つ
まり

T ∼= colim(X,x)∈Ob(1↓T )hom(·, X)

であった. colimitは coproductの coequalizarであったので ti∈IXi ↠ T となる小さな添字圏 I

が存在する.(85参照) よって T は qcであるので

tni=1Xi ↠ T

がいえる. よってあとは
tni=1Xi

∼= tni=1Xi

が言えれば良い. これには 2つの示し方がある.

[1]米田を使う方法. これは任意の Condenced setF について自然な同型

homCond<κ(X1 tX2, F ) ∼= F (X1 tX2)

∼= F (X1)× F (X2)

∼= homCond<κ(X1, F )× homCond<κ(X2, F )

∼= homCond<κ(X1 tX2, F )

が存在するため米田の補題の系 (84参照)から同型が言える.

[2]地道に示す方法. S ∈ ED<κについて,

homED<κ(S,X1) t homED<κ(S,X2)→ homED<κ(S,X1 tX2)

が存在する. 単射性は明らか. 全射性は f ∈ homED<κ(S,X1tX2)についてS1 := β(f−1(X1)dist),

S2 := β(f−1(X2)dist)とすると {Si → S}i=1,2が coveringとなり f |S1 はX1を経由する. f |S2 も
X2を経由するので全射性が言える.
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(1) ⇒ (2)で 一般の場合 T = LanKTκとなる Tκをとる. するとX ↠ Tκが存在する. 52(4)

より左Kan拡張を取っても epi性は保たれる. 15

(2)⇒(1) かつ T = X の場合 epi射 f : tTi ↠ Xとする. tTiの構成は presheafとしての余極
限 tPshTiの sheafification(tPshTi)

♯であった. よって

f(X) : (tTi)(X) = (tPshTi)
♯(X)→ X(X) = homED(X,X)

は全射である. つまり idX ∈ homED(X,X)についてある s ∈ (tTi)(X)があって, f(X)(s)とな
る. よって 35からある covering{hk : Xk → X}nk=1と sk ∈ (tPshTi)(Xk) があって

](Xk)(sk) = s|Xk

となる. sk ∈ (tPshTi)(Xk) = tsetTi(Xk)であるので, 集合の直和の定義から, ある ik があって
sk ∈ Tik(Xk)となる.

Tik(X)
fik (X)

//

Tik
(hk)

��

X(X)

hk

��
Tik(Xk)

fik (Xk) // X(Xk)

という図式から hk = fik(Xk)(sk)であることがわかる.

そこで
f̃ := tfi : T̃ := tnk=1Tik → X

を考える. T̃ は Presheafとしての直和を sheafificationしたものである. これが sheafの全射であ
ることを示せば良い.

S ∈ EDと g ∈ X(S) = homED(S,X)をとる16 Skを β((Xk ×X S)dist)とすると Sk → Sを得
る. ある ck ∈ T̃ (Sk)で f̃(Sk)(ck) = g|Sk

となるものが存在することを示す.

今図式としては下の様になっている.

S
g // X X(Xk)

◦ak // X(Sk)

Sk
ak //

bk

OO

Xk

hk

OO

Tik(Xk)
Tik

(ak) //

fik (Xk)

OO

Tik(Sk)

fik (Sk)

OO

よって dk = (Tik(ak))(sk) ∈ Tik(Sk)おくと

g|Sk
= g ◦ bk = hk ◦ ak = (◦ak)(fik(Xk))(sk) = (fik(Sk))(Tik(ak))(sk) = (fik(Sk))(dk)

である. ] : Tk → tPshTk → T̃ 17であるので, ck := ](Sk)(dk)とおくと g|Sk
= f̃(Sk)(ck)となる.

(2)⇒(1) 一般の場合 {Ti → T}i∈Iかつ epi射tTi ↠ T とする. Xi := Ti×T Xiおく. presheaf

15LanKX = X は 50(1)より. ここには qc性は使われていないので循環論法にはなっていない
16必要ならば強極限基数を止めれば良い.
17tPshTk は Presheafとしての余積
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として
tPshXi

//

��

X

��
tPshTi

// T

は直積となっている. これは各々 E ∈ EDを代入すればわかる. sheafificationは有限 limと交換
するので,

tXi = (tPshXi)
♯ //

��

X

����
tTi = (tPshTi)

♯ // // T

も直積となる. tTi ↠ T は epi射なので 54より tXi ↠ Xも epi射である. よってXは qcなので
tlk=1Xik ↠ X が epi射になる．よって tlk=1Tik ↠ T も epi射になる. これは各々 E ∈ EDを代
入して集合の全射を見れば良いからである (54参照.)

定理 56. [Bar22, Proposition 4.12.3] Xをコンパクトハウスドルフ, T を condenced set と
する. T が qcで f : T ↪→ X なるmonic射があるならば, T ∼= Z となる閉集合 Z ⊂ X が存
在する.

Proof. T が qcなので π : E ↠ T なるEDがある. そこで Z := f(∗) ◦ π(∗)(E) ⊂ X とおく. Zは
閉集合である.

すると f̃ : T → Z が f から誘導される. S ∈ ED, h ∈ T (S)について π(h̃) = hを取って

f̃(h) := f(S) ◦ π(S)(h̃)

とする. これは f がmonicなので f(S)が単射となることから h̃の取り方によらない. また f̃ が自
然であり, sheafの射になることもわかる. i : Z → X を包含写像とすると i ◦ f̃ = f であるこれよ
り次の図式を得る

E
π↠ T

f̃→ Z
i
↪→ X

f̃ が epiかつmonicを示せば良い.

monic性 f̃(S)(g1) = f̃(S)(g2)ならば i(S)をかまして f(S)(g1) = f(S)(g2)を得る. f(S)は単
射なので g1 = g2となる.

epi性 S ∈ ED, k ∈ Z(S) = homTop(S,Z) とする. f(∗) ◦π(∗) : E → Z全射なので, S ∈ ED

からE → S
k→ Z と分解する. よってこのE → Sを T (S)に送ったものが全射性を与える.
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5.4.4 qs

定理 57. [Bar22, Proposition 4.11.12] condenced set T について次は同値.

1. T が qs.

2. X1, X2 ∈ EDについてXi → T ならばX1 ×T X2
∼= Lとなる L ⊂ X1 ×X2閉集合が

存在する.

3. X1, X2 ∈ EDについてXi → T ならばX1 ×T X2は qc.

Proof. (1)から (3)は明らか. (3)から (1)について S1 → T, S2 → Tqcとすると 55からX1, X2 ∈
EDと epi射Xi ↠ Siが存在する. よってX1 ×T X2 → S1 ×T S2 を得るが, 54と 52(2)よりこれ
は epi射になる. (各々 S ∈ EDを代入して全射であることを示せば良い. がこれは直積が明示的
に作れているので明らか.) よって (2)の条件と 55から W ∈ EDと epi射W → S1 ×T S2が作れ
て qcとなる.

(2)から (3)は 55より. (3)から (2)について包含写像 i : X1×T X2 ↪→ X1×X2 = X1 ×X2に
ついて, 56を適応すれば良い.

補題 58. condensed setのmonic 射 f : S ↪→ T について, T が qsならば Sも qs.

Proof. S1 → S, S2 → Sについて
S1 ×S S2

∼= S1 ×T S2

であることが 33からわかるため, 欲しい結果が得られる.

5.4.5 コンパクトハウスドルフ空間

補題 59. X コンパクトハウスドルフ空間 ∼を同値関係とし L = {(x, y)|x ∼ y}とする.

L ⊂ X ×X が閉集合ならばX/ ∼はコンパクトハウスドルフである

Proof. X/ ∼がハウスドルフであることを示せば良い. x̃, ỹ ∈ X/ ∼で x̃ 6= ỹ とする. π(x) =

x̃, π(y) = ỹとすると x 6∼ yである. よって (x, y) 6∈ RよりRは閉集合であるので, x ∈ Ux, y ∈ Uy

で Ux × Uy ⊂ X × X \ Rと取れる. これより π(Ux)と π(Uy)が x̃と ỹを分離する開集合を与え
る.

補題 60. I small cofiltered category. a F : I → Chaus関手に関して limI F (i)が空なら
ば, ある i ∈ I があって F (i)も空である

acofilteredとは filtered categoryの opposite版である. filtered category は coconeを持ち colimに対応,
cofiltered categoryは coneを持ち limに対応する.
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Proof. 対偶を示す. 任意の i ∈ I について xi ∈ F (i)をとる. i ∈ I について

Li := {(zi)i∈I ∈
∏
i∈I

F (i)|h : i→ kについて F (h)(zi) = xk}

すると Liは closedであり, 有限交差性を持つ. なぜなら i1, . . . , ik について cofilteredからある j

があって j → i1, j → i2, . . . , j → ikとなるものがあるため. よってチコノフの定理より∏
j∈I F (i)

はコンパクトなので ∩i∈ILiは空ではない. そしてその元は limI F (i)の元でもある.

5.4.6 弱ハウスドルフ空間 (WH)

補題 61. [Str, Lemma 1.3] X をWHとするW compact Hausdorffで φ : W → X 連続の
とき φ(W )はコンパクトハウスドルフ

Proof. φ(W )がハウスドルフを示せば良い. x, y ∈ φ(W )かつ x 6= yとする. コンパクトハウスド
ルフ空間は T4なので

φ−1(x) ⊂ U φ−1(y) ⊂ V U ⊂ V = ∅

となるW の開集合 U, V が取れる. φ(U c)は閉集合で (φ(W ) \ φ(U c)) ∩ (φ(W ) \ φ(V c)) = ∅ で
あり

x ∈ (φ(W ) \ φ(U c)) y ∈ (φ(W ) \ φ(V c))

であるので上の二つの開集合が x, yを分離する.

補題 62. [Str, Lemma 3.3]

I small filtered categoryとし関手 X : I → CGWHとする. さらに f : i → j について
Xf : Xi → Xj は連続な単射でXf(Xi) ⊂ Xj はXj で閉集合であるとする.

この時 colimi∈IXiは CGWH

証明は非常に長くなるのでAppendixA.2.3にまとめておいた.

5.5 [Sch19, Proposition 2.15, Theorem 2.16](=定理 50) (1)と (2)の証明
Proof of Theorem 50 (1). XをT1空間とする．|X| < cf(κ) ≤ κとなる強極限基数を固定する.(こ
れは 10より存在する.) X = homED(·, X)が Condenced setになることを示せば良い. つまり任
意の κ < κ̃となる強極限基数と S̃ ∈ ED<κ̃について

X(S̃) = homED(S̃,X) ∼= colim
S̃→S,|S|<κ

homED(S,X)

を示せば良い.

集合の余極限の定義から

colim
S̃→S,S∈ED<κ

hom(S,X) = {(fS , S) : fS : S → X,πS : S̃ → S, S ∈ ED<κ}/ ∼
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である. {(fS , S) : fS : S → X,πS : S̃ → S, S ∈ ED<κ}は命題 28により cf(κ)-filtered category

になる. ここで (fS1 , S1) ∼ (fS2 , S2)とはある fS : S → X,πS : S̃ → S, S ∈ ED<κがあって, 次が
可換になることとなる.

S̃
πS //

πS1

((

πS2

''

S

��

//

fS ''

S1

fS1
��

S2
fS2

// X

自然な写像

Φ : colim
S̃→S,|S|<κ

hom(S,X)→ hom(S̃,X) Φ(fS , S) := fS ◦ πS ∈ hom(S̃,X) (3)

が存在し∼の取り方によらず well definiedである. これが全単射であることを示す.

[1] Φは単射 (ここに T1は必要なし)

Φ(fS1 , S1) = Φ(fS2 , S2) とする. まず S = S1 = S2 として良いことを示す. これは S =

β((S1 × S2)dist)とすると次の図式を得る

S̃ //

πS1

**,,

πS2

,,

S = β((S1 × S2)dist) //// //

g2

**

S1 × S2

��

// S1

fS1

��
S2

fS2

// X

S̃ ∈ ED<κ̃であったので, S̃ → S を誘導する. (S2, f2) ∼ (S, g2)であるので S = S1 = S2として
良い.

fi := fSi , π = πSi とかき Φ(f1, S) = Φ(f2, S)とする. つまり f1 ◦ π = f2 ◦ π : S̃ → X とする.

S′ := β((ImπS′)dist)とおくと次の図式を得る.

S̃

πS′

�� ** **

πS

// S
f1

--

f2

11 X

S′ := β((ImπS)dist) // // (ImπS′)

OO

S̃ ∈ ED<κ̃であったので, πS′ : S̃ → S′を誘導する. そこでh : S′ → Sとすると (f1, S) ∼ (f1◦h, S′)

かつ (f2, S) ∼ (f2 ◦ h, S′)となる. あとは f1 ◦ h = f2 ◦ hを示せば良いが, これは ImπS を経由す
るため明らかである.

[2] Φは全射 (ここに T1が必要)

以下 f : S̃ → X とする. 段階を分けて証明する.
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[2-1] x, y ∈ X かつ x 6= yならば, ある Sx,y ∈ ED<κと S̃ → Sx,y が存在して

Fx,y : S̃ ×Sx,y S̃ −→ S̃ ×Sx,y S̃
f×f−→ X ×X

について (x, y) 6∈ ImFx,y となることを示す.

まず (fS , S) ∈ {(fS , S) : fS : S → X,πS : S̃ → S, S ∈ EDκ}について

lim
(fS ,S):fS :S→X,πS :S̃→S,S∈EDκ

S̃ ×S S̃ ∼= S̃

である. なぜならば

S̃ ×S S̃ = {(z, w) ∈ S̃ × S̃|πS(z) = πS(w)} ⊂ S̃ × S̃

であるので,

lim
(fS ,S):fS :S→X,πS :S̃→S,S∈EDκ

= ∪
(fS ,S):fS :S→X,πS :S̃→S,S∈EDκ

S̃ ×S S̃ ⊂ S̃ × S̃

となる. そこで S̃ → lim S̃ ×S S̃を x 7→ (x, x)として定義する. これは全単射である.

• 単射性は S̃ × S̃の中の元なので明らか.

• 全射性に関しては, (z, w) ∈ lim
(fS ,S):fS :S→X,πS :S̃→S,S∈EDκ

ととる. もし z 6= wならば, S̃は
profinite setなので S̃ = limFlと discrete setの極限としてかけることより, ある φ : S̃ → F

があって φ(z) 6= φ(w)となる. よって (z, w) 6= S̃ ×F S̃となり矛盾. よって z = wとかける.

以上より S̃ ∼= lim S̃ ×S S̃である.

さて,

FS : S̃ ×S S̃ → S̃ × S̃ → X ×X (z, w)→ (f(z), f(w))

とおく. X が T1なので(x, y)は closed. よって F−1
S (x, y)も S̃ × S̃ 内で closedなのでコンパクト

ハウスドルフである. lim
S̃→S

S̃ ×S S̃ ∼= S̃により

lim
S̃→S

F−1
S (x, y) = ∅

である. よって補題 60よりある Sがあって F−1
S (x, y)も空集合になる.

以上より Sx,y := Sとおくと, F−1
Sx,y

(x, y)が空のため, (x, y) 6∈ Im(FSx,y)である.

[2-2] ある S0 ∈ ED<κがあって

S̃ ×S0 S̃
p1→
p2

S̃
f→ X

とするとき f ◦ p1 = f ◦ p2となることを示す. ここで piは第 i射影となる.

S0を
∏

(x,y)∈X×X,X ̸=y Sx,yに離散位相を入れた Stone Cechコンパクト化とする. すると |S0| <
κである. なぜならば |X ×X| ≤ |X| < cf(κ)であるので, µ := sup |Sx,y| < κである.18よって命

18もし sup |Sx,y| ≥ κならば, X×X → κを (x, y) 7→ |Sx,y|と定義すれば共終部分集合が取れてしまい正則性に矛盾
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題 9から

|
∏

(x,y)∈X×X,X ̸=y

Sx,y| ≤ µ|X×X| ≤ µ|X| ≤ (2µ)|X| = 2µ|X| = 2max{µ,|X|} < κ

である. よって S0 ∈ ED<κである.

S ∈ ED<κであるので πS0 : S → S0が誘導される. これが欲しいものであることを示す. それ
には「πS(z) = πS(w)ならば f(z) = f(w)」を示せば良い.

もし πS(z) = πS(w)かつ f(z) 6= f(w)なる元があったとする. すると x = f(z), y = f(w)とお
けば以下の図式が可換になる.

S̃ ×S0 S̃
f×f //

⋂
X ×X

S̃ ×Sx,y S̃
Fx,y // X ×X

これは [2-1]の (x, y) 6∈ ImFx,y であったことに矛盾する.

[2-3] 結論 状況としては, f : S̃ → X について, ある S0 ∈ ED<κがあって

S̃
f //

πS0

��

X

S0

fS0

77

となる. [2-2]から πS0(z) = πS0(w)ならば f(z) = f(w)が言えている. よって商写像の性質から
fS0 : S0 → X を誘導する. よって f = fS0 ◦ πS0 = Φ(fS0 , S0)あり全射性が言えた.

[3] X が T1になること. qc condenced setS → X と ∗ → X について S ×X ∗が qcであること
示す.

[3-1] Y ∈ EDで S = Y となる場合 適宜基数を取り替えて Y ∈ ED<κ として良い. x : ∗ →
X = homED(·, X)とする. homCond(∗, X) ∼= X(∗) = X であることに注意すれば, これは x ∈ X

をとることに対応する.

Q = Y ×X {x}とすると次の図式を得る.

Q = Y ×X {x} //

��

{x}

��
Y

f // X

X は T1なので, {x}は閉集合であり. Q = Y ×X {x} = f−1(x) ⊂ Y は閉集合である. よってQは
コンパクトハウスドルフである. G : X 7→ X = hom(·, X)はTop<κ → Cond<κへの右随伴射で
あるので, 直積を交換する. よってQ = Y ×X ∗であり, 55から qcとなる.

[3-2] Sが一般の場合. Sが qcならば, 55よりある Y ∈ EDからの epi射 Y ↠ Sが存在する．
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よって
Y ×X ∗

��

// // S ×X ∗

��

// ∗

��
Y // // S / / X

という図式が存在する. 補題 54から Y ×X ∗ → S ×X ∗は epi射であるので, 55により S ×X ∗
も qcとなる.

Proof of Theorem 50 (2). T を T1 condenced setとする. T (∗)top が T1 空間であることを示す.

x ∈ T (∗)topをとり {x}が閉集合であることを示せば良い. T (∗)topの位相の定義から, ある強極限
基数 κがあって任意の S ∈ ED<κと f ∈ T (S) = homCond<κ(S, T )について f(∗)−1(x)が S上で
閉であることを示せば良い .

Condenced setの圏に small limitは存在するので, x : ∗ → T とみなし, U = S ×T ∗とする.

U = S ×T ∗ //

��

∗

x

��
S

f // T

T は T1なので, U は qcである. 55よりW ∈ EDと epi射W → U が存在する. よって 54から

W = W (∗)top → U(∗)top → S ×T (∗)top ∗ = f(∗)−1(x)

となる連続な全射が存在する. W コンパクトより f−1(x)もコンパクト. Sはコンパクトハウスド
ルフより f(∗)−1(x)は閉集合である.

5.6 [Sch19, Proposition 2.15, Theorem 2.16](=定理 50)(3)の証明
Proof of Theorem 50 (3). [1] (a)の証明 Xをコンパクトハウスドルフとする. Xは 55から qcで
ある. また Yi ∈ EDについて19Yi → X とするとG : X 7→ X は右随伴射なので limitを保つので

Y1 ×X Y2 ∼= Y1 ×X1 Y2

であり Y1×X1 Y2はコンパクトハウスドルフより Y1×X Y2は qcである. よって 57から qsである.

[2] (b)の証明示すことはG : CHaus→ qcqsCond, X → X とX,Y ∈ CHausについて

homCHaus(X,Y ) ∼= homqcqsCond(X,Y )

が全単射であることである. これはX,Y ∈ ED<κを止めれば

homCHaus(X,Y ) ∼= homCHaus<κ(X,Y ) ∼= homCond<κ(X,Y ) ∼= homCond(X,Y )

19適宜基数 κを止めて考える. 以下同様.

41



よりわかる. 20

[3] (c)の証明Gが essentially surjectiveを示す.

TはqcなのでX ∈ EDで epi射f : X → Tがある. そしてTはqsなので57によりX×TX ∼= L

となる閉集合 L ⊂ X ×X が存在する.

これより位相空間の同型

L ∼= X(∗)×T (∗)top X(∗) = {(x, y) ∈ X ×X|f(∗)(x) = f(∗)(y)} ⊂ X ×X

が存在する. これは 54より L→ X(∗)×T (∗) X(∗)は連続な全単射で, コンパクト空間からハウス
ドルフ空間の連続写像は閉写像なので, 同相になる．X(∗)×T (∗) X(∗)はコンパクトなのでX ×X

の中で閉集合である. 以下 L = {(x, y) ∈ X ×X|f(∗)(x) = f(∗)(y)}とみなす.

X に同値関係を
x ∼ y ⇔ (x, y) ∈ L

として入れる. Lの上の表示から同値関係になる. Lは閉集合なので 59からX/ ∼はコンパクト
ハウスドルフである.

よって次の二つの図式を得る.

L
p2 //

p1

��

X

π
����

L
p2 //

p1

��

X

f

����
X

π // // X/ ∼ X
f

// // T

左の図式は pushoutである. 右の図式は 54から直積でもあり pushoutでもある. よって p1, p2 :

L→ X の pushoutがX/ ∼であることを示せば良い. 21

まず Presheafとして p1, p2 : L→ Xの pushoutV がX/ ∼であることを示す. これは S ∈ ED

について
V (S) = hom(S,X) t hom(S,X)/ ∼

(h1, 1) ∼ (h2, 2) は h ∈ hom(S,L) で hi = pi ◦ h となるものが存在することと同値とする.22

h = (h1, h2)とかけるので任意の s ∈ S について f(∗)(h1(s)) = f(∗)(h2(s))となることと同値で
ある.

V (S)→ hom(S,X/ ∼) (h1, 1) 7→ π ◦ h1 (h2, 2) 7→ π ◦ h2

とすると, これはWell-definedである. 全射性は S ∈ EDより, 単射性は π ◦ h1 = pi ◦ h2ならば
s ∈ Sについて f(∗)(h1(s)) = f(∗)(h2(s))となるのでわかる.

以上より Presheafとして p1, p2 : L→ X の pushoutはX/ ∼である. それを sheafificationし
たものが p1, p2 : L→ X の sheafとしての pushoutであったので, X/ ∼がそれに当たる.

以上よりpushoutは唯一なのでT ∼= X/ ∼を得る. (ちなみに canonicalな写像はf(∗) : X/ ∼ →
T である. )

20もしくはこんなことをしなくても, 単射はX → Y の射に ∗入れれば明らか. 全射は Cond<κ ⊂ Condなので κ制
限してよく米田の定理からわかる.

21X 7→ X は右随伴射なので colimを保つとは限らず, この様なまどろっこしい証明になる.
22(h1, 1) ∼ (h2, 1)は (h1, 1) ∼ (h′, 2) ∼ (h2, 1)なる h′ が存在することとする. が今回は (h1, 1) ∼ (h1, 2)が言えて

いる.
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5.7 [Sch19, Proposition 2.15, Theorem 2.16](=定理 50)(4)と (5)の証明
Proof of Theorem 50 (4). X をコンパクト生成weak Hausdorf(CGWH)とする. qs性を示す. 57

から Yi ∈ ED<κかつ Y i → X となる i = 1, 2について, Y1 ×X Y2が qcであることを示せば良い.

G : X 7→ Xは右随伴で極限と可換なので, 直積とも可換する. よって Y1 ×X Y2 ∼= Y1×X Y2 で
ある.

ここで Y1 ×X Y2 がコンパクトハウスドルフであることを示す. fi : Yi → X を連続写像と
する. T := (f1 t f2)(Y1 t Y2)とすると 61から T はコンパクトハウスドルフである. そして
T = Im(f1) ∪ Im(f2)である. よって

Y1 ×X Y2 = Y1 ×T Y2

となるので, Y1 ×X Y2はコンパクトハウスドルフである以上より 55から Y1 ×X Y2は qsになり,

X は qsとなる.

後半の主張「XqsならばX がWH」については (5)から従う. ここでX が qsならばX は T1

なのでX(∗)topはX と同相になる.23

Proof of Theorem 50 (5). [1] T をX の余極限でかく. T を qs condences setとする. ある強極限
基数 κをとって T : EDop

<κ → Setとして良いすると 23から T はX の余極限でかける.

この構成方法を詳しく見る. J = 1 ↓ T とする.これは次で定められる圏である.

• object (X,x) ∈ EDop
<κ × T (X) (x : 1→ TX を x ∈ T (X)と見る)

• Morpshism h : (X,x)→ (X ′, x′) ∈ homEDop
<κ

(X,X ′)について, h : X ′ → Xかつ T (h)(x) =

x′とする. (これは T (h) : T (X)→ T (X ′)があるから well definedである.)

反変関手M : Jop → SetEDop
<κ を

• object (X,x) 7→ homED<κ(·, X)

• Morpshism h : (X,x)→ (X ′, x′)in Jopについて, h : X ′ → Xin EDop
<κより, h : X → X ′な

る連続写像があるので h◦ : homED<κ(·, X)→ homED<κ(·, X ′)

として定める.24 すると T はM の余極限

T ∼= colim
M :(1↓T )op→Set

ED
op
<κ

M(X,x) = colim
M :(1↓T )op→Set

op
<κ

homED<κ(·, X)

である.

[2] T をX ⊂ T となるものの余極限でかく
米田から x ∈ T (X) ∼= Nat(X,T )とみなせる. これは S ∈ ED<κについて homED<κ(S,X)→

T (S)を f 7→ f(x)で定める自然変換である.

23つまり κ− cg と cg の位相が同じになり基数 κに依存しなくなる.
24なぜ”in Jop”と書いているかというと方向がわからなくなるからである.
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TX,x := Im(x) ⊂ T おく. T は qsなので, 58から TX,x も qs. x : X ↠ TX,x より qcである.

よって 50 (3)から, TX,x
∼= SX,xとなるコンパクトハウスドルフ空間 SX,xが存在する. (1 ↓ T )op

内の射について h : (X,x)→ (X ′, x′) 次の可換図式が成り立つ.

SX,x
∼= TX,x = Im(x)

⋂
X = hom(·, X)

xoo

h◦
��

(X,x)

h

��
SX′,x′ ∼= TX′,x′ = Im(′) X ′ = hom(·, X ′)

x′
oo (X ′, x′)

Cond<κ (1 ↓ T )op

ここで h : TX,x ⊂ TX′,x′ というmonic射が存在するのは, 自然変換として x = x ◦ hが成り立つか
らである.

f(X,x)→(X′,x′) : SX,x → SX′,x′ という連続な単射を得る. そして f(X,x)→(X′,x′)(SX,x)は閉集
合である. また h1, h2 : (X,x) → (X ′, x′) ならば h1 = h2 : TX,x ⊂ TX′,x′ である.25 特に
h1 = h2 : SX,x → SX′,x′ である.

T ∼= colim
M :(1↓T )op→Set

op
<κ

homED<κ(·, X) ∼= colim
M :(1↓T )op→Set

op
<κ

homED<κTX,x

ある. よって TX,x = X ⊂ T の余極限で T を表すことができた.

[3] T (∗)をコンパクトハウスドルフ空間の余極限で表す.

F : T 7→ T (∗)topは左随伴で colimと可換するので

T (∗)top ∼= colimS:(1↓T )op→TopSX,x

となる. ここでこの余極限は次の余極限である

• (1 ↓ T )の object(X,x)について, S(X,x) := SX,x

• (1 ↓ T )op の morphism h : (X,x) → (X ′, x′) について連続単射 h : SX,x = SX,x(∗) →
SX′,x′ = SX′,x′(∗)を対応させる.

(1 ↓ T )op が filtered category になることを示す. (1 ↓ T )op で h : (X,x) → (X ′, x′) とは
h : X → X ′連続写像と T (h) : T (X ′)→ T (X)について T (h)x′ = xとなる組であることに注意し
つつフィルター圏の定義を確かめる.

• (X1, x1), (X2, x2) ∈ Ob((1 ↓ T )op)について,

(X1 tX2, (x1, x2)) ∈ ED<κ × T (X1 tX2) ∼= ED<κ × T (X1)× T (X2)

とする. fi : Xi → X1 tX2とすれば, これは連続写像で, T (fi) : T (X1 tX2)→ T (Xi)は射
影であるので, fi : (Xi, xi)→ (X1 tX2, (x1, x2))を得る.

25包含写像を当てているので
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• f, g : (X1, x1)→ (X2, x2)ならば f = g : SX1,x1 → SX2,x2 である.

以上より T (∗)はコンパクトハウスドルフ空間の包含写像によるフィルター余極限でかけるの
で, 61から T (∗)top = colimS:(1↓T )op→TopSX,xは weak Hausdorffとなる．
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A 発表で言及できなかった内容のまとめ
今回の発表で言及できなかった内容を下にまとめておく.

A.1 整列集合

定義 63. Aを集合とする. 関係≤が条件

1. (反射法則) x ∈ A, x ≤ x

2. (反対称法則) x, y ∈ A, x ≤ x and y ≤ x ⇒ x = y

3. (推移法則) x, y, z ∈ A, x ≤ y and y ≤ z ⇒ x ≤ z

を満たすとき, ≤を (反射型)順序という. x < yを x 6= yかつ x ≤ yで定義する.

さらに (A,<)が整列集合とは次を満たすこととする.

1. (A,<)が全順序. つまり任意の x, y ∈ Aについて x < yか y < xのどちらかが成立
する.

2. B ⊂ Aなる部分”集合”について, 最小元が存在する.

A.2 位相空間CGWHについて

定義 64. [Str, Definition 1.1 ,1.2] X を位相空間とし, BをX の閉集合系とする.

1. Y ⊂ X が k-closedとは任意のコンパクトハウスドルフ空間 K からの連続写像 u :

K → X について u−1Y が閉集合となるもの.

2. k-closed集合を kBと表す. B ⊂ kBである

3. kX を (X, kB)という位相空間とする.

4. X がコンパクト生成空間 (CG)とはX = kX となる位相空間である.

5. XがWeak　Hausdorff(WH)とは任意のコンパクトハウスドルフ空間Kからの連続
写像 u : K → X について u(K)が閉集合となるもの

A.2.1 CGWHの例

定義 65. [Str] X位相空間, Y ⊂ X部分集合とする. Y が sequentially closedであるとは任
意の yn ∈ Y かつ yn → xとなるならば x ∈ Y となる.

X が sequential spaceとは sequentially closed部分集合が閉集合となること.

注意 66. sequentially closedならば T1である. これは yn = xという点列を考える
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第一可算集合 (任意の点が可算開近傍系を持つ)ならば sequentially closed なぜならば, Z を
sequentially closed集合としたら, x ∈ Z について yn → xとなる Z の点列で収束するものが可算
開近傍系から作れるからである.

特に距離空間は sequentially closed

命題 67. [Str, Prop 1.6] sequentially spaceは CG

Proof. Y ⊂ X を k-closed集合とする. Y が sequentially closedであることを示す. yn ∈ Y かつ
yn → xとおく. x ∈ Y を示せば良い.

KをNの一点コンパクト化とする. つまりV ⊂ Kが開集合であるとは, V ⊂ Nまたは「∞ ∈ V

かつK \ V は有限集合」である.

u : K → X を u(n) = yn, u(∞) = xとおく. これは yn → xより連続写像になる. よって Y は
k閉集合より, u−1Y は N ⊂ u−1Y ⊂ K となる閉集合.よってK の開集合の定義から u−1Y = K.

x ∈ Y となる.

命題 68. [Str, Prop 1.7] locally compact Hausdorff ならば CGWH

Proof. X を locally compact Hausdorffとする. CGを示せば良い . Y ⊂ X を k-closed集合とす
る. Y = Y を示す.

x ∈ Y とする. X 局所コンパクトより x ∈ U 開集合でK := U がコンパクトとなるものがあ
る. よって j : K → X を考えると明らかに連続で, Y は k-closed集合よりK ∩ Y = j−1Y はKで
の閉集合である.

x ∈ V ∩K で V をX での開集合とする. すると x ∈ V ∩ U より x ∈ Y から V ∩ U ∩ Y 6= ∅
となる. よって V ∩ (K ∩ Y ) 6= ∅である.

これより任意の xを含む”K での開集合 V ∩K”について (V ∩K) ∩ (K ∩ Y ) 6= ∅である. こ
れは閉包の定義からK ∩ Y の”K での閉包”に xが属する．今K ∩ Y = j−1Y はK での閉集合で
あるので, x ∈ K ∩ Y となる. つまり x ∈ Y である.

A.2.2 CGの性質

補題 69. [Str, Cor1.10] XCGで Y 位相空間の時, f : X → Y 連続は f : X → kY が連続
と同値
特に Y 7→ kY は忘却関手X 7→ X の右随伴であり

homTop(X,Y ) = homCG(X, kY )

である.

Proof. 閉集合系はBY ⊂ kBY である. よって右から左は自明である.

f : X → Y 連続とする. Z ⊂ Y が k-closed として, f−1Z ⊂ X が閉集合を示す. XCGなので
f−1Z が k-closedを示せば良い. u : K → X をコンパクトハウスドルフ空間からの連続写像とす
る. u−1(f−1Z)が閉集合を示せば良い. これは f ◦ u : K → X → Y は連続なので明らか.
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命題 70. [Str, Prop2.1] X CGかつ∼同値関係ならばX/ ∼も CG

Proof. π : X → X/ ∼を商写像とする. Z ⊂ X/ ∼を k-closedとする. Z が閉集合であることを
示せば良い.

69から π : X → k(X/ ∼)も連続であるので, π−1Z はX の閉集合である. πは商写像なので,

Z は閉集合である.

命題 71. [Str, Prop2.2] {Xi}i∈I を CGの族とする. (ただし I は集合とする) この時 tXi

も CG

Proof. Z ⊂ tXiを k-closedとする. Z が閉集合であることを示せば良い. これは ηi : Xi → tXi

を包含写像として, Zi := Xi∩ η−1
i ZとしたときZiがXiで閉集合であることを示せば良い. XiCG

なので Ziが k-closedであることを示せば良い
これはu : K → Xiをコンパクトハウスドルフ空間からの連続写像とすればu−1Zi = (ηi◦u)−1Z

であることから明らかである.

定義 72. [Str, Def 2.3] X, Y CGについてその直積 k(X × Y )を下で定める

• 集合としてはX × Y

• 位相としては k(BX ×BY )とする.

同様に k(
∏

Xi)を積位相空間に k化したもので定める.

命題 73. [Str, Prop2.4] {Xi}i∈I を CGの族とする.

1. pi : k(
∏

Xi)→ Xiを射影とすると, これは連続

2. 任意の CGである Y について, f : Y → k(
∏

Xi)が連続であることは, 各 pi ◦ f が連
続であることと同値

よって k(
∏

Xi)はCGの圏の直積となる.

Proof. (1). 69より pi : k(
∏

Xi)→ Xiが連続は,
∏

Xiで連続であることと同じであるので.

(2)については右から左のみ非自明. pi ◦ f が連続であるとすると, f : Y →
∏

Xiは連続であ
る. よって 69より k化した k(

∏
Xi)でも連続となる.

最後に次の事実を証明なしで書いておく.

命題 74. [Str, Prop 2.20] f : W → X, g : Y → Z を CG の商写像とする時 f × g :

k(W × Y )→ k(X × Z)も商写像である

証明は連続写像の空間 C(X,Y )を用いるのでかなり混みいる. 詳しくは [Str]を参照してほ
しい.
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A.2.3 62の証明

命題 75. [Str, Prop2.14] X を CG とする. X が weak hausdorff であることは ∆X :=

{(x, x)|x ∈ X} ⊂ X ×X が k(X ×X)で閉集合であることと同値 (つまり∆X が普通の直
積X ×X の k-closedであることと同値)

Proof. [1]X をWeak Hausdorffとする. 任意のコンパクトハウスドルフ空間からの連続写像 u =

v × w : K → k(X ×X)について u−1∆X := {a ∈ K|v(a) = w(a)}がK の閉集合であることを示
せば良い.

a 6∈ u−1∆X とする. a ∈ Z ⊂ K \ u−1∆X となるK の開集合の存在を示す. v(a) 6= w(a)であ
る. X は T1なので

U := {b ∈ K|v(b) 6= w(a)} = v−1(X \ {w(a)})

はK の開集合で aを含む. K はコンパクトハウスドルフ空間であるので a ∈ V ⊂ V ⊂ U となる
開集合 V が存在する. v : K → Xは連続でX は弱Hausdorffなので, v(V ) ⊂ Xは閉集合である U

の定め方から w(a) 6= v(V )なので,

a ∈ w−1(X \ v(V )) =: Z

であり, Z は開集合である. そして Z ⊂ K \ u−1∆X でありいえた.

[2]∆X := {(x, x)|x ∈ X} ⊂ X × X が k(X × X)で閉集合であるとする. 任意のコンパク
トハウスドルフ空間からの連続写像 u : K → X について u(K)が閉集合であることを示せば
良い. X は CGなので任意のコンパクトハウスドルフ空間からの連続写像 v : L → X について
v−1u(K) ⊂ Lが閉集合であることを示せば良い.

M := {(a, b) ∈ K × L|u(a) = v(b)} = K ×X L ⊂ K × L

と定める. すると定義からM = (u× v)−1∆X であり, u× v : K × L → k(X ×X)は連続写像な
のでM は閉集合である. 射影 prL : K × L→ Lは閉写像であるので

v−1u(K) = prL(M)

であるので言えた.

系 76. [Str, Cor2.21] XCG, ∼をX 上の同値関係とする. X/ ∼がWHであることは,

R := {(x, y)|x ∼ y} ⊂ X ×X

としたとき Rが k(X × X)上の閉集合であることと同値. (つまり X の通常の積位相で
k-closedであることと同値)

Proof. X/ ∼がWHであることは,

∆X/∼ ⊂ (X/ ∼)× (X/ ∼)
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が k((X/ ∼)× (X/ ∼))の閉集合であることと同値. ここで π : X → X/ ∼を商写像として

π × π : k(X ×X)→⊂ k((X/ ∼)× (X/ ∼))

とおくと 74から商写像である. よって∆X/∼が k((X/ ∼)× (X/ ∼))の閉集合であることは

R = (π × π)−1∆X/∼

が k(X ×X)の閉集合であることと同値である.

補題 77. Xi位相空間としX = tXi とするとき

kX = tkXi

特に k-closed集合の直和は k-closed.

Proof. πi : Xi → X は連続なので πi : kXi → kX も連続である. 示すことは V ⊂ X について V

が k-closedであることは各々 π−1
i V ⊂ Xiが k-closedであることと同値であることである.

V ⊂ X が k-closedとする. すると, πi : kXi → kX も連続より, π−1
i V ⊂ Xik-closedである.

逆に π−1V ⊂ Xik-closedであるとする. u : K → X をコンパクトハウスドルフ空間からの連
続写像とする. u(K) ⊂ X = ∪iπi(Xi)より u(K)コンパクトなので, u(K) ⊂ ∪ni=1πi(Xi)である.

よってこれより
u−1(V ) = ∪ni=1{k ∈ K|u(k) ∈ πi(π

−1Vi)}

今 π−1
i : πi(Xi)→ Xiを (xi, i) 7→ xiで定めると同相写像になる．よって

{k ∈ K|u(k) ∈ πi(π
−1Vi)} = (π−1

i ◦ u)(k) ∈ π−1Vi

π−1
i ◦ u : K → Xiは連続なので， {k ∈ K|u(k) ∈ πi(π

−1Vi)}は k-closedとなり u−1(V )も closed

となる,

補題 78. [Str, Lemma 3.3](=補題 62)

I small filtered categoryとし関手 X : I → CGWHとする. さらに f : i → j について
Xf : Xi → Xj は連続な単射でXf(Xi) ⊂ Xj はXj で閉集合であるとする.

この時 colimi∈IXiは CGWH

Proof. 以下X という位相空間について k(X)を k-closed閉集合を集めた位相空間とする.

i, j ∈ I について fik : i→ k, fjk : j → kとなる kを取り

Rij := Xi ×Xk
Xj := {(xi, xj)|fik(xi) = fjk(xj)}

と定める. これは Rij は kの取り方によらない. (なぜならばXf : Xi → Xj は単射だから k → k′
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となる射がある場合に同じことが示せる. またRii = ∆Xi となる) また

Rij = {(xi, xj)|fik(xi) = fjk(xj)} = (fik × fj)
−1∆Xk

であり Xk は CGWH なので 75 より ∆Xk
⊂ Xk × Xk は k-closed である. これより 69 から,

fik × fj : k(Xi ×Xj)→ k(Xk ×Xk)は連続なのでRij はXi ×Xj の k-closed集合である.

Y := ti∈IXiとおき ηi : Xi → Y を包含写像とする. すると有限極限とフィルター余極限の交
換から Y × Y と ti,j(Xi ×Xj)は同相である. よって

R := ti,j∈IRij ⊂ ti,j(Xi ×Xj) ∼= Y × Y

とするとRij は k-closedであるので 77からRは k-closedである.

x ∼ y ⇔ (x, y) ∈ Rで 2項関係を入れる. すると∼は同値関係で

colimi∈IXi
∼= Y/ ∼

となる. 同値関係になることはRij := {(xi, xj)|fik(xi) = fjk(xj)}であることを考えると

1. x ∼ xはRii = Xi ×Xiであるので

2. x ∼ yならばRij
∼= Rjiを (xi, xj)→ (xj , xi)であるので y ∼ x

3. x ∼ y, y ∼ zかつ (x, y) ∈ Rij , (y, z) ∈ Rjkについて, i, j, k → lなる lをとると言える.

さらに colimi∈IXiの構成方法は Y に同値関係 (xi, i) ∼c (xj , j)を i, j → kを取り fik(xi) = fjk(xj)

として入れるので, Y/ ∼と同相である.

70, 71から Y/ ∼はCGである. WHに関してはR ⊂ Y × Y が k-closedなので 76より言える.

A.2.4 h化

以下∼をX 上の同値関係とした時

R∼ = {(x, y)|x ∼ y} ⊂ X ×X

で定める

命題 79. [Str, Prop2.22] X を CGとする.

R := {∼ |X 上の同値関係でR∼が k(X ×X)で閉 }

とおき x ∼min y を (x, y) ∈ ∩∼∈RR∼ で定める. このとき ∼min は X の同値関係であり,

X/ ∼minは CGWHとなる.

さらに
h : CG→ CGWH
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を h(X) := X/ ∼minで定めれば, これは包含関手の左随伴射であり

homCGWH(h(X), Y ) ∼= homCG(X,Y )

となる. つまり任意の CGWH空間 Y への連続写像は h(X)を経由する

Proof. ∼∈ Rについて次の三つが成り立つ.

1. (x, x) ∈ R∼

2. (x, y) ∈ R∼ならば (y, x) ∈ R∼

3. (x, y) ∈ R∼かつ (y, z) ∈ R∼ならば (x, z) ∈ R∼

以上より∼minを
x ∼min y ⇔ (x, y) ∩∼∈R R∼

で入れればこれは明らかに同値関係になる. そして R∼min は k(X × X)の閉集合なので h(X) =

X/ ∼minはWHである.

CGWH空間 Y への連続写像 f : X → Y を考える.

R := {(x, x′) ∈ X ×X|f(x) = f(x′)} = (f × f)−1∆Y

とおくとこれはX の同値関係を定める. よって R∼min ⊂ Rであることから hX → Y を誘導し唯
一性もわかる.

A.2.5 圏CGとCGWHの性質.

以下は [Fra]を参考にした.

CGは完備かつ余完備でカルテシアン閉である.

• limについては位相の limをとった後に k-closedなものを付け加える

• colimはそのまま

• Y Z = C(Y, Z)で C(Y, Z)には compact open topologyの k化を入れる

またTop→ CGをX 7→ kXと言う k-closedな位相を付け足したものにする関手とすると
これは右随伴関手である.

CGWHは完備かつ余完備でカルテシアン閉である.

• limについては CGの limとする.

• colimはCGの colimを取った後に h化する. (閉な同値関係で一番小さいものでわる)

• Y Z = C(Y, Z)で C(Y, Z)には compact open topologyの k化を入れる
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またCG → CGWHをX 7→ hX と言う h化 (閉な同値関係で一番小さいものでわる)に
関手とするとこれは左随伴関手である.

なぜこれらがトポロジーで重要かというと次のクラスになっているからである.

定義 80. 圏Cが”convenirnt category of topological space”とは次の条件を満たすTopの
部分圏とする.

1. CW -complexは C のObject

2. 完備かつ余完備

3. 　カルテシアン閉

上からすぐに次がわかる.

定理 81. CG や CGWHは convenirnt category of topological space.

A.3 圏論関係
A.3.1 米田の補題

定義 82. Dが locally smallとする. K : D → Setが表現可能とはある r ∈ Ob(D)があっ
て homD(r, ·) ∼= K が自然同型となること

補題 83 (米田の補題). [マックレーン, 3.2節] Dが locally smallとする. K : D → Set関
手に関して

y : Nat(homD(r, ·),K) ∼= Kr, τ 7→ τr(idr)

は全単射となる.

Proof. τ ∈ Nat(homD(r, ·),K)について

r

g
��

homD(r, r)

g◦
��

τr // Kr

Kg
��

d homD(r, d)
τd // Kd

が成り立っている.

(全射)g ∈ Krについて τd : homD(r, d)→ Kdを f 7→ K(f)(g)で定めれば自然同型である.

(単射)τr(idr) = τ ′r(idr)ならば, g ∈ homD(r, d)について τd(g) = τ ′d(g)は上の図式からわかる.

(τrの部分が等しいから!)
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同様に homD(·, r) : Cop → Setについて次の米田が成り立つ

y : Nat(homD(·, r),K) ∼= Kr, τ 7→ τr(idr)

系 84. [マックレーン, 3.2節] Dが locally smallとする. r, r′ ∈ Ob(D)について

τ : homD(r, ·) ∼= homD(r
′, ·)

となる自然同型があるならば, r ∼= r′

Proof. f = τr(idr) ∈ homD(r
′, r)をとり, g = τ−1

r′ (idr′) とすると以下の図式を得る.

idr ∈ homD(r, r)
τr // homD(r

′, r) 3 f

g ∈ homD(r, r
′)

τr′ //

f◦
OO

homD(r
′, r′) 3 idr′

f◦
OO

よって一番左の図式により f ◦ g = idrとなる.

同じ議論を r′に行うと f = (τ−1
r )−1(idr)に注意すると

idr′ ∈ homD(r
′, r′)

τ−1
r′ // homD(r, r

′) 3 g

f ∈ homD(r
′, r)

τ−1
r //

g◦
OO

homD(r, r) 3 idr

g◦
OO

を得て, よって一番左の図式により g ◦ f = idrとなる. よって r ∼= r′となる.

A.3.2 極限

定理 85. 余積とコイコライザーを持つ圏は余極限を持つ. 同様に積とイコライザーを持つ
圏は極限を持つ.

Proof. G : I → C について colimは

f, g : ta∈Mor(I)G(dom(a))→ ti∈Ob(I)Gi

fG(dom(a)) = idG(dom(a)) : G(dom(a))→ G(dom(a)) gG(dom(a)) = a : G(dom(a))→ G(cod(a))

のコイコライザーとなるため.

同様にG : I → C について limは

f, g :
∏

i∈Ob(I)

Gi→
∏

a∈Mor(I)

G(cod(a))

fi = idGi : Gi→ Gi gi = (a)i=dom(a) : Gi→ G(cod(a))
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のイコライザーとなるため.

A.3.3 フィルター圏・共終

定義 86. [マックレーン, 9.1節] 圏 J がフィルターであるとは以下の二つの条件を満たす空
でない圏とする

1. j, j′ ∈ Ob(J)についてある j → k, j′ → kが存在する

2. a, b : j → kについて, u : k → mが存在して ua = ub : j → k → m

F : J → C がフィルター余極限とは J がフィルターなること.

定義 87 (共終). [マックレーン, 9.3節] L : I → J が共終とは k ∈ Ob(J)について k ↓ Lが
空でなく連結であること. わかりやすくいうと以下の 2条件を満たすこと.

1. 任意の y ∈ Ob(J)についてある x ∈ Ob(I)があって y → L(x).

2. 任意の y ∈ Ob(J), x, x′ ∈ Ob(I)についてある

x = x0 ← x1 → x2 · · ·x2n−2 ← x2n−1 → x2n = x′

の列があって, 次の可換図式が成り立つこと

y

ww �� ''
L(x2i−2) L(x2i−1)oo // L(x2i)

定理 88. L : I → J が共終であり, 関手 F : J → X について colimi∈IFL(i)が存在する時,

colimj∈JF (j)も存在し, canonical map

h : colimi∈JFL(i)→ colimj∈JF (j)

は同型になる.

Proof. [1]colimj∈JF (j)の存在 x = colimi∈IFL(i)とする. すると µ : FL → ∆cなる自然変換で
普遍なものが存在する.

k ∈ J について u : k → Liなる iを選んで

τk : Fk
Fu→ FLi

µi→ x
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とおく. これは iの取り方によらない. これは次の図から明らかである.

Fy

vv �� ''
FL(x2i−2)

ux2i−2 ((

FL(x2i−1)oo //

ux2i−1

��

FL(x2i)

ux2ivv
x

これより τ : F → ∆xが coconeとなる. こいつが普遍性を持つことを示せば良い.

つまり λ : F → ∆yを別の coconeとするとき, ある f : x → yがあって λ = (∆f)τ を示せば
良い.

λL : FL → ∆y という自然変換を得るので u : FL → ∆x の普遍性からある一意的な射
f : x→ yがあって λL = (∆f)µとなる. よって k ∈ J について u : k → Liを選べば

((∆f)τ)k = (∆f)x · τk = (∆f)x · µi · Fu = λLi · Fu = λk

となる. よって言えた.

A.3.4 随伴

定義 89. [マックレーン, 4.1節] A,Xを locally small categoryとする. (F,G, ϕ)がXから
Aの随伴とは

• F : X → A, G : A→ X となる関手

• ϕは x ∈ Ob(X), a ∈ Ob(A)について

ϕx,a : homA(Fx, a) ∼= homX(x,Ga)

が全単射になるものの族で x, aについて自然である.

このとき F a Gとかく. F はGの左随伴, Gは F の右随伴という.

注意 90. hom集合を使わずに定義するのであれば, 任意の f : Fx → aについて右随伴射 ϕf :

x→ Gaが唯一定まり,

ϕ(k ◦ f) = Gk ◦ ϕf, , ϕ(f ◦ Fh) = ϕf ◦ h (4)

が任意の h : x′ → x, k : a→ a′に成り立つこれは次の図からわかる

f ∈ homA(Fx, a)

k
��

φ // homX(x,Ga)

Gk
��

f ∈ homA(Fx, a′)

Fh
��

φ // homX(x,Ga′)

h
��

homA(Fx, a)
φ // homX(x,Ga) homA(Fx′, a)

φ // homX(x′, Ga)
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左随伴射 ϕ−1の言葉で書けば

ϕ(g ◦ h) = ϕ−1g◦Fk, , ϕ−1(Gk ◦ g) = k ◦ ϕ−1g

a = Fxの場合,

ϕx,Fx : homA(Fx, Fx) ∼= hom(x,GFx)

であるので, ηx := ϕx,Fx(idFx) : x → GFxを得る. 自然変換 η : I → GF を与えるなぜなら 4か
ら h : x→ x′について

G(Fh) ◦ ϕ(idFx′) = ϕ(Fh ◦ idFx′) = ϕ(idFx′ ◦ Fh) = ϕ(idFx) ◦ h

x

h
��

φ
// GFx

G(Fh)
��

x′ φ
// GFx′

すると 4から f : Fx→ aについて

ϕ(f) = ϕ(f ◦ F (idx)) = Gf ◦ ϕ(idx) = Gf ◦ ηx

となる.

同様に ϕ−1
Ga,a : homX(Ga,Ga) ∼= homA(FGa, a) εa = ϕ−1

Ga,a(idGa)とおくと同様のことが成り
立つ.

まとめると次になる.

補題 91. [マックレーン, 4.1節] A,Xを locally small categoryとする. (F,G, ϕ)がXから
Aの随伴とする.

1. 上のηxはxからGへの普遍射,自然変換η : I → GFを与える. ここで I,GF : X → X

である. また ϕ(f) = Gf ◦ ηx : x→ Gaである.

2. εa = ϕ−1
Ga,a とおくと, F から aへの普遍射, 自然変換 ε : FG → I を与える. また

ϕ−1(g) = εa ◦ Fg : Fx→ aである.(g : x→ Gaとする)

ηを unit, εを counitという.

以下随伴 (F,G, η, ε)と言ったら

• F : X → A, G : A→ X となる関手

• η : I → GF を unit, ε : FG→ I を counitとする.

系 92. [マックレーン, 4.1節] (F,G, ϕ)をX から Aの随伴であるとする. T : J → Aが極
限 τ : ∆(limT )→ T を持つならば, GT は極限Gτ : ∆(G limT )→ GT と持つ.

つまり右随伴射Gについて, lim(GT ) ∼= G(limT )である. (right adjoint perverse limit)
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同様に左随伴射 F について colimFT ∼= F (colimT )である.

Proof. 任意の x ∈ X について

homX(x, lim(GT )) ∼= homX(x,G(limT ))

を示せば良い. これは以下から言える.

homX(x,G(limT )) ∼= homA(Gx, T ) ∼= limhomA(Gx, T )) ∼= limhomX(x,GT )

定理 93. [マックレーン, 4.3節] 随伴 (F,G, η, ε) : X → Aについて以下が成り立つ

1. G : A→ X が忠実 (faithfull)は任意の a ∈ Aについて εaがエピと同値

2. G : A→ X が充満 (full)は任意の a ∈ Aについて εaが分裂モニックと同値

3. G : A→ Xが充満忠実 (fully faithfull)は任意の a ∈ Aについて εa : FGa ∼= aが同型
と同値

Proof.

ϕ−1 ◦Ga,· : homA(a, ·)→ homX(Ga,G·)→ homA(FGa, ·)

を考える. これは εa : FGa→ aとして ε∗aと同じである. ϕ−1が全単射より下の補題から「ε∗aエピ
⇔ ε∗a = ϕ−1 ◦Ga,· モニック⇔ Ga,· モニック ⇔ G : A→ X が忠実 (faithfull)」となる.

補題 94. f : b→ aについて, f∗ : homA(a, ·)→ homA(b, ·)を自然変換とする. この時以下
が成り立つ

1. f∗ モニック は f エピと同値

2. f∗ エピは f が分裂モニックと同値

これは定義から直ちに従う. (言い換えているに過ぎない)

A.3.5 圏同値

定義 95 (圏同値). [マックレーン, 4.4節] 関手 S : A → C が圏同値であるとはある関手
T : C → Aと ST ∼= IC : C → C かつ TS ∼= I : A→ Aなる自然同型が存在すること.

この時 T は Sの左随伴でもあり右随伴でもある.

定義 96 (随伴圏同値). [マックレーン, 4.4節] 随伴 (F,G, η, ε) : X → Aについて, η : I →
GF , ε : GF → I が共に自然同型である時, (F,G, η, ε) : X → Aは随伴圏同値と呼ぶ.
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定理 97. [マックレーン, 4.4節] 関手 S : A→ C について次は同値

1. S : A→ C は圏同値

2. (S, T, η, ε) : A→ C が随伴圏同値となるような T, η, εが存在する

3. S fully faithfullかつ c ∈ Ob(C)についてある a ∈ Aがあって c ∼= Sa.

Proof. (2)⇒ (1)自明
(1)⇒ (3) a, a′ ∈ Ob(A)について

homA(a, a
′) ∼= homA(a, TSa

′)
φ∼= homC(Sa, Sa

′)

によって全単射を得る. よって fully faithfull. 任意の c ∈ Ob(C)について, c ∼= S(Tc)より a = Tc

とおけば良い.

(3)⇒ (2) T : C → Aを構成する c ∈ Ob(C)について a ∈ Aがあって νc : c ∼= Saとなるので,

Tc = aとする. f : c→ c′について, Sは fully faithfullなので

homA(a, a
′)→ homC(Sa, Sa

′) ∼= homC(c, c
′)

が全単射であり, ν−1
c′ ◦ S(g) ◦ νc = f となる gが一意に存在する. T (f) = gとおく.

よって Sが T の右随伴であることと, η : I → ST と ε : TS → I なる自然同型が存在すること
とを示せば良い.

A.3.6 Kan拡張

定義 98. [マックレーン, 10.3節] K : M → C, T : M → Aを関手とする. Kに沿った T の
右Kan拡張とは

• R : C → A関手

• ε : RK → T 自然変換

に二つくみ (R, ε : RK → T ) であって, 任意の S : C → A,α : SK → T について,

α = ε · σK : SK → T となる自然変換 σ : S → Rが唯一存在すること.

このときR := RanKT とかく.

σ 7→ ε · σK によって自然な全単射

Nat(S,R) = Nat(S,RanKT ) ∼= Nat(SK, T )

となる.よってこれをかっこよくいうと次の補題を得る.
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補題 99. [マックレーン, 10.3節] K : M → C を固定する. 任意の T ∈ AM (T : M → A)

について右Kan拡張 (R, ε) := (RanKT ∈ AC , εT : RK → T )が存在すると仮定する.

この時 β : AM → AC を

• βT := RanKT

• β(g : T → T ′)について β(g) : RanKT → RanK′T を, S = RankTK : C → A,α =

g ◦ εT : SK → T として, 唯一存在する自然変換 β(g) := σ : RanKT → RanKT ′で
α = g ◦ εT = εT · · ·β(g)K となるもの.

で決めると,

F : AC → AM N : C → A 7→ N ◦K : M → A

の右随伴, つまり

homAM (F (N), T ) = Nat(NK,T ) ∼= homAC (N,RanKT ) = Nat(N,RanKT )

となり, ε : I → RanK ◦ F は unitである.

定理 100 (点列極限としての右Kan拡張). [マックレーン, 10.3節]K : M → C, T : M → A

を関手とする. 任意の c ∈ Ob(C)について

T ◦Q : (c ↓ K)→M → A

に関する極限 limT ◦Qと µ : ∆(limT ◦Q)→ TQが存在すると仮定する.

このときR : C → Aを

• c ∈ Ob(C)について, Rc := lim(T ◦Q : (c ↓ K)→M → A)

• g : c→ c′について Rg : Rc→ Rc′となる射

とするとこれは関手になる
さらに ε : RK → T はm ∈ Ob(M)とするとRKm = limT ◦Q ∈ Ob(A)と µ : ∆RKm→
TQ について εm := µidKm

: RKm→ Tmと定義する.

そして (R, ε)はK に沿った T の右Kan拡張となる.

Proof. [0.] Ob(c ↓ K)とQ : (c ↓ K)→M の定義について.

• (m,x) : Ob(c ↓ K)はm ∈ Ob(M)かつ x : c→ Km

• Morphism h : (m,x)→ (m′, x′) ∈ HomM (m,m′) を h : m→ m′で x′ = Kh ◦ xとなるもの

1

1
��

c

idc

x // Km

Kh
��

m

h
��

1 c
x′

// Km′ m′
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ここでQ : (c ↓ K)→M を以下で定める

• (m,x) ∈ Ob(c ↓ K)についてQ(m.x) = m

• h : (m,x)→ (m′, x′) ∈ HomM (m,m′) についてQ(h) = h

[1.] Rが関手になること. c ∈ On(C)について, その極限 ac = limT ◦ Q ∈ Ob(A)と µ :

∆(limT ◦Q)→ TQとは

1. (ac, µ(m,x))のくみ (x : c→ Km), Ob(c ↓ K)内の h : (m,x)→ (m′, x′)について

• µ(m,x) : ac → Tm, つまりA内で µ(m,x) : ac → Tm

• TQh ◦ µ(m′,x′) = µ(m,x) : ac → TQ(m,x),

2. (a′, ν(m,x))の組 (x : c→ Km)で h′ : (m,x)→ (m′, x′)について

• ν(m,x) : a
′ → Tm, つまりA内で ν(m,x) : a

′ → Tm

• TQh′ ◦ ν(m′,x′) = Th′ ◦ ν(m′,x′) = ν(m,x) : a
′ → TQ(m,x)

となるものについて, ある f : a → ac がただ一つ存在して, Ob(c ↓ K)内の h : (m,x) →
(m′, x′)について µ(m,x) ◦ f = ν(m,x) : a→ TQ(m,x) = Tmとなる.

ここで, x : c → Kmなので, mの情報も持っているので µx := µxと書くことにする. すると
c ∈ On(C)について, その極限 ac = limT ◦Q ∈ Ob(A)と µ : ∆(limT ◦Q)→ TQとは

1. (ac, µ(x))のくみ (x : c→ Km), Ob(c ↓ K)内の h : (m,x)→ (m′, x′)について

• µx : ac → Tm, つまりA内で µx : ac → Tm

• TQh ◦ µx = µx : ac → TQm,

2. (a′, νx)の組 (x : c→ Km)で h′ : (m,x)→ (m′, x′)について

• νx : a′ → Tm, つまりA内で µx : a′ → Tm

• TQh′ ◦ µx′ = Th′ ◦ µx : a′ → TQm

となるものについて, ある f : a → ac がただ一つ存在して, Ob(c ↓ K)内の h : (m,x) →
(m′, x′)について µx ◦ f = νx : a→ Tmとなる.

よって g : c→ c′について, その極限 a′c = limT ◦Q ∈ Ob(A)と µ′ : ∆(limT ◦Q)→ TQを考
える. この時 x : c′ → Kmなる組について µ′

m,x : a′c → Tmで µm,x : a′c → Tmがある.

そこで (x ◦ g,m)について (x ◦ g : c→Mmで) µx◦g : a′c → Tmで µ′
x : a′c → Tmであるので,

普遍性からRg : ac → a′cなる関手が存在する. そして以下が成り立つ. x : c′ → Kmとする.

Rc = limTQ

Rg
��

µ(x◦g) // Tm

Rc = limTQ′
µ′
x

// Tm
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[2.] 自然変換 ε : RK → T の定義. m ∈ M について εm : RKm → Tmで任意の h : m → m′

について以下の図式が成り立つことをいう.

RKm = limTQKm

RKh
��

ϵm // Tm

Th
��

RKm′ = limTQ′
Km′

ϵ′m

// T ′m

を示せば良い. ここで RKm = limT ◦Q ∈ Ob(A)と µ : ∆RKm → TQとは (RKm,µx)のくみ
(x : Km→ Km), Ob(c ↓ K)内の h : (m,x)→ (m′, x′)について

• µx : RKm→ Tm, つまりA内で µx : RKm→ Tm

• TQh ◦ µx′ = µ(m,x) : RKm→ TQ(m,x) = Tm,

である. よって, εm := µidKm
: RKm→ Tmとおけば良い .

この時 h : m→ m′について g = Rh : Km→ Kmと置いて [1]の事実を用いると

RKm = limTQ

Rg

��

µidm:Km→Km //

µKh:Km→Km′

**

Tm

Th

��
RKm′ = limTQ′

µidm′ :Km′→Km′
// Tm′

となる. よって自然変換も言える.

[3] 右Kan拡張であること.

S : C → Aと α : SK → T が存在したとする. 示すことは自然変化 σ : S → Rの唯一存在と
α = ε · σK : SK → T である.

[3-1], σ : S → Rの存在. これは c ∈ Ob(C)と σc : Sc→ Rcを作れば良い f : c→ Kmに対す
る図式を考える.

Rc = lim(T ◦Q : (c ↓ K)→M → A)µf :c→Km

// Tm
Th // Tm′

Sc
Sf

//

22

SKm
SKm

//

αm

OO

SKm′

α′
m

OO

これにより極限の定義から σc : Sc→ Rcが唯一存在する. なぜならば, (c ↓ K)の写像h : (f,m)→
(f ′,m′)について (f : c→ Km, f ′ : c→ Km′, h : m→ m′,Kh ◦ f = f ′)について上の可換図式が
まわるからである.

[3-2] σ が自然になること. これは g : c → c′ について σ′
c ◦ Sg = Rg ◦ σc を示せば良い.
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f ′ : c′ → Kmについて

Rc
Rg

//

µf ′◦g:c→Km

**
Rc′

µ′
f ′:c′→Km // Tm

Sc
Sg

//

σc

OO

S(f ′◦g)

33Sc′
Sf ′

//

σc′

OO

SKm

α′
m

OO

Rc′の普遍性に帰着させる.

µf ′◦g:c→Km ◦ σc = α′
m ◦ S(f ′ ◦ g) = µ′

f ′:c′→Km ◦ (σc′ ◦ Sg) : Sc→ Tm

である. f ′ : c′ → Kmについての極限を取れば h : Sc→ Rc′で任意の f ′について µ′
f ′:c′→Km ◦h =

α′
m ◦ S(f ′ ◦ g) : Sc→ Tm このような hはただ一つである. よって

µ′
f ′:c′→Km ◦ (σc′ ◦Sg) = µ′

f ′:c′→Km ◦h = α′
m ◦S(f ′ ◦ g) = µf ′◦g:c→Km ◦σc = µ′

f ′:c′→Km ◦ (Rg ◦σc)

より普遍性の唯一性から h = σc′ ◦ Sg = Rg ◦ σcである.

[3-3] α = ε · σK : SK → T について. 示すことは, m ∈ Ob(M)について

αm = εm · σKm : SKm→ Tm

である. c = Km, f = idKm : c = Km→ Kmとして [3.1]のような図式を考えると,

Rc = lim(T ◦Q : (c ↓ K)→M → A) µidKm:Km→Km=σKm

// Tm

SKm
Sf=SidKm

σc=σKm

OO

SKm

αm

OO

より言える.

[4]σ : S → Rの唯一性.

[2]において f : c→ Km, c′ = Km, f ′ = idKmとすると以下の図式を得る

Rc
Rf

//

µf :c→Km

++
RKm

µ′
idKm:Km→Km=ϵm

// Tm

Sc
Sf

//

σc

OO

Sf

33SKm
SKm

σKm

OO

SKm

αm

OO

上の図式は全て可換で σc : Sc → Rcが唯一であることがわかる. (Rcが極限で µf :c→Km ◦ hc =

µf :c→Km ◦ h′cなら hc = h′cとなる/)
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系 101. [マックレーン, 10.3節] M が small, Aが完備なら任意の T : M → Aは任意の
K : M → C に沿った右Kan拡張を持つ. さらにAK は右随伴を持つ
特にMsmallならば任意の T : M → Setは任意のK : M → Cに沿った右Kan拡張を持つ.

Proof. 任意の c ∈ Ob(C)について

T ◦Q : (c ↓ K)→M → A

に関する極限 limT ◦Qと µ : ∆(limT ◦Q) → TQが存在することを示せば良い. これはM を経
由しているので存在する.

系 102. [マックレーン, 10.3節] 100のように K : M → C, T : M → Aを関手, 任意の
c ∈ Ob(C)について

T ◦Q : (c ↓ K)→M → A

に関する極限 limT ◦Qと µ : ∆(limT ◦Q)→ TQが存在すると仮定する.

さらにK : M → C が fully faithfullの場合, K の T に沿ったKan拡張 R = RanKT につ
いての普遍射 ε : RK → T は自然同型を与える

Proof. m ∈ Ob(M)について σm : RKm → Tmが A上で自然な可逆を持つことを言えば良い.

Ob(Km ↓ K)はK が fullyfaithfullであるので次のようにかける.

• (m′,Kh) : Ob(c ↓ K)はm ∈ Ob(M)かつKh : Km → Km′(Km → Km′は fullyfaithfull

よりこの形でかける)

• Morphism H : (m1,Kh1)→ (m2,Kh2) ∈ HomM (m1,m2) をH : m1 → m2で h2 = H ◦ h1
となるもの.

T ◦Q : (c ↓ K)→M → A : (m′,Kh)→ Tm′

である. 任意の h : m→ m′について,

Th : Tm→ Tm′

が定めるので, αm : Tm → limTQ が唯一存在する. 一方で σm : idm : m → m について
limTQ → Tmが定まる. σm ◦ αm = idmは唯一性のところから明らか. 逆については, 唯一性か
らでる.

系 103. M が C の full sub categoryつまり包含関手K : M → C が fullyfaithfullとする.

T : M → A関手とする. c ∈ C について

(c ↓ K)→M → A

がA内に極限を持つときR : C → Aがあって ε : RK ∼= T である.
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特に恒等自然変換 1 : RK → T とすると (R, 1)は T のK に沿った右Kan拡張となる.

定理 104. [マックレーン, 10.3節] K : M → C, T : M → A, G : A → X とする. Gが左
随伴を持つ時, Gは右Kan拡張を保存する.

G ◦RanKT = RanKGT

Proof.

homA(Fx, a) ∼= homX(x,Ga)

によりH ∈ XC , L ∈ AC について

Nat(FH,L) ∼= (HGL)

がいえる. よって任意のH ∈ XC について自然な全単射

Nat(H,G◦RanKT ) ∼= Nat(FH,RanKT ) ∼= Nat(FHK,T ) ∼= Nat(HK,GT ) ∼= Nat(H,RanKGT )

が成り立つので, 同型が言える.
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