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1 compact生成空間・compact生成弱Hausdorff空間まとめ
compact生成空間 (CG)や compact生成弱 Hausdorff空間 (CGWH)の基本的な性質を [Str]を読
んでまとめた. 位相空間の基礎的な用語に関しては [Iwa22]を参照のこと.

1.1 CGWH space まとめ

定義 1. [Str, Definition 1.1 ,1.2] X を位相空間とし, BをX の閉集合系とする.

1. Y ⊂ Xが k-closedとは任意の compact Hausdorff空間Kからの連続写像 u : K → X

について u−1Y が閉集合となるもの.

2. k-closed集合を kBと表す. B ⊂ kBである.

3. kX を (X, kB)という位相空間とする.

4. X が compact生成空間 (CG)とはX = kX となる位相空間である.

5. X が弱 Hausdorff(WH)とは任意の compact Hausdorff空間 K からの連続写像 u :

K → X について u(K)が閉集合となるもの

注意 2. Hausdorffならば弱Hausdorff. なぜならばHausdorff空間の compact集合は閉集合なので.

弱Hausdorffならば, T1空間.これは一点集合からの射を考えれば良い.

注意 3. k-closedと同様に k-openも定められる. [Str]では k-closedで議論をしているが, k-open

でも議論は同じである.
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補題 4. [Str, Lemma 1.3] X をWHとする.

1. W compact Hausdorff, φ : W → X 連続のとき φ(W )は compact Hausdorff.

2. Y ⊂ X が k-closedであることは任意の compact Hausdorff空間 K ⊂ X について
K ∩ Y がK で閉であることと同値.

Proof. (1). φ(W )がHausdorffを示せば良い. x, y ∈ φ(W )かつ x 6= yとする. compact Hausdorff

空間は T4なので
φ−1(x) ⊂ U φ−1(y) ⊂ V U ⊂ V = ∅

となるW の開集合 U, V が取れる. φ(U c)は閉集合で (φ(W ) \ φ(U c)) ∩ (φ(W ) \ φ(V c)) = ∅ で
あり

x ∈ (φ(W ) \ φ(U c)) y ∈ (φ(W ) \ φ(V c))

であるので上の二つの開集合が x, yを分離する. (2)は (1)からすぐでる.

定義 5. [Str] X 位相空間, Y ⊂ X 部分集合とする. Y が sequentially closedであるとは任
意の yn ∈ Y かつ yn → xとなるならば x ∈ Y となる集合のこととする.

X が sequential spaceとは sequentially closed部分集合が閉集合となること.

注意 6. sequentially closedならば T1である. これは yn = xという点列を考えるれば良い.

第一可算集合 (任意の点が可算開近傍系を持つ)ならば sequentially closed. なぜならば, Z を
sequentially closed集合としたら, x ∈ Z について yn → xとなる Z の点列で収束するものが可算
開近傍系から作れるからである. 特に距離空間は sequentially closedである.

命題 7. [Str, Prop 1.6] sequentially spaceは CG

Proof. Y ⊂ X を k-closed集合とする. Y が sequentially closedであることを示す. yn ∈ Y かつ
yn → xとおく. x ∈ Y を示せば良い.

KをNの一点 compact化とする. つまり V ⊂ Kが開集合であるとは, V ⊂ Nまたは「∞ ∈ V

かつK \ V は有限集合」である.

u : K → X を u(n) = yn, u(∞) = xとおく. これは yn → xより連続写像になる. よって Y は
k-closedより, u−1Y は N ⊂ u−1Y ⊂ K となる閉集合.よってK の開集合の定義から u−1Y = K.

x ∈ Y となる.

命題 8. [Str, Prop 1.7] locally compact Hausdorff ならば CGWH.

Proof. X を locally compact Hausdorffとする. CGを示せば良い. Y ⊂ X を k-closed集合とす
る. Y = Y を示す.
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x ∈ Y とする. X locally compactより x ∈ U 開集合でK := U が compactとなるものがある.

よって j : K → X を考えると明らかに連続で, Y は k-closed集合よりK ∩ Y = j−1Y はK での
閉集合である.

x ∈ V ∩K で V をX での開集合とする. すると x ∈ V ∩ U より x ∈ Y から V ∩ U ∩ Y 6= ∅
となる. よって V ∩ (K ∩ Y ) 6= ∅である.

これより任意の xを含む”K での開集合 V ∩K”について (V ∩K) ∩ (K ∩ Y ) 6= ∅である. こ
れは閉包の定義からK ∩ Y の”K での閉包”に xが属する．今K ∩ Y = j−1Y はK での閉集合で
あるので, x ∈ K ∩ Y となる. つまり x ∈ Y である.

補題 9. [Str, Lemma 1.8] K を compact Hausdorff空間とする. u : K → (X,B)連続は
u : K → (X, kB)連続と同値.

補題 10. [Str, Cor1.9] kX = k(kX)である. 特に kX は CG.

補題 11. [Str, Cor1.10] X をCG, Y を位相空間とする. f : X → Y 連続は f : X → kY が
連続と同値. 特に Y 7→ kY は忘却関手X 7→ X の右随伴であり

homTop(X,Y ) = homCG(X, kY ).

Proof. 閉集合系はBY ⊂ kBY である. よって右から左は自明である.

f : X → Y 連続とする. Z ⊂ Y が k-closed として, f−1Z ⊂ X が閉集合を示す. X は CGな
ので f−1Z が k-closedを示せば良い. u : K → X を compact Hausdorff空間からの連続写像とす
る. u−1(f−1Z)が閉集合を示せば良い. これは f ◦ u : K → X → Y は連続なので明らか.

命題 12. [Str, Prop1.11] XをCG, Y 位相空間とする. f : X → Y 連続は, 任意の compact

Hausdorff空間からの連続写像 u : K → X について f ◦ u : K → Y が連続になることと
同値.

Proof. 左から右は明らか, 右から左に関しては, Z ⊂ Y 閉集合に関して, f−1Z が k-closedを示せ
ば良く, 上の証明と同じ議論で言える.

命題 13. [Str, Prop1.12] A ⊂ B ⊂ P (X)をX の閉集合系とする. この時 kA ⊂ kB.

Proof. Z ∈ kAとする. Z ∈ kBを示せば良い. つまり u : K → (X,B)を compact Hausdorff空
間からの連続写像について u−1Z がK の閉集合であることを示せば良い. u : K → (X,A)も連続
なので明らか.

命題 14. [Str, Prop2.1] X を CGとし, ∼をX の同値関係とするとX/ ∼も CG.
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Proof. π : X → X/ ∼を商写像とする. Z ⊂ X/ ∼が k-closedとする. Z が閉集合であることを
示せば良い. 11から π : X → k(X/ ∼)も連続であるので, π−1Z はX の閉集合である. πは商写
像なので, Z は閉集合である.

命題 15. [Str, Prop2.2] {Xi}i∈I を CGの族とする. (ただし I は集合とする) この時 tXi

も CG.

Proof. Z ⊂ tXiを k-closedとする. Z が閉集合であることを示せば良い. これは ηi : Xi → tXi

を包含写像として, Zi := Xi ∩ η−1
i ZとしたときZiがXiで閉集合であることを示せば良い. Xiは

CGなので Ziが k-closedであることを示せば良い.

これは u : K → Xiを compact Hausdorff空間からの連続写像とすれば u−1Zi = (ηi ◦ u)−1Z

であることから明らかである.

以下, 位相空間X,Y についてX ×0 Y を位相空間の直積とする.

定義 16. [Str, Def 2.3] X, Y を CGとして, その直積X × Y を下で定める.

• 集合としてはX × Y .

• 位相としては k(BX ×BY )とする.

つまりX × Y = k(X ×0 Y )とする． 同様に∏
Xi を積位相空間に k化したもの, つまり

k(
∏

0Xi)で定める.

命題 17. [Str, Prop2.4] {Xi}i∈I を CGの族とする.

1. pi :
∏

Xi → Xiを射影とすると, これは連続.

2. 任意のCGである Y について, f : Y →
∏

Xiが連続であることは, 各 pi ◦ f が連続と
同値.

よって∏
XiはCGの圏の直積となる.

Proof. (1). 11より pi :
∏

Xi → Xiが連続は,
∏

0Xiで連続であることと同じであるので.

(2)については右から左のみ非自明. pi ◦ f が連続であるとすると, f : Y →
∏

0Xiは連続であ
る. よって 11より k化した k(

∏
0Xi)でも連続となる.

補題 18. [Str, Lem 2.5] Xを compact位相空間, Y を位相空間, y ∈ Y とする. X×{y} ⊂ U

なるX ×0 Y の開集合 U が存在する時, Y の yを含む開集合 V でX ×0 V ⊂ U となる.

Proof. (x, y) ∈ Uより積位相の定義から (x, y) ∈ Ux×Vxがある. ∪x∈XUx = XよりXは compact

だから有限個でおおえる. X = ∪ni=1Uxi とし V := ∩i=1,...,nVxi とすれば良い.
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命題 19. [Str, Prop2.6] Xが locally compact Hausdorff, Y がCGならばX×0Y = X×Y .

Proof. Z ⊂ X×0 Y が k-closedとする. ZがXと Y の”積位相”で閉集合であることを示せば良い.

(x, y) 6∈ Zについて (x, y) ∈ U × V なるX,Y の開集合で (U × V ) ∩ Z = ∅であるものが存在
することを示す．

iy : X → X × Y x′ 7→ (x′, y)

とする. これは連続写像で, i−1
y Z ⊂ X は k-closed集合かつX が CGであることより, i−1

y Z ⊂ X

は閉集合. X は局所 compactかつ x 6∈ i−1
y Z より, x ∈ U ⊂ X なる開集合で Ucompactかつ

U ∩ i−1
y Z = ∅となるものがある. よって

(U × {y}) ∩ Z = ∅

となる.

そこで
V := {y′ ∈ Y |(U × {y′}) ∩ Z = ∅}

とおく.y ∈ V である. この V が Y で開集合であることを示せば良い. それには u : K → Y を
compact Hausdorff空間からの連続写像について u−1V が開集合であることを示せば良い.

1× u : U ×K → X × Y

とする. Z ⊂ Xはk-closedなので, Z ′ := (1×u)−1ZはU×K上の閉集合である. U×Kは compact

なので, Z ′もまた compact, pr2(Z
′) ⊂ K は compact, 特にKHausdorffなので pr2(Z

′) ⊂ K は閉
集合である. (ただし pr2 : U ×K → K を第二射影とする.)

pr2(Z
′) = (u−1V )c

であることに注意すれば u−1V は開集合である.

命題 20. [Str, Prop2.7] X,Y がどちらも第一加算ならば, X×0Y も第一加算. 特にX×0Y =

X × Y .

Proof. これは可算近傍系の直積を取れば良い. 最後に関しては第一加算は CGより明らか.

定義 21. [Str, Def 2.8] X,Y を CGとする. u : K → X を compact Hausdorff空間からの
連続写像, U ⊂ Y 開集合として

W (u,K,U) := {f : X → Y 連続写像 |f ◦ u(K) ⊂ U}

とする. uが包含写像でK ⊂ X であるときはW (u,K,U) = W (K,U)とかく.

C0(X,Y )をW (u,K,U)を開集合とする位相で一番小さいものとする (つまり準開基とする
位相) これを compact-open topologyという.
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また C(X,Y ) = kC0(X,Y )とする.

注意 22. Z ⊂ Y ならば C(X,Z) = ∩x∈XW ({x}, Z)cより C(X,Y )内の閉集合である.

補題 23. [Str, Lemma 2.10] X,Y, Z,W をCGとする. g : Y → Z, f : W → X を連続写像
とする.

g∗ : C(X,Y )→ C(X,Z) t 7→ g ◦ t

f∗ : C(X,Y )→ C(W,Y ) t 7→ t ◦ f

はともに連続である.

Proof. (1)u : K → X を compact Hausdorff空間からの連続写像, U ⊂ Z 開集合とするとき

g−1
∗ W (u,K,U) = {t : X → Y |g ◦ t ◦ u(K) ⊂ U} = W (u,K, g−1U)

であることから k化する前の位相において連続である. よって 11より k化しても連続である.

(2) u : K →W を compact Hausdorff空間からの連続写像, U ⊂ Y 開集合とするとき

f∗−1W (u,K,U) = {t : X → Y |t ◦ f ◦ u(K) ⊂ U} = W (fu,K,U)

であることから (1)と同様.

命題 24. [Str, Prop2.11] X,Y を CGとする.

ev : X × C(X,Y )→ Y (x, f) 7→ f(x)

injX,Y : Y → C(X,X × Y ) y 7→ (inj(y) : x 7→ (x, y))

はともに連続である.

Proof. (1)injについて. 11から inj : Y → C0(X,X × Y )で連続であることを示せば良い.

• u : K → X を compact Hausdorff空間からの連続写像,

• U ⊂ X × Y を開集合

とするとき, inj−1W (u,K,U)が Y での開集合であることを示せば良い. Y は CGより

• v : L→ Y を compact Hausdorff空間からの連続写像

として v−1inj−1W (u,K,U)が Lの開集合であることをしめせば良い.

u× v : K × L→ X × Y

は連続である. よって
{l ∈ L|K × {l} ⊂ (u× v)−1U}
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はK が compactなので 18から開集合である.

v−1inj−1W (u,K,U) = {l ∈ L|inj(v(l)) ∈W (u,K,U)}

= {l ∈ L|inj(v(l))(uK) ⊂ U}

= {l ∈ L|u(K)× {v(l)} ⊂ U}

= {l ∈ L|K × {l} ⊂ (u× v)−1U}

であるので Lの開集合であることが言えた.

(2) evについて. U ⊂ Y を開集合とする. ev−1(U) ⊂ X × C(X,Y )が開集合であることを示
すには,

• u = v × w : K → X × C(X,Y )を compact Hausdorff空間からの連続写像,

として, V := u−1(ev−1U) ⊂ K が開集合であることを示せば良い. すると定義から

V = u−1(ev−1U) = {a ∈ K|w(a)(v(a)) ∈ U}

となる. (w(a) : X → Y であることに注意.)

a ∈ V について, a ∈ Za ⊂ V なるK の開近傍の存在を示す. w(a) ◦ v : K → X → Y は連続
かつK が compact Hausdorffなので, a ∈ L ⊂ (w(a) ◦ v)−1U となる compact集合 Lが取れる.

w(a)(v(L)) ⊂ U であるので定義から

w(a) ∈W (v, L, U) ⊂ C(X,Y )

となる. w : K → C(X,Y )で連続なので, a ∈ w−1(W (v, L, U))はK の開近傍である. よって

a ∈ L ∩ w−1(W (v, L, U))

を得る. この Za := L ∩ w−1(W (v, L, U))が欲しいものである. 実際 a ∈ Zaは明らか, Zaが開集
合も上からわかる. Za ⊂ V は以下のように示される: 任意の b ∈ Zaについて w(b) ∈ W (v, L, U)

から w(b)v(L) ⊂ U であり, b ∈ Lより w(b)(v(b)) ∈ U となるので V の上の定義から b ∈ V とな
る.

命題 25. [Str, Prop2.１ 2] X,Y, Z を CGとする.

adj : C(X,C(Y, Z))→ C(X × Y, Z) f 7→ (adj(f) : (x, y) 7→ f(x)(y))

は同相である.

Proof.

D(X,Y ) := {f : X → Y |f は集合としての写像 }

とおく. 次の”集合の写像としての”全単射が存在する.

1. f : X → D(Y, Z)
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2. g : X × Y → Z

上から下への対応は g(x, y) = f(x)(y)である.

g(x, y)が連続になるには次の二つの条件が満たされなければならない.

1. f(x) : Y → Z が任意の x ∈ X で連続.

2. f : X → C(X,Y )が連続.

なぜならば f が上の (1)(2)を満たされている場合,

g : X × Y
f×1−→ C(Y, Z)× Y

ev−→ Y

であるので, 24から gは連続となる. 逆に gが連続なら, (1)は明らかで

f : X
inj−→ C(Y,X × Y )

inj−→ C(Y, Z)

より 24から (2)もわかる.

以上より adj : C(X,C(Y, Z))→ C(X × Y, Z)は集合としての全単射である. 同相になること
に関しては 2通りの証明がある.

[1](地道にやる方法)

ev : X × C(X,C(Y, Z))→ C(Y, Z) ev : Y × C(Y × Z)→ Z

は 24から連続であった, よって

g = ev ◦ (1Y × ev) : Y ×X × C(X,C(Y, Z))→ Z

は連続である. よって g : (Y × X) × C(X,C(Y, Z)) → f が連続なので f : C(X,C(Y, Z)) →
C(X × Y, Z)は連続である. これは f(h)(x, y) = g((x, y), h) = ev((x, y), h) = h(x)(y)なので
f = adjであり連続である.

逆に
ev : Y ×X × C(X × Y, Z)→ Z

は連続であったので, evの adjointである X × C(X × Y, Z) → C(Y, Z)も連続である. よって
C(X × Y, Z)→ C(X,C(Y, Z))も連続である.

[2](米田を使う方法) adjX,Y,Z : C(X,C(Y, Z))→ C(X × Y, Z)とかく任意の位相空間W につ
いて

C(W,C(X,C(Y, Z)))
adjW,X,C(Y,Z)−→ C(W ×X,C(Y, Z))

adjW×X,Y,Z−→ C(W ×X × Y, Z))

adjW,X×Y,Z←− C(W,C(X × Y, Z))

上はW によって自然な同型なので米田から同相が言える.
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定義 26. C を圏とし直積を持つとする. 関手×Y : C → C を

• Object X 7→ X × Y

• Morphism ϕ 7→ ϕ× idY

とする.

対象 Y, Z について冪対象 ZY とは関手×Y から Z への普遍射として定義する. つまり

1. ZY ∈ Ob(C)と eval : ×Y (ZY ) = ZY × Y → Z への組みであって

2. 任意の X ∈ Ob(X)と f : ×Y (X) = X × Y → Z について, ある λf : X → Y Z で
f = eval ◦ (λ× idY ) : X × Y → Z となるものが一つ存在する.

λf を f のカリー化 (転置)という.

この時関手 Z → ZY は×Y の右随伴であり

homC(X × Y, Z) ∼= hom(X,XY )

で与えられる.

定義 27. 圏は cartesian closedとは次の三つを満たすこととする.

1. 終対象を持つ.

2. 二つの対象X,Y について直積X × Y が存在する.

3. Y, Z の冪対象 ZY が存在する.

系 28. [Str, Prop2.１ 2] CGの圏は cartesian closedである.

1. 終対象は一点集合.

2. 二つの対象X,Y について, 直積X × Y を当てる.

3. Y, Z の冪対象 ZY := C(Y, Z)が存在し, 以下が成り立つ.

hom(X × Y, Z) ∼= hom(X,ZY ) = hom(X,C(Y, Z))

命題 29. [Str, Prop2.１ 3] X が compact Hausdorff, Y が距離空間ならば C(X,Y )は

d(f, g) = max
x∈X

dY {f(x), g(x)}

という距離空間となる.

Proof. d(f, g)がWell-definedなのは (つまりX内で最大値を持つことは), Xが compact Hausdorff
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空間であるからわかる.

今 C(X,Y )には二つの位相がある.(ξや χをX の開集合系とする.)

1. ξを C(X,Y )の compact開位相とした kξ.

2. 距離 d(f, g)に関する距離位相 χ.

よって kξ = χを示せば良い. χ = kχなので ξ ⊂ χかつ χ ⊂ ξを示せば良い. (実は ξ = χ = kξが
わかる.)

ξ ⊂ χについて. u : K → Xを compact Hausdorff空間からの連続写像, U ⊂ Y 開集合とする.

W (u,K,U) = {f : X → Y 連続 |f ◦ u(K) ⊂ U} が χの元であることを示せば良い.

h : K → R a→ d(f ◦ u(a), U c)

は連続な正値連続関数より h(K) > ε > 0なる εが取れる.

B(ε/3, f) := {g ∈ C(X,Y )|d(f, g) < ε/3}

とすると, B(ε/3, f) ⊂W (u,K,U)が言える.

χ ⊂ kξ について. B(ε, f) ⊂ C(X,Y )をとる. すると ∪y∈Y f−1B(ε/3, y)は X の開被覆にな
る.1 X は compactなのでX = ∪ni=1f

−1B(ε/3, yi)とできる.

Ki := f−1B(ε/3, yi) Ui := B(ε/2, yi)

とする. Kiは compactかつ f(Ki) ⊂ Uiである.

N := ∩ni=1W (f,Ki, Ui)とする. N ⊂ B(ε, f)を示せば良い. これは g ∈ N, x ∈ X について
d(f(x), g(x)) < εを示せば良い. x ∈ Ki なる iをとると f(x), g(x) ∈ B(yi, ε/3)であるので言え
た.

命題 30. [Str, Prop2.14]XをCGとする. Xが弱hausdorffであることは∆X := {(x, x)|x ∈
X} ⊂ X ×X がX ×X で閉集合であることと同値. (つまり∆X が普通の直積X ×0 X の
k-closedであることと同値)

Proof. [1]XをWeak Hausdorffとする. 任意の compact Hausdorff空間からの連続写像u = v×w :

K → X ×X について u−1∆X := {a ∈ K|v(a) = w(a)}がK の閉集合であることを示せば良い.

a 6∈ u−1∆X とする. a ∈ Z ⊂ K \ u−1∆X となるK の開集合 Z の存在を示す. v(a) 6= w(a)で
あり, X は T1なので

U := {b ∈ K|v(b) 6= w(a)} = v−1(X \ {w(a)})

はK の開集合で aを含む. K は compact Hausdorff空間であるので a ∈ V ⊂ V ⊂ U となる開集
合 V が存在する. v : K → X は連続でX は弱Hausdorffなので, v(V ) ⊂ X は閉集合である U の

1B(ϵ, y) := {z ∈ Y |dY (y, z) < ϵ}とする.
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定め方から w(a) 6= v(V ). よって Z := w−1(X \ v(V ))とすると

a ∈ w−1(X \ v(V )) = Z

であり, Z は開集合である. そして Z ⊂ K \ u−1∆X でありいえた.

[2]∆X := {(x, x)|x ∈ X} ⊂ X×XがX×Xで閉集合であるとする. 任意の compact Hausdorff

空間からの連続写像 u : K → X について u(K)が閉集合であることを示せば良い. X は CGなの
で任意の compact Hausdorff空間からの連続写像 v : L→ Xについて v−1(u(K)) ⊂ Lが閉集合で
あることを示せば良い.

M := {(a, b) ∈ K × L|u(a) = v(b)} = K ×X L ⊂ K × L

と定める. すると定義からM = (u× v)−1∆X であり, u× v : K ×L→ X ×X は連続写像なので
M は閉集合である.

v−1(u(K)) = prL(M)

であり, 射影 prL : K × L→ Lは閉写像であるので言えた.

系 31. [Str, Cor2.15] X,Y を CGWHとする. f, g : X → Y 連続ならば,

ker(f, g) = {x ∈ X|f(x) = g(x)} = (f, g)−1∆Y

は閉集合である.

系 32. [Str, Cor2.16] Xiが CGWH, I を添字集合とするとき∏
iXiは CGWH.

Proof. CGは明らか. WHを示す. 30より∆X が
∏

iXiの位相で closedを示せば良い. しかしこ
れは pi : X → Xiとして

∆X = ∩i(pi × pi)
−1∆Xi

より明らかである.

命題 33. [Str, Prop2.17] X,Y を CGとする. ∼をX 上の同値関係とする. X × Y 上の同
値関係を

(x1, y1) ∼ (x2, y2)⇔ x1 ∼ x2 and y1 = y2

で入れるとき, 自然な全単射

(X × Y )/ ∼→ (X/ ∼)× Y

は同相である.

Proof. q : X → X/ ∼, q′ : X ×Y → (X ×Y )/ ∼を商写像とする. すると q× 1 : X ×Y → (X/ ∼

11



)× Y によってWell-definedな連続写像

q × 1 : (X × Y )/ ∼→ (X/ ∼)× Y

を得る.

一方 25から q′ : X × Y → (X × Y )/ ∼の adjoint X → C(Y, (X × Y )/ ∼)を得る. これより
q♯ : X/ ∼→ C(Y, (X × Y )/ ∼)を得る. これの adjointをとって

(X/ ∼)× Y → (X × Y )/ ∼

となる連続写像を得る. これらが同相写像を与える.

命題 34. [Str, Prop 2.20] f : W → X, g : Y → Z を CG間の商写像とする時 f × g :

W × Y → X × Z も商写像である.

Proof. f : W → X を商写像とする時, w ∼ w′を f(w) = f(w′)として定めれば, 位相空間として
X ∼= W/ ∼となる. よって

f × g = (idX × g) ◦ (f × idY ) : W × Y → X × Y → X × Z

は 33より連続写像である.

系 35. [Str, Cor2.21] X を CG, ∼をX 上の同値関係とする. X/ ∼がWHであることは,

R := {(x, y)|x ∼ y} ⊂ X ×X

としたときRがX×X上の閉集合であることと同値. (つまりXの通常の積位相で k-closed

であることと同値.)

Proof. X/ ∼がWHであることは,

∆X/∼ ⊂ (X/ ∼)× (X/ ∼)

が閉集合であることと同値. ここで π : X → X/ ∼を商写像として

π × π : X ×X → (X/ ∼)× (X/ ∼)

とおくと 34から商写像である. よって∆X/∼が閉集合であることは

R = (π × π)−1∆X/∼

が閉集合であることと同値である.
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以下∼をX 上の同値関係とした時

R∼ = {(x, y)|x ∼ y} ⊂ X ×X

で定める.

命題 36. [Str, Prop2.22] X を CGとする.

R := {∼ |X 上の同値関係でR∼がX ×X 閉 }

とおき x ∼min y を (x, y) ∈ ∩∼∈RR∼ で定める. このとき ∼min は X の同値関係であり,

X/ ∼minは CGWHとなる.

さらに
h : CG→ CGWH

を h(X) := X/ ∼minで定めれば, これは包含関手の左随伴射であり

homCGWH(h(X), Y ) ∼= homCG(X,Y )

となる. つまり任意の CGWH空間 Y への連続写像は h(X)を経由する

Proof. [1]∼∈ Rについて次の三つが成り立つ.

1. (x, x) ∈ R∼

2. (x, y) ∈ R∼ならば (y, x) ∈ R∼

3. (x, y) ∈ R∼かつ (y, z) ∈ R∼ならば (x, z) ∈ R∼

以上より∼minを
x ∼min y ⇔ (x, y) ∩∼∈R R∼

で入れればこれは明らかに同値関係になる. そしてR∼minはX×Xの閉集合なのでh(X) = X/ ∼min

はWHである.

[2]CGWH空間 Y への連続写像 f : X → Y を考える.

R := {(x, x′) ∈ X ×X|f(x) = f(x′)} = (f × f)−1∆Y

とおくとこれはX の同値関係を定める. よって R∼min ⊂ Rであることから hX → Y を誘導し唯
一性もわかる.

系 37. [Str, Cor2.23, Prop2.24] CGWHの圏は次の性質を満たす.

1. 完備かつ余完備.

2. cartesian closed.
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CGWH の圏は局所 compact Hausdorff 空間も含む. よって多様体は含まれる. 次の節で
CWcomplexも含むことを示す.

注意 38. 一般に圏論Cに直積とイコライザー (ker(f, g))をもてば完備である. これは F : J → C

について

s, t :
∏

i∈Ob(I)

F (i)→
∏

f∈Mor(C)

F (cod(f)) s = (F (f) ◦ πdom(f))f∈Mor(C) t = (πcod(f))∈Mor(C)

で定めれば, このイコライザーが極限を与える.

例えば f : Y → X, g : Z → X についてその直積 Y ×X Z は

s, t :
∏

i∈Ob(I)

F (i) = X × Y × Z → X ×X =
∏

f∈Mor(C)

F (cod(f))

s(x, y, z) = (f(y), g(z)) t(x, y, z) = (x, x)

であるのでこれらのイコライザーは

ker(s, t) = {(x, y, z) ∈ X × Y × Z|(f(y), g(z)) = (x, x)}

である. これは Y ×X Z = {(y, z) ∈ Y × Z|f(y) = g(z)}に等しい.

Proof. [1]完備なること. より直積∏
i∈I XiはCGWHである. そして f, g : X → Y についてイコ

ライザー ker(f, g) ⊂ X は 31は閉集合であり CGWHである. 極限は通常の積位相∏
i∈I Xiの k

化したやつの部分空間である.(集合としては limと同じ)

[2].余完備なること. 15より余直積 ti∈IXiは CGである. よって h(ti∈IXi)は 14から CGで
ありWHである. そして f, g : X → Y についてコイコライザー

cok(f, g) = h(Y t Y/ ∼)

であったので CGWHとなる. 特に余極限は通常の colimの h化である.

[3]cartesian closedなること. 終対象は一点集合, 直積の存在は [1]よりよってあとは冪対象の
存在である.

これは Y, Z を CGWHについて C(Y, Z)が CGWHを示せば良い. WHのみ非自明である.

∆C(Y,Z) ⊂ C(Y, Z) × C(Y, Z)が閉集合であることを示せば良い. それは evy : C(Y, Z) → Y を
f 7→ f(y)で定めると, 24から連続である. すると

∆C(Y,Z) = ∩y∈Y (evy × evy)
−1∆Z

であるので閉集合である.

1.2 CW複体
以下は nlabhttps://ncatlab.org/nlab/show/CW+complexを参考にした.
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定義 39. 1. DnをRnの閉単位球 (closed unit ball), つまりDn = {x ∈ Rn|||x|| ≤ 1}と
する. 位相は Rnの部分位相を入れる.

2. Sn−1を Rnの単位球面 (closed unit ball), つまり Sn−1 = {x ∈ Rn|||x|| = 1}とする.

位相は Rnの部分位相を入れる.

3. in : Sn−1 ↪→ Dnを包含連続写像とする.

また S−1 = ∅, S0 := ∗ t ∗と約束する.

定義 40 (single cell attachment). Xを位相空間とする. Xの n-cell attachmentとは, ある
連続写像 φ : Sn−1 → X に関する位相空間としての pushout X tϕ Dnとする.

Sn−1
ϕ

//

in
��

X

��
Dn // X tϕ Dn

例 41. X = Dnかつ φ = in : Sn−1 → Dnの時, X tϕ Dn = Snとなる.

例 42. φ : S−1 = ∅→ X の時, X tϕ D0 = X t ∗となる.

定義 43 (attachment many cells at once). I を集合とし, {φi : S
ni−1 → X}i∈I を連続写像

の族とする.

ti∈Iφi : ti∈ISni−1 → X と ti∈Iini : ti∈ISni−1 → ti∈IDni に関する位相空間としての
pushoutを, ”attachment many cells at once”といいX t(ϕi)i∈I

Dni と書く.

ti∈ISni−1
⊔i∈Iϕi

//

⊔i∈I ini
��

X

��
ti∈IDni // X t(ϕi)i∈I

Dni

定義 44 (CW複体). X が CW複体であるとは, 位相空間の列

∅ = X−1 ↪→ X0 ↪→ X1 ↪→ · · ·

があって次を満たすものである.

1. Xk ↪→ Xk+1は, ある ti∈Iφi : ti∈ISk → Xk があって, Xk+1 = Xk t(ϕi)i∈I
Dk+1と

なる.

ti∈ISk
⊔i∈Iϕi

//

⊔i∈I ik
��

Xk

��
ti∈IDk+1 // Xk+1
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2. X = colimk∈NXk = ∪k∈NXkである.

有限CW複体とはある有限のn0があってX = Xn0となることとする. またXnをn-skelton

という.

CW 複体間の cellular mapf : X → Y とは f : X → Y 連続写像で任意の n ∈ N で
f(Xn) ⊂ Ynとなるものとする.

命題 45. X を CW複体とする.

1. X は paracompactハウスドルフ.

2. X は CG. 特にX は CGWH.

実は正規であることもわかっている.

Proof. (sketch)

(1). nによる帰納法. n = −1ならX−1 = ∅より. Xn−1がそうだとすると, h : tSn−1 ↪→ tDn

は包含写像で h(tSn−1) ⊂ tDn は閉集合なので, Xn−1 → Xn も包含写像で像は閉集合 (closed

map)となる. paracompact Hausdorff空間の closed mapでの pushoutは paracompact Hausdorff

である2ので, Xnもそうなる.

(2) X はDnという CG空間の colimでかけているため.

1.3 CG, CGWHの圏論的性質
以下は [Fra]を参考にした

CGは完備かつ余完備でカルテシアン閉である.

• limについては位相の limをとった後に k-closedなものを付け加える.

• colimはそのまま.

• Y Z = C(Y, Z)で C(Y, Z)には compact open topologyの k化を入れる.

またTop→ CGをX 7→ kXと言う k-closedな位相を付け足したものにする関手とすると
これは右随伴関手である.

CGWHは完備かつ余完備でカルテシアン閉である.

• limについては CGの limとする.

• colimはCGの colimを取った後に h化する (閉な同値関係で一番小さいものでわる).

• Y Z = C(Y, Z)で C(Y, Z)には compact open topologyの k化を入れる.

2https://ncatlab.org/nlab/show/CW-complexes+are+paracompact+Hausdorff+spaces
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またCG→ CGWHをX 7→ hX という h化する関手とするとこれは左随伴関手である.

なぜこれらがトポロジーで重要かというと次のクラスになっているからである.

定義 46. 圏Cが”convenirnt category of topological space”とは次の条件を満たすTopの
部分圏とする.

1. CW -complexは C のObject.

2. 完備かつ余完備.

3. カルテシアン閉.

上からすぐに次がわかる.

定理 47. CG や CGWHは convenirnt category of topological space.

1.4 CGWH空間の余極限の補足

補題 48. Iを集合とし, i ∈ IについてXi位相空間とする. X = tXiとするときkX = tkXi.

特に k-closed集合の直和は k-closed.

Proof. πi : Xi → X は連続なので πi : kXi → kX も連続である. 示すことは V ⊂ X について V

が k-closedであることは各々 π−1
i (V ) ⊂ Xiが k-closedであることと同値であることである.

V ⊂ Xが k-closedとする. すると, πi : kXi → kXも連続より, π−1
i V ⊂ Xiも k-closedである.

逆に π−1(V ) ⊂ Xiが k-closedであるとする. u : K → X を compact Hausdorff空間からの連
続写像とする. u(K) ⊂ X = ∪i∈Iπi(Xi)より u(K)は compactなので, u(K) ⊂ ∪ni=1πi(Xi)であ
る. よってこれより

u−1(V ) = ∪ni=1{k ∈ K|u(k) ∈ πi(π
−1(Vi))}

今 π−1
i : πi(Xi)→ Xiを (xi, i) 7→ xiで定めると同相写像になる．よって

{k ∈ K|u(k) ∈ πi(π
−1(Vi))} = (π−1

i ◦ u)(k) ∈ π−1(Vi)

π−1
i ◦u : K → Xiは連続なので，{k ∈ K|u(k) ∈ πi(π

−1(Vi))}は k-closedとなり u−1(V )も closed

となる,

補題 49. [Str, Lemma 3.3] I small filtered categoryとし, X : I → CGWHを関手とす
る．さらに f : i → jについてXf : Xi → Xj は連続な単射でXf(Xi) ⊂ Xj はXj で閉集
合であるとする. この時 colimi∈IXiは CGWHである.
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Proof. i, j ∈ I について fik : i→ k, fjkj → kとなる kを取り

Rij := Xi ×Xk
Xj := {(xi, xj)|fik(xi) = fjk(xj)}

と定める. これは Rij は kの取り方によらない. (なぜならばXf : Xi → Xj は単射だから k → k′

となる射がある場合に同じことが示せる. またRii = ∆Xi となる) また

Rij = {(xi, xj)|fik(xi) = fjk(xj)} = (fik × fj)
−1∆Xk

であり Xk は CGWH なので 30 より ∆Xk
⊂ Xk × Xk は k-closed である. これより 11 から,

fik × fj : k(Xi ×Xj)→ k(Xk ×Xk)は連続なのでRij はXi ×Xj の k-closed集合である.

Y := ti∈Ob(I)Xiとおき ηi : Xi → Y を包含写像とする. すると有限極限とフィルター余極限
の交換から Y × Y と ti,j(Xi ×Xj)は同相である. よって

R := ti,j∈IRij ⊂ ti,j(Xi ×Xj) ∼= Y × Y

とするとRij は k-closedであるので 48からRは k-closedである.

x ∼ yという 2項関係を, (x, y) ∈ Rであることとして定める. すると∼は同値関係で

colimi∈IXi
∼= Y/ ∼

となる. 同値関係になることはRij := {(xi, xj)|fik(xi) = fjk(xj)}であることを考えると

1. x ∼ xはRii = Xi ×Xiであるので.

2. x ∼ yならばRij
∼= Rjiを (xi, xj)→ (xj , xi)であるので y ∼ x.

3. x ∼ y, y ∼ zかつ (x, y) ∈ Rij , (y, z) ∈ Rjkについて, i, j, k → lなる lをとると言える.

さらに colimi∈IXiの構成方法は Y に同値関係 (xi, i) ∼c (xj , j)を i, j → kを取り fik(xi) = fjk(xj)

として入れるので, colimi∈IXiと Y/ ∼は同相である.

14, 15から Y/ ∼は CGである. WHに関しては R ⊂ Y × Y が k-closedなので 35より言え
る.
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