
チャーン類の不等式と構造定理
岩井 雅崇 (阪大理)∗

1 イントロダクション
相加相乗不等式を考えよう. この不等式を厳密にいうと次のようになる.

1. (不等式) 任意の正の数 a, bについて a+b
2

≥
√
abである.

2. (等号成立条件) 上の不等式の等号が成立するとき, a = bである.

このように不等式の存在には必ず等号成立条件がつきものである.

第 2 Chern類の不等式に関しても同じことが言えないだろうか? より厳密にいうと, 今
回次のことをお話ししたい.

1. (Chern 類の不等式) 複素多様体 X に条件をつければ, 定数 A があって, 不等式
c2(X)− Ac1(X)2 ≥ 0が成り立つ?

2. (構造定理) 上の不等式の等号が成立するとき, X の構造は決定できるか?

2 宮岡-Yau 不等式と構造定理
以下しばらく X を n次元射影複素多様体とする. つまり X は CPN の閉部分複素多様
体と思って良い. また Ω1

X を正則余接ベクトル束とし, 標準束をKX := detΩ1
X で定める.

これによって, X の Chern類は

c1(X) := −c1(Ω
1
X) c1(X)2 = c1(Ω

1
X)

2 c2(X) := c2(Ω
1
X)

と書くことができる.

Chern類の不等式で一番有名なのは次の”宮岡-Yau不等式”であろう.

定理 2.1. [Miy77][Yau77] KX が豊富 (曲率正)であるとき, 次の”宮岡-Yau不等式”(
c2(X)− n

2(n+ 1)
c1(X)2

)
[KX ]

n−2 ≥ 0 (1)

が成り立つ. また (1)の等号が成り立つとき, X の普遍被覆は Cn の単位球となる.

ここで直線束の正値性について復習しておく.

定義 2.2. [Dem12, Section 6] Lを直線束とする.

1. ある滑らかな計量 hがあってその Chern曲率が√
−1ΘL,h > 0を満たすとき, Lは
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豊富 (曲率正)であるという.

2. 任意の複素１次元曲線 C ⊂ X について L · C ≥ 0となるとき, Lはネフであると
いう.

関係としては次が成り立つ.

豊富 (曲率正) +3 滑らかな計量 hで√
−1ΘL,h ≥ 0

(曲率半正)
+3 ネフ

次にKX の曲率が 0の場合を考える. これも [Yau77]によってわかっている.

定理 2.3. [Yau77] KX の曲率は 0, つまり c1(KX) = 0であるとする. このとき任意の豊
富直線束 H について

c2(X)Hn−2 ≥ 0 (2)

が成り立つ. また (2)の等号が成り立つとき, X はトーラス T からの有限被覆 T → X を
持つ.

定理 2.1や定理 2.3の証明は以下のとおりである. KX が豊富や曲率 0の場合は [Yau77]

から Kähler-Einstein 計量が存在する. よって次の Chen-荻上の定理 [CO75] を示せば
良い．

定理 2.4. [CO75] X が Kähler-Einstein計量 ω を持つならば,(
c2(X)− n

2(n+ 1)
c1(X)2

)
[ω]n−2 ≥ 0 (3)

を満たす. そしてその等号が成立するならば, X の普遍被覆は CPn, Cn, Cn の単位球の 3

つに限られる.

証明 [Kob14, Section 4]にも証明がある. 今回は [His24, Section 3]の証明を拝借した.

normalized Riemann curvature tensorや normalized Ricci tensorを

R̃m(ω) := Rijkℓ −
R(ω)

n(n+ 1)

(
gijgkℓ + giℓgjk

)
R̃ic(ω) := Ric(ω)− R(ω)

n
ω.

とする. ここで R(ω)はスカラー曲率である. [CO75]によって{
2(n+ 1)c2(X)− nc1(X)2

}
[ω]n−2

=
1

4π2n(n− 1)

∫
X

{
(n+ 1)

∣∣∣R̃m(ω)
∣∣∣2 − (n+ 2)

∣∣∣R̃ic(ω)∣∣∣2}ωn.
(4)

がわかっている. よって ω が Kähler-Einstein計量ならば,∣∣∣R̃ic(ω)∣∣∣2 = |Ric(ω)|2 − R(ω)2

n
≤

∣∣∣∣Ric(ω)− R(ω)

n
ω

∣∣∣∣2 = 0



であるので, (4)に代入して
{
2(n+ 1)c2(X)− nc1(X)2

}
[ω]n−2 ≥ 1

4π2n(n− 1)

∫
X

(n+ 1)
∣∣∣R̃m(ω)

∣∣∣2 ≥ 0

がわかる. (3)の等号が成立する場合は R̃m(ω) = 0となる. つまり ω の正則断面曲率は
一定である. 古典的な結果 *1 によって, X の普遍被覆は CPn, Cn, Cn の単位球の 3つに
限られる.

以上をまとめると次のとおりである.� �
KX が豊富や曲率 0だと, (1)や (2)のような Chern類の不等式が存在し, その等号が
成立するとき, X の構造が決定できる.� �

3 宮岡の不等式

3.1 宮岡の不等式と構造定理
では KX の曲率半正の場合はどうなるのだろうか? 定義 2.2から KX の曲率半正なら
ばネフなので, 自然と次の問題が考えられる.

問題 3.1. KX がネフの場合の「Chern類の不等式と構造定理」はどうなるだろうか?

この場合の Chern類の不等式はもうすでにわかっている.

定理 3.2. [Miy87] KX がネフであるとき, 任意の豊富直線束 H について以下の”宮岡の
不等式”が成り立つ. (

c2(X)− 1

3
c1(X)2

)
Hn−2 ≥ 0 (5)

では等号成立した場合の X の構造はどうなるだろうか? これに答えたのが我々の論文
[IMM24]の主定理である.

定理 3.3. [IMM24] KX がネフであり豊富な直線束 H について(
c2(X)− 1

3
c1(X)2

)
Hn−2 = 0 (6)

が成り立つとき, ある有限被覆 X ′ → X があって, X ′ は次の 3つに限られる.

1. (c1(X) = 0のとき) X ′ はトーラス.

2. (c1(X) ̸= 0 かつ c1(X)2 = 0 のとき) 沈め込み X ′ → C があって, ファイバーは
トーラスかつ C は種数 2以上のリーマン面である.

3. (c1(X)2 ̸= 0のとき) X ′ は A× S と同型である. ここで Aは n− 2次元トーラス

*1かの有名な微分幾何の本”Kobayashi-Nomizu”によると Hawleyと Igusaが独立に示したとのこと.



かつ S は複素曲面でその普遍被覆は C2 の単位球である.

証明はかなりテクニカルである. [Yau77]や [CO75]のような微分幾何学的なアプロー
チは用いず, [PRT22]の葉層理論を使ったり, Campanaの Special多様体の理論などの理
論を用いる. 私はこういったテクニカルな論文は好きだが, ここで証明を書いても退屈し
そうなので, 今回は証明を書かない.

3.2 極小モデル理論との関連
ここで双有理幾何学・極小モデル理論のお話をする. なおこの節を書くにあたって , 藤
野先生のサーベイ [Fuj22]や權業先生のサーベイ [Yos16]を参考にした.

極小モデル理論には以下の二つの大予想がある

予想 3.4 (非消滅予想). KX が擬有効ならば, あるm ∈ Nがあって H0(X,K⊗m
X ) ̸= 0.

予想 3.5 (アバンダンス予想). KX が擬有効ならば κ(KX) = ν(KX). 特に KX がネフな
らば半豊富である.

用語について説明すると, 以下のとおりである.

定義 3.6. [Dem12, Section 6][Yos16] Lを直線束とする.

1. κ(L)を以下で定義する.

κ(L) := max

{
k ∈ N| lim sup

m→∞

dimCH0(X,L⊗m)

mk
> 0

}
ただし右の集合が空の場合は κ(L) := −∞と定義する.

2. ν(L)を以下で定義する.

ν(L) := max

{
k ∈ N|豊富直線束 Aがあって lim sup

m→∞

dimCH0(X,L⊗m ⊗ A)

mk
> 0

}
とおく. ただし右の集合が空の場合は ν(L) := −∞と定義する. なお Lがネフの
場合は ν(L) = max{k ∈ N|c1(L)k ̸= 0}である.

3. Lが巨大とは, κ(L) = dimX となること.

4. L が擬有効とは巨大直線束の極限でかけること. つまり任意の豊富直線束 A と
m ∈ Nについて L⊗m ⊗ Aが巨大となること.

5. L が半豊富とは, ある m ∈ N があって L⊗m が大域的に生成されること. つまり
任意の x ∈ X についてある正則切断 s ∈ H0(X,L⊗m)があって s(x) ̸= 0 となる
こと.

図にすると以下のとおりである.



豊富 (曲率正)√
−1ΘL,h > 0

+3

��

半豊富 +3 曲率半正√
−1ΘL,h ≥ 0

+3 ネフ

��

ネフかつ巨大 +3 巨大 +3 あるmで H0(X,L⊗m) ̸= 0. +3 擬有効

どの矢印も一般の直線束 Lについては逆は成り立たない.

アバンダンス予想から非消滅定理が従う. なぜならKX が擬有効ならば, ν(KX) ≥ 0が
常に言えているからである. また [Has18]により, 滑らかな射影多様体に関する非消滅定
理が解けると極小モデルの存在がわかる. つまり予想 3.4や 3.5は極めて難しいことがわ
かる. 予想 3.4や 3.5は 3次元以下では解決しているが, 4次元以上では未解決である.

定理 3.3の構造定理はアバンダンス予想 3.5への応用がある．

系 3.7. [IMM24] KX がネフかつ
(
c2(X)− 1

3
c1(X)2

)
Hn−2 = 0 ならば KX は半豊富で

ある.

特に「KX がネフかつ c2(X)Hn−2 = 0ならば KX 半豊富」である. これは我々の前の
研究 [IM22]の内容である.

3.3 特異点をつけた場合の宮岡の不等式.

定理 3.3は特異点つけても成り立つ. ここで特異点に関して復習する.

定義 3.8. X を正規射影代数多様体とする. X が高々 terminal (resp. canonical,

Kawamata log terminal, log canonical) 特異点を持つとは, ある特異点解消 π :

X ′ → X と X ′ 上の例外因子 Ei があって

KX′ ∼Q π∗KX +
l∑

i=1

aiEi

とかけるとき, 全ての ai が > 0 (resp. ≥ 0, > −1, ≥ −1)を満たす.

定理 3.3は KLT(Kawamata log terminal)にまで拡張できる.

定理 3.9. [IMM24] X を KLT多様体 (KLT特異点を持つ射影代数多様体)とする. KX

がネフならば, 豊富直線束 H について(
ĉ2(Ω

[1]
X )− 1

3
c1(Ω

[1]
X )2

)
Hn−2 ≥ 0 (7)

が成り立つ. さらに等号が成立するとき, quasi-étale cover(余次元 1集合を除いて有限エ
タールな被覆)X ′ → X が存在して X ′ は滑らかである. よって X ′ は定理 3.3の (1)-(3)

の 3つに限られる.



ここで「ĉ2(Ω
[1]
X )とはなんぞや？」となる. これは”Q-Chern 類”というもので次のよう

に定義する. *2

X を KLT 多様体とする. [GKP16] から, codim(X \ X◦) ≥ 3 となる Zariski 開集
合 X◦ ⊂ X で X◦ は商特異点のみを持つものがある. よって X◦ にはオービフォー
ルドの構造 X◦

orb が入る. また Xreg を非特異集合, i : Xreg → X を包含写像として
Ω

[1]
X := (i∗Ω

1
Xreg

)∨∨ と定める.*3 すると Ω
[1]
X |X◦ はオービフォールド ベクトル束となる

ので, オービフォールド Chern 類 ĉ2(Ω
[1]
X ) が定義でき, 直線束との交点数 ĉ2(Ω

[1]
X )Hn−2

が定義できる. これは codim(X \ X◦) ≥ 3 なので, X◦ の取り方によらなくなる. なお
codim(X \Xreg) ≥ 3ならば ĉ2(Ω

[1]
X )は普通の chern類 c2(X)と同じである.

実は宮岡-Yau不等式などに関しても, Greb-Kebekus-Peternell-Taji によって KLT多
様体で成り立つことが知られている.

定理 3.10. [GKPT19][GKPT20] X が KLT多様体でKX がネフかつ巨大ならば(
ĉ2(Ω

[1]
X )− n

2(n+ 1)
c1(Ω

[1]
X )2

)
Kn−2

X ≥ 0 (8)

が成り立つ. また (8)の等号が成り立つとき, X の標準モデル Xcan について quasi-étale

cover X ′ → Xcan が存在して X ′ は滑らかである. 特に X ′ の普遍被覆は Cn の単位球で
ある.

定理 3.11. [GKP16][LT18] X が KLT 多様体で KX ∼Q 0 ならば, 豊富直線束 H につ
いて

ĉ2(Ω
[1]
X )Hn−2 ≥ 0 (9)

が成り立つ. また (9) の等号が成り立つとき, quasi-étale cover X ′ → Xcan が存在して
X ′ はトーラスである.

3.4 コンパクト Kähler多様体の宮岡の不等式
コンパクト Kähler多様体でも宮岡の不等式は言える.

定理 3.12. [IM22][Iwa25] (X,ω)をコンパクト Kähler多様体とする. KX がネフ *4 なら
ば, (X,ω)に依存した正の数 ε0 > 0が存在して(

c2(X)− 1

3
c1(X)2

)
(KX + εω)n−2 ≥ 0 (10)

が任意の 0 < ε < ε0 で成り立つ. そして (10)の等号がある正の数 0 < ε < ε0 で成り立

*2詳しくは [GKPT19]参照のこと. [IMM24]でも簡潔に書いた.
*3E∨ := Hom(E ,OX)である.
*4Kähler の場合は部分多様体がないこともあるので, ネフの定義は変わる. 「任意の ε > 0 について, ある
KX の滑らかな計量 hε で

√
−1ΘKX ,hε ≥ −εω となる」ことをネフの定義にする.



つとき, ある有限被覆 X ′ → X があって, X ′ は定理 3.3の (1)-(3)の 3つに限られる.

ただ今の所ちょっと気に入ってないのが”(KX + εω)n−2”の部分である. この部分
を”ωn−2”にできないのか?と思う ([Iwa25]参照).*5

4 弱 Fano多様体の Chern類の不等式と構造定理

4.1 弱 Fano多様体の宮岡-Yau不等式.

今まで KX が正値性を持つ場合をやってきた. 次は −KX が正値性を持つ場合, つまり
(弱)Fano多様体の場合を考える. この場合は宮岡-Yau不等式は必ずしも成り立たない.

例 4.1. [GKP22, Example 7] 4次元 Fano多様体 X = P(OCP3 ⊕ OCP3(3)) を考えると,

c1(X)4 = 800かつ c2(X)c1(X)2 = 296なので, 宮岡-Yau不等式は成り立たない.

ただ次のことはわかっている.

定理 4.2. [CO75][His24][Ou23] X を KLT多様体とし次のどちらかを仮定する.

1. −KX はネフかつ巨大であり, X は一様 K安定である.

2. −KX はネフだが巨大ではない.

このとき (
ĉ2(Ω

[1]
X )− n

2(n+ 1)
c1(Ω

[1]
X )2

)
[−KX ]

n−2 ≥ 0 (11)

が成り立つ. また仮定 1のもとで (11)の等号が成り立つとき, 反標準モデル Xac は CPn

からの quasi-étale cover CPn → Xac を持つ.

−KX が豊富の場合, 一様 K 安定から Kähler-Einstein 計量が存在するので, 定理 2.4

から宮岡-Yau 不等式がわかる. [His24] では twisted Kähler-Einstein 計量を用いて, 宮
岡-Yau不等式が成り立つことを示している. *6

証明 (1).[His24] では滑らかな多様体しか扱っていないので, 一応証明を付け加えてお
く. (ただし証明は全く同じである.) [Xu23, Theorem 1.1, 1.2] から反標準モデル Xac

が定義でき, Xac は一様 K 安定である. よって Xac は特異 Kähler-Einstein 計量を持つ
([DGP24, Remark 4]参照). これより [DGP24, Theorem B]から, ”canonical extension”

*5 [Iwa25] はホームページで公開している. 正直あまり新しい結果と思えないので, 今の所論文にする気はな
い. この問題を解けたら論文にしてもいいかなとは思う.

*6後に 2024年 6月に久本先生と議論したらもっと代数的な証明があることや等号成立に関してもわかった.た
だ既存の大結果を組み合わせたらできたので, 久本先生の論文に付け加えてもらうことにした.



が −KXac 半安定である. 以上より(
ĉ2(Ω

[1]
X )− n

2(n+ 1)
c1(Ω

[1]
X )2

)
[−KX ]

n−2

≥
[GKPT20]

(
ĉ2(Ω

[1]
Xac

)− n

2(n+ 1)
c1(Ω

[1]
Xac

)2
)
[−KXac ]

n−2 ≥
BG 不等式

0.

であるので (11)が言えた. 等号成立の場合の主張は [GKP22]と同じである.

(2). [Ou23]から, −KX ネフならば任意の豊富直線束 H について

ĉ2(Ω
[1]
X )Hn−2 ≥ 0

である. (KLTの場合は [IMM24]参照.) よって Hε = KX + εH として ε → 0とすれば,

(11)が言える.

ところで (2)の証明で出てきた 「−KX ネフならば ĉ2(X)Hn−2 ≥ 0」に関して等号成
立する場合はどうなるのだろうか. これも [IMM24]で KLT多様体の場合にわかった.

定理 4.3. [IMM24] X が KLT多様体で −KX がネフとする. ある豊富直線束 H で

ĉ2(Ω
[1]
X )Hn−2 = 0

が成り立つとき, ある quasi-étale cover X ′ → X があって X ′ は次のどちらかである.

1. (ν(KX) = 0のとき) X ′ はトーラス.

2. (ν(KX) = 1のとき) X ′ はトーラス A上の CP1 ファイバー束.

この構造定理は滑らかな射影多様体の場合は [Cao13]や [Ou23]でわかっていた. コン
パクト Kählerの場合は [IM22]で示した. それから KLT多様体の場合どうなるか考えて
いたが, [IMM24]で解決した.

4.2 弱 Fano多様体の Chern類の不等式.

定理 4.2から弱 Fano多様体が宮岡-Yau不等式を満たすのには Kähler-Einstein計量が
必要だということがわかる. ではそうでないものについては何かわからないのだろうか?

[IJL23]で次のことを示した.

定理 4.4. [IJL23] 任意の n ∈ N についてある定数 bn > 0 があって, 任意の n 次元
terminal 多様体 X で −KX がネフかつ巨大ならば次が成り立つ.

bnc2(X)(−KX)
n−2 ≥ (−KX)

n

この bnは Birkarによる BAB予想の解決を使うので, 具体的にはわかっていない. 3次
元の場合は以下の予想がある.



予想 4.5. b3 = 3

現状次がわかっている.

定理 4.6. 1. [IJL23] b3 < 24 · 36 · 7.
2. [LL23][LL24] Picard数 1かつ Q-factorial な Fanoに限れば b3 = 3

補足 4.7. なぜ b3 = 3と予想されているのか? それは予想 4.5から (−KX)
3 ≤ 72という

予想が導かれるからである. 以下は Ching-Jui Lai先生から教えてもらった.

X が terminalで dimX = 3とすると, Reid’s Riemann-Rochから

χ(OX) =
1

24
c2(X)(−KX) +

1

24

∑
r∈RX

(
r − 1

r

)
である. ここで RX := {r ∈ N| ある x ∈ X で 1

r
(1,−1, b)特異点を持つ }である. −KX

がネフかつ巨大ならば χ(OX) = 1であるので,

1 =
1

24
c2(X)(−KX) +

1

24

∑
r∈RX

(
r − 1

r

)
≥ 1

24
c2(X)(−KX)

となる. もし予想が正しいならば上の式から (−KX)
3 ≤ 72である.

ちなみに Riemann-Rochから X が滑らかな場合は b3 = 3がわかる.

5 まとめと問題集
今回の話をまとめると下の図のようになる.

KX 豊富 KX 曲率 0 KX ネフ
−KX 豊富 かつ
一様 K 安定 −KX ネフ

不等式 c2 − n
2(n+1)c

2
1 ≥ 0 c2 ≥ 0 c2 − 1

3c
2
1 ≥ 0 c2 − n

2(n+1)c
2
1 ≥ 0 c2 ≥ 0

構造定理 普遍被覆が
Cn の単位球 トーラス

(1) トーラス
(2) 種数 2 以上のリーマン面の
トーラスファイブレーション
(3) トーラスと普遍被覆が
C2 の単位球となる曲面の直積

CPn

(1) トーラス
(2) トーラス上の

CP1 束

[IMM24]で私が気になっていた構造定理は得られたのでその部分は一件落着した. た
だ−KX が正値性を持っている場合などはまだよくわかっていない. Chern類の研究はし
ばらくはまだやるかな?という状況である. なので気になる問題をこの節で書いてみるこ
とにした.

5.1 Ω1
X がネフの場合のアバンダンス予想.

[IM22][IMM24]のきっかけになったのは次の予想である.

予想 5.1. Ω1
X がネフ (つまり P(Ω1

X)(1)がネフ)ならば, KX は半豊富か?

[IM22] から ν(KX) = 1 の場合が解けた. なぜなら ν(KX) = 1 かつ Ω1
X ネフから



[DPS94]で c2 = 0がわかるからである. 「アバンダンス予想 3.5は難しいのになぜこの
問題をするのか?」との声もあるが以下の定理があるからである.

定理 5.2. [WZ02] 双正則断面曲率が 0以下ならば, KX は半豊富である.

双正則断面曲率が 0 以下ならば Ω1
X がネフがすぐに従う. [WZ02] の証明だが, 古い

微分幾何の結果のオンパレードで私には全くわからない. どうも”Ricci flat foliation”を
作って, それが代数的可積分であることを示しているようで有る. *7 この辺りは最近葉層
理論が流行っているので, もっと簡単に示せないかなと思う.

ちなみに [IM22] から「Ω1
X がネフならば numerical flat な Q と generically ample な

Gで Ω1
X = Q⊕ Gとなる分解 (藤田分解)」が存在する. これはアバンダンスで使えるの

では?と思い Druel先生に聞いてみたら, 「Q ⊂ Ω1
X から numerical flatな葉層が作れ, そ

れから X の普遍被覆はわかる」と言われた. この内容は最近 [DPPT24]として Arxivに
提出された.

5.2 なぜ宮岡の不等式の係数は 1
3
なのか?

宮岡の不等式をもう一度見てみると, KX がネフならば(
c2(X)− 1

3
c1(X)2

)
Hn−2 ≥ 0

である. なぜ 1
3
なのだろうか? [IMM24]で確かにこの不等式を示したのだが「計算した

らなぜかこうなった」としか言えないのである. [Miy87]の証明を見ても自然な理由が全
くわからない. 一体どうやって宮岡先生はこの不等式を見つけてきたのか毎回不思議に
思う.

宮岡-Yauの不等式は微分幾何学でみるとある意味自然である. それは (4)から 2(n +

1)c2(X) − nc1(X)2 が Riemann curvature tensor の言葉で書けるからである. なので自
然と次が思いつく.

問題 5.3. 3c2(X)− c1(X)2 は Riemann curvature tensorの言葉で書けないか?

もう一つ思うことは, この 1
3
は変えれるのではないかということである.

問題 5.4. 宮岡の不等式の”1
3
”の部分はもっと精密にできないか? 例えば ν(KX) との関

係はないだろうか?

これは共同研究者の Niklasさんから「博論でこの問題をやるので, 考えさせてほしい」
と言われた. ただその後全く音沙汰がない. 実際似たような問題は宮岡先生のサーベイ
[Miy14, p.28]にもある.

*7 [IM22]でも葉層理論の結果を用いて示したので, 葉層がカギなのは確かである. ([Yos16]の最終章も参照)



5.3 なぜ 2次の Chern類だけなのか?

これも宮岡先生のサーベイ [Miy89]で書いていたことである.

問題 5.5. [Miy89, 問題 4.1]

1. 安定ベクトル束 E について c3(E), c4(E), . . .を含む自然な不等式はあるか?

2. KX がネフならば c3(X), c4(X), . . .が満たすべき不等式はあるか?

なぜ 2次の Chern類だけこのような不等式や構造定理はあるのだろうか? 3次, 4次の
Chern類は考える意味はないのだろうか? 調べてみたが, 全く研究が見つからなかった.

5.4 Fano多様体の Chern類の不等式の問題
これは Ching-Jui Lai先生から聞いた予想である.

予想 5.6. −KX が豊富かつ TX がネフならば宮岡-Yau不等式は成り立つか?

Campana-Peternell予想が正しければ, X に Kähler-Einstein計量が入るので, この予
想は正しい. Ching-Jui Lai先生からは「これが難しくても (

c2(X)− 1
3
c1(X)2

)
(−KX)

n−2 ≥
0ぐらいはわかるのでは?」と言われた.

もう一つは Haidong Liuさんからいた予想である.

予想 5.7. −KX ネフ かつ
(
c2(X)− n

2(n+1)
c1(X)2

)
(−KX)

n−2 = 0の X の構造は?

ネフかつ巨大かつ一様 K安定なら [His24]の結果から X の構造はわかる. では巨大を
外したときはどうなるのだろうか?.

他にも Haidong Liuさん関連の予想もこの際なので書いておく.

予想 5.8. X を 3次元 Calabi-Yau 多様体とする. Lが strictly ネフならば c2(X)L > 0

か?

これが解けると 3 次元の ampleness 予想「L が strictly ネフならば豊富」がとけ
る.([Liu23]参照) ampleness予想に関しては 4次元の場合は [LM23]で解けている. なぜ
か 3次元の場合が残っている.

6 思い出話
[Miy87]や [Ou23]がこの研究のスタートになっている. これらの論文は 2019年の博士

3年の時に読んだ. [Miy87]は初等的な道具だけで Chern類の不等式を示していて, 何回
読んでもいい論文だなあと思う限りである. [Ou23]は [Miy87]をより精密に書いた論文
である. これも何回も読んだ. ただその時はこの論文が何かためになるとは思っていな
かった.

2021 年に東北大学の助教になった際, 「せっかく東北大学に来たのだから, 松村先生



が言っていた問題 (Ω1
X がネフのアバンダンス) を解こう!」と思った. 当然, 解けるわけ

もなく [WZ02]を読んでも理解できるわけもなく, 途方に暮れていた. ある日の帰り道に
「c1(X)2 = 0かつ Ω1

X ネフなら解けるのかな?」と思った. ふと [Ou23]が頭に思いつき,

当時ちょっと読んでた葉層の論文 [PRT22]と合体させると, アバンダンスがすぐに示せ
た.あまりに簡単に解けたので不安になり, 松村先生とセミナーをした. その後この内容
を論文にしたのが [IM22]である.

その後 [IM22] を KLT 多様体に拡張しようと考えたが, これが全くうまくいかなかっ
た. これと別件で [Miy87]の宮岡の不等式の等号成立の場合を調べていた. 滑らかな多様
体の場合はすぐにできたのだが, KLTの場合がわからず, お蔵入りになっていた. そこで
2023年 6月にフランスの集会で Claudon先生に「こういうのはできたんですけどねー」
とこの結果を話した. すると横にいた Niklasさんが「これは僕が博論で考えてた問題や
ねんけど...」と言ってきた. その場にいた Claudon 先生から「共同研究したら?」と勧
められ, Niklas さんと共同研究することになった. その後松村先生も誘ってできたのが,

[IMM24]である.

[IJL23]の共同研究の成り立ちも面白い. [IJL23]の前のバージョンに, Chen Jiangさん
と Haidong Liuさんの予想「−KX がネフかつ巨大ならば c2(X)(−KX)

n−2 > 0が成り立
つか？」があった. たまたま ArXivでこの問題を見た私は「[IM22]の計算使えば絶対で
きるやろ」と思った. 実際 2週間くらいで解けたので 2人に送り, それが共同研究になっ
た. 私からすると「2週間で問題が解けて論文も書けてラッキー」となるが, 2人からする
とどう思っていたのであろう? Chen Jiangさんは東大時代の私のことを覚えていたらし
く全くの見知らぬ人ではなかった. ただ Haidong Liuさんはメールでも初対面であった.

今思えば見知らぬ人からいきなり「お前の問題解けたぞ」とメールが来たらそれは少し
怖い気もする. ちなみに Haidong Liuさんとはその後日本でも中国でも会った. 2025年
6月の中国の集会に招待してもらっている.
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