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Abstract

岡多様体の勉強会のために Campana-Winkelman [CW15]とOka多様体に関してまとめた
ものです.
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はじめに

この pdfは次の内容に基づいています.

• Campana-Winkelman 15 のまとめ. [CW15]をそのまま読んだ内容を書いています. 内容
は”special多様体と h-principle”について (雑に??)まとめた (?)論文の解読書です.

• Oka多様体まとめと問題. Oka多様体に関する日下部さんのサーベイや Forstneric先生の
サーベイをまとめた内容です.

• Voison先生のサーベイまとめ. [Voi]のサーベイをまとめています. Iitaka-fibration, MRC

fibration+有理連結, Shafarevich map, Core fibration (+special多様体)の内容を (玄人向け
に?)まとめたサーベイの解読書です. (が, あまりよくわからなかったです. )

• その他は期限内に読めなかったが, 和訳だけしたものを書いています. ただ著作権的にまず
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い可能性もあるので, その場合は削除します.

また赤字がありますが, これはわからなかったところです. わかったことがあれば教えてください.
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1 Campana-Winkelman 15 まとめ

はじめに

以下 [CW15]の論文を現論文の順番通りに解読していく. いろんな内容があり面白い反面, 繋がり
がよくわからなかったのでかなり苦労した.

1.1 1章 Introduction

Definition 1.1. [CW15, Defintion 1.1]解析空間 (complex space)Xがh-principleを満たす
とは, 任意の Stein多様体S, 任意の連続関数 f : S → Xについて, ある正則関数F : S → X

があって, F と f は homotopicである.

Historyはこちら：

• Oka-Grauert: Stein 多様体 S上の complex Lie group Gを fiberとする主G束をXとする.

その連続なセクション s : X → Gは, ある正則切断と homotopicになる
• Gromov: Elipticならば, h-principleを満たす.

• Forstneric: Subeliptic ならば h-principleを満たす.

• 等質空間. (homogenerous complex manifold. 群 GがX に推移的に作用しているもの)は
h-principleを満たす. よって CPn, Grassmanian, Torusも h-principleを満たす.

• A ⊂ CmをAlgebraic subvarietyで余次元 2以上なものをとると, Cm \Aも h-principleを満
たす.

• Oka多様体は h-principleを満たす. 2.6参照.

Steinの定義は次の通りである.

Definition 1.2 (正則凸・正則分離・Stein空間, [GR79, IV.2.1, 2.2, 3.12, V.4.2]). X を
(2nd countable)解析空間とする. (reduced, irreducible, normalは不要).

X が正則凸 (holomorphically convex)であるとは同値な以下の条件を満たすこと.

1. 任意の相対コンパクトK ⊂ X について, その正則凸包

K̂ := {x ∈ X||f(x)| ≤ max
y∈K

||f(y)|が任意の f ∈ OX(X)で成り立つ }

もまた相対コンパクトになる.

2. 任意の集積点を持たない点列 {yn}∞n=1 について, X 上のある正則関数 f が存在して
supn∈Z+

|f(yn)| = +∞となる.
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X が正則分離可能 (homomorphically separable)とは, 任意の x, y ∈ X についてあるX 上
の正則関数 f があって f(x) 6= f(y)となること.

X が Stein空間とは次の同値な条件を満たすこと.

1. Xは正則完備, つまりXは弱正則凸 (任意のコンパクト集合Kについて K̂ ∩W がコ
ンパクトになるようなKの開近傍W が存在する)かつX内のコンパクト解析的部分
集合は有限集合である.

2. X 内の任意の閉部分集合 P について定理 B, つまりHq(P,F) = 0が任意の解析的連
接層 F と q ≥ 1について成り立つ.

3. I ⊂ OX を連接 ideal層としたとき, H1(X, I) = 0が成り立つ.

4. Γ(X, ·) : Coh(X) → Abは完全関手.

5. X は正則凸, 正則分離可能, かつ任意の x ∈ X についてその埋め込み次元 e :=

dimCmx/m
2
xとすると, ある eこの f1, . . . , fe ∈ OX,xがあって, mxを生成する.

6. X は正則凸かつ正則分離可能,

埋め込み次元の部分がわかりづらい. もし簡単のためX ⊂ CN , x = 0でX = (g1 = · · · = gk = 0)

と書けているときは
e := dimCmx/m

2
x = N − rank J0(g1, . . . , gk)

となる. 陰関数定理から 0 ∈ Xの周りでCN−rank J0 = Ceに埋め込むことができる. 特にdimX ≤ e

である.

正則ならば=がなりたつ. よって Steinならば局所座標を全体に伸ばすことができるので次を得る.

Corollary 1.3 (局所座標公理). X が Stein 多様体とする. 任意の x ∈ X についてあるX

上の正則関数 f1, . . . , fnがあって fi|U が zを含むある小さな開集合U 上の局所座標となる.

この論文の主定理は次の通り.

Theorem 1.4. [CW15, Main Theorem] X を irreducible projective varietyとする.

1. (=1.52) X が projective manifoldで, h-principleを満たすならば special.

2. (=1.50) Xが h-principleを満たすならば, Brody hyperbolic Kähler 多様体 Y への正
則写像 f : X → Y について, f は定数になる.

Theorem 1.5. [CW15, Theorem 1.2] X を解析空間とする.

1. (=1.44) h-principleを満たすならば, homotopically C-connected
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2. (=1.7) X が algebraic variety または compact Kähler とする. このとき (quasi-

)Albanese mapは全射.

Definition 1.6. [CW15, Definition 1.3] X を解析空間とする.

1. X が C-connectedとは, X の任意の 2点が entire curveの chainで結ばれること. つ
まり x, y ∈ X について, ある f1, . . . , fN : C → X があって

x ∈ f1(C) fi(C) ∩ fi+1(C) y ∈ fN (C)

となること.

2. X が Brody hyperbolicとは, 任意の正則写像 f : C → X が定数となること.

3. Xがhomotopically C-connectedとは,任意のunramified covering X ′ → Xと, Brody

hyperbolic解析空間 Y への正則写像X ′ → Y について, ホモトピー群の写像

πk(f) : πk(X
′) → πk(Y )

が k > 0について 0写像になること.

C-connectednessは”covering”, ”正則写像での像”によって保たれる. また X が smoothならば
proper modificationでも保たれる. また解析空間の写像 π : X → Y が unramifiedとはΩ1

X/Y = 0

となること. ([GPRG94, Ch.2 Subsection 2-4]参照.) 1

ホモトピー群に関して復習する.

Definition 1.7 (ホモトピー群). X を位相空間, x0 ∈ X とする. Sn := {(x0, . . . , xn) ∈
Rn+1 |

∑n
i=0(xi)

2 = 1}を n次元球面, P = (1, 0, . . . , 0)とする. X の n次ホモトピー群を

πn(X,x0) := {f : Sn → X | f(P ) = x0}/ ∼

と定義する.

ここで f ∼ g を”f と g は homotopic”, つまり「ある連続写像 H : Sn × [0, 1] → X で
H(x, 0) = f(x),H(x, 1) = g(x)なものが存在する」として同値関係を入れる.

I = [0, 1]として Sn ∼ In/∂I を使って定義する方法もある．
次のことがわかっている

• X が C-connected, Y が Brody hyperbolic ならば, 正則写像 f : X → Y は定数. 特に
1ただこの定義はあまり良くないと思う. おそらく étale(flat かつ unramified)の方がいいと思う. なおX,Y smooth

であれば flatは常に言えるのであんまり差はない.
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C-connectedならば homotopically C-connected.2

• X 可縮ならば homotopically C-connected. πk(X) = 1であるので.

• [CW09, Theorem 5?] smooth projective 3-fold で homotopically C-connected だが C-
connectedでない例がある.

まとめると次が言える.

Subelliptic manifold ⇒ C-connected ⇒ homotopically C-connected.

Question 1.8. [CW15, Question 1.4] X 連結複素多様体とする. h-principleを満たすなら
ば, X は C-connected 解析空間と正則写像によってホモトピー同値か?

理由としては「知っている例で h-principleを満たす連結複素多様体は全て Subelliptic 解析空間と
正則写像によってホモトピー同値だから」. 結構安易な質問な気もする. が, これはどうも良くな
い問いで, コンパクト複素多様体はコンパクト多様体の proper analytic subsetと homotopicにな
り得ない. よってこの問いよりも次の問のほうが良い. 3

Conjecture 1.9. [CW15, Question 1.5, 1.6, 1.7, 1.8]

• (1.5) コンパクト連結複素多様体が h-principleを満たすならば, C-connectedか?

• (1.6) Projective manifoldが h-principleを満たすならば, 基本群は Almost Abelian

か？ ?なお [CW15, Theorem 6.1] で”Projective manifold について h-principle ⇒
Special”が言えている 「Specialならば基本群はAlmost Abelianか?」も未解決.

• (1.7) 任意の compact Kähler manifoldについて h-principleを満たすならば, Special

か? [CW15, Theorem 6.1]の証明は Jouanoulou trickを使うので projectiveを使う.

• (1.8) X smooth (or normal) quasi-projective variety とする. X が special か C-
connectedを仮定する. このとき h-principleを満たすか? またOkaか？

2この部分 [CW15]では”weak C-connected”と書いてあった.
3ここは [CW15]の原文そのまま.
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まとめるとこういうことである.
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[CW15, Section 8] (1.8)では次の例をあげる

• ”non-normal projective” curveで, h-principleを満たさないが, specialやC-connectedであ
る例.

• ”compact no-Kähler” surfaceで, h-principleを満たさないが, specialである例.

• ”non-compact non-algebraicな C2の領域”で, h-principleを満たさないが, C-connectedで
ある例.

つまり Conjecture 1.8にはnormal性, Kähler性, コンパクト性は必要である.

Remark 1.10. [CW15, Remark 1.9] (1)自明な議論から以下が成り立つ.

可縮⇒ h-principle

Proof. X 可縮なので, x ∈ Xであって, 定数関数 g : X → {pt}と包含写像 i : {x} ↪→ Xであって,

i ◦ g ∼
homotopic

idX となるものがある.

よって任意の Stein 多様体 S, 任意の連続関数 f : S → X について, i ◦ g ◦ f : S → X は定数関数
で特に正則関数である. そして i ◦ g ◦ f ∼

homotopic
f であるのでいえた.

よって h-principleは可縮でない多様体にのみ興味がある話題となる. またコンパクト複素多様体
は可縮になり得ない. X は向きづけ可能であるので, 基本類が存在してHn(X,Z) ∼= Zであるため
である.
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また可縮 な affineで log general typeな多様体が存在する. (引用は [CW15, Remark 1.9]参照) つ
まり h-principleをみたすけど specialではないAffine varietyが存在する. (つまりコンパクト性は
必要.)

(2). X ′ → X を unramified covering で X,X ′ が連結な複素多様体とする. 1.56 から X が h-

principleを満たすなら, X’も満たす. ただし逆は成り立たない.

反例として, コンパクトBrody-Hyperbolic manifold X で Eilenberg-maclane K(π, 1)空間なもの
とする.4 例えば compact ball quotientや種数 2以上の曲線とする. すると X が可縮ではない.

よって 1.45より, Xは h-principleを満たさない. 一方でXunivは可縮であるので h-principleを満
たす.

(3) 以下の文は本当?? にわかには信じられない. 1.1における f : S → X を考える. dimS ≥ 3な
らば Sの複素構造 J0を J1(f)に取り替えることができて, 1.1は常に成り立つ [Fc18, Section 9.10]

から, dimS = 2ならば Sの同相写像を保つ向き付けを考える必要がある (らしい？ )

1.2 2章 Specialness

1.2.1 Specialness and the core map

[CW15, Definition 2.1]ではκsatが出てきたが,その後使われていないので, [Cam04]に基づいて定義
をする. またコンパクト解析空間XがFujiki classとは, compact Kähler 多様体と bimeromorphic

となることとする.

Definition 1.11. [CW15, Definition 2.1], X 連結コンパクト複素多様体 in Fujiki’s class

とする.

1. [Cam04, Definition 2.24] p > 0とする. line bundle L ⊂ ΩpX が Bogomolov sheafと
は, κ(F ) = pとなること. ここでKodaira-Iitaka 次元を

κ(F ) := lim sup
m→∞

log h0(X,F⊗m)

logm
∈ {−∞, 0, 1, . . . , dimX}

として定義する.

2. [Cam04, Theorem 2.27] X が specialとは Bogomolov sheafを持たないこと.

3. [Cam04, Theorem 2.25] Lが Bogomolov sheafのとき, ある p次元コンパクト複素多
様体 Y へのmeromorphic dominant map f : X 99K Y があって, L = f∗(KY )がX

の general pointで成り立つ.

Specialであることは bimeromorophicな性質である.

4π1(X) ∼= π かつ πn(X) = 0となる弧状連結な空間のこと. http://pantodon.jp/index.rb?body=Kpi1参照. 例
えば種数 g ≥ 2の曲線は K(π, 1)空間である. (π を自由群とする.)
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2個目の主張はCastelnuovo-De Franchisの定理である (Bogomolovによって一般化された). Bogomolov-

Sommese vanishingによって, 任意の line bundle L ⊂ ΩpX は常にから

κ(F ) ≤ ν(X,F ) ≤ p

を満たす. この等号が成り立つときが Bogomolov sheafである.

Remark 1.12. [CW15, Remark 2.2]

1. X specialならば, 一般型 (of general type) Y への dominant meromorphic map f : X 99K Y
は存在しない. もし存在したら f∗(KY ) ⊂ ΩdimY

X の saturationが Bogomolov Sheafとなっ
てしまうため

2. [Cam04, Chapter 2] X specialならば. 任意の dominant meromorphic map f : X 99K Y に
ついて, Y も special.

3. [Cam04, Chapter 5] X specialならば, finite unramified covering X ′ → X についてX ′も
special.5 特に以下が成り立つ.

special ⇒ weakly special

なお逆は成立しない. (3次元の反例がある) ここでX が weakly specialとは「任意の finite

unramified covering X ′ → Xについて, X ′は of general type Y へのdominant meromorphic

map f : X ′ 99K Y を持たない」こと
4. Weakly SpecialだけではCore mapなどの存在が言えないので不十分である. ただ [Cam04,

Chapter 9] Kobayashi Pseudo metricとの予想もある. また weakly specialで Kobayashi

pseudometricが消えない例もある. [CW09] 6

5. [Cam04, Definition 2.1] X が specialであることは, of general type orbifold pair (Y,∆)へ
の dominant rational mapが存在しないことと同値である.

6. RC または κ(KX) = 0ならば special.

7. [Cam04, Section 6.5] Special 多様体は n− 1以下の小平次元を取りうる.

8. [Cam04, Chapter 5] n = 1のときは

Special ⇔ weakly Special ⇔ Brody hyperbolicではない

n = 2のときは

Special ⇔ weakly Special ⇔ κ(KX) < 2かつ π1(X) almost Abelian

よって Special surfaceならば以下のいずれかが成り立つ
• κ(KX) = −∞かつ q(X) ≤ 1

5”この証明はかなり難しい”と [CW15]に書いてあった.
6この文章よくわからなかったが, 要するに”special”が大事だということ?? あと weakly specialだけでは不十分な

こともわかっている. https://arxiv.org/abs/2410.06643参照.
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• κ(KX) = 0

• κ(KX) = 1かつ q̂(X) ≤ 1. (q̂(X) := sup{q(X ′) | X ′ → X finite étale})

9. [BL00]より n = 2のとき, non-elliptic K3を除いて,

Special ⇔ C2-dominable

詳しくいうと non-elliptic K3は specialであることがわかっているが, C2-dominableがわか
らない. 7

任意の Fujiki 多様体は Specialと of log general type(C(X),∆cX )に分解できる.

Theorem 1.13. [Cam04, Chapter 3] X コンパクト複素多様体 in Fujiki’s class. このと
き cX : X 99K C(X)というファイバー連結な dominant almost holomorphic meromorphic

mapが存在して次を満たす.

1. 一般 fiberは special.

2. Orbifold Base (C(X),∆cX )は of general type. つまり κ(KC(X) +∆cX ) = dimC(X)

である.

この cX を core mapという. 特に Core mapが自明 (つまり dimC(X) = 0)ならば, X は
specialである.

meromorphic map ϕ : X 99K Y が almost holomorphicであるとは, f の不確定点除去

X̃
φ̃ //

π
��

Y

X

φ

88

をとったとき, 不確定点 I(ϕ) ⊂ Xとして, ϕ̃(π−1(I(ϕ))) 6= Y となること. 同値な言い換えとして,

ある Zariski open set Y0 ⊂ Y があって ϕ : ϕ−1(Y0) → Y が well-definedであること.

Remark 1.14. core map cX : X 99K C(X)についてC(X)はMoishezonであることがわかってい
る. (Algebraic reduction を経由するから) よって C(X)は bimeromorphicなmodelを取り替え
て projectiveであると仮定して良い.

Conjecture 1.15. [CW15, Conjecture 2.4] X コンパクト複素多様体 in Fujiki’s class. こ
のとき cX = (J ◦ r)dimX となる. ここで

7Cn-dominableならば Specialである. 逆はおそらく正しくないと予想されている. というのも [CW23]にて, ”This
(Cn dominable implies specialness) might however be a low-dimensional phenomenon, and it is not expected to
remain true in dimension 3.”とあった. そのため Oka⇒ Specialはもしかしたら正しくない??
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• J Orbifold version of Moishezon map (Iitaka mapの一種)

• r Rational quotient

とする. 特に special 多様体は κ = 0と κ+ = 0で構成される. ここで κ+(X)を次で定める.

κ+(X) := sup{κ(detF) | F ⊂ ΩpXcoherent subsheaf }

κ+(X)は [Cam]によって普遍被覆や Shafarevich mapとの関連がある.

Theorem 1.16. Orbifold version of Iitaka Conjecture が成り立つならば, 1.15も成り立つ.

Conjecture 1.17. [CW15, Conjecture 2.7] コンパクト複素多様体 in Fujiki’s classにつ
いて次は同値.

1. special

2. 基本群が almost Abelian.

3. Kobayashi pseudometric が消える.

4. C-connected.

1.2.2 Kobayashi pseudometricのおさらい

ここからは Kobayashi pseudometricに関するおさらいである. [Kob98]参照のこと. 山ノ井先生
のサーベイ [Yam15]も見やすいらしい.

Definition 1.18. [NO90, Section 1.3 and 1.4][Kob98, Chapter 3] X 解析空間, p, q ∈ X

について,pから qへの円板鎖 (chain of analytic disks from p to q)を次で定める: fj : ∆ :=

D(0, 1) → X を正則写像として,

p = f0(0), fj(zj) = fj+1(0), 0 ≤ j ≤ k − 1, q = fk(zk),

このとき, 小林擬距離 (Kobayashi pseudo-distance) dKob を

dKob(p, q) := inf
{fj ,zj}

(dPoin(0, z0) + · · ·+ dPoin(0, zk)) .
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として定める. ここで Poicare 計量は

dPoin(0, z) = log
1 + |z|
1− |z|

= 2 tanh−1 |z|

とする. (ρ(0, z)と書くこともある.)

M が多様体の場合は同値な定義もある. Kobayashi-Royden infinitesimal pseudometric を
ξ ∈ TX,xについて,

FM (ξ) = inf{λ > 0; ∃f : ∆ → X, f(0) = x, λf ′(0) = ξ}

= inf

{
1

r
| ∃g : D(0, r) → X g(0) = x, g′(0) = ξ

}
とし, γ : [0, 1] →M という C∞級曲線に関して, Finsler pseudometricを

LM (γ) :=

∫ 1

0
FM (

dγ

dt
)dt

としa

dKob(p, q) := inf
γ
LM (γ)

として定義する. この二つは一致する.

av = ξ + ξ ∈ TX,x ⊕ TX,x と分解して, FM (v) = FM (2ξ)として定義する. 2倍する理由計算上の都合から.
[NO90, 1.3.1]参照

一般の Poincare 計量に関しては次のとおり: メビウス変換 ϕw(z) :=
z−w
1−w̄z として

dPoin(w, z) := log
1 + |ϕw(z)|
1− |ϕw(z)|

= log
|1− zw̄|+ |z − w|
|1− zw̄| − |z − w|

= 2 tanh−1

∣∣∣∣ z − w

1− w̄z

∣∣∣∣ .
である. これは∆上の dz⊗dz

(1−|z|2)2 という計量で与えられる.

以下成り立つことを述べておく.

Proposition 1.19. [Kob98, Chapter 3] X,Y を解析空間とする.

1. [Kob98, Proposition 3.1.6] f : X → Y を正則写像とするとき

dKob,Y (f(p), f(q)) ≤ dKob,X(p, q)

特に f が双正則ならば上は等号が成立する.

2. [Kob98, Proposition 3.1.6]. 単位円板 Dにおいて, dKob,Dは Poincare metric ρに等
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しい.

3. [Kob98, Proposition 3.1.7]. dKob,X は擬距離であり, 任意の単位円板Dからの正則写
像 f : D → X について

dKob,X(f(z), f(w)) ≤ ρ(z, w)

となる. また任意のX上の擬距離 δで上のように δ(f(z), f(w)) ≤ ρ(z, w)を満たすな
らば, δ ≤ dKob,X となる.

4. [Kob98, Theorem 3.1.9]

dKob,X×Y ((x1, y1), (x2, y2)) = max{dKob,X(x1, x2), dKob,Y (y1, y2)}

Proof. [1] fj : ∆ := D(0, 1) → X を正則写像で

p = f0(0), fj(zj) = fj+1(0), 0 ≤ j ≤ k − 1, q = fk(zk),

となるものについて, f ◦ fj が f(p)と f(q)を結ぶ正則写像たちになることから.

[2] まず単位円板上の Poincare metric ρについて, Dと正則写像 f : D → Dについて,

ρ(f(a), f(b)) ≤ ρ(a, b) for a, b ∈ D. (1.1)

が成り立つ. なぜならば z ∈ Dについて Schwarz Lemmaより

|ϕf(0)(z)| =
1.18

∣∣∣∣f(z)− f(0)

1− ¯f(0)z

∣∣∣∣ ≤
Schwarz

|z| (1.2)

であるので, b = 0の場合は

ρ(f(a), f(0)) = log
1 + |ϕf(0)(f(a))|
1− |ϕf(0)(f(a))|

≤
(1.2)

log
1 + |a|
1− |a|

= ρ(a, 0)

となる. b 6= 0の場合はメビウス変換を考えて, b = 0の場合に帰着する.

簡単のため, p = 0とする. 0から qへの円板鎖 f0, . . . , fkについて

ρ(0, q) = ρ(0, fk(zk)) ≤
ρ 距離+fj(zj) = fj+1(0)

k∑
i=1

ρ(fi(0), fi(zi)) ≤
(1.1)

k∑
i=1

ρ(0, zi)

となる. 右の infがKobayashi擬距離の定義より ρ(0, q) ≤ dKob(0, q). 一方, id : D → Dは 0から
qへの円板鎖を与えるので定義から ρ(0, q) ≥ dKob(0, q). よって等号成立する.

[3] 擬距離になるのは定義などから. dKob,X(f(p), f(q)) ≤ ρ(p, q)は上の二つによる. また δがその
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ような擬距離ならば, pから qへの円板鎖 f0, . . . , fkについて

δ(p, q) ≤
δ 擬距離

n∑
i=1

δ(fi(0), fi(zi)) ≤
仮定

n∑
i=1

ρ(0, zi)

よって右の infがKobayashi擬距離の定義よりいえる.

[4] 込み入るので省略. 円板鎖を取り換えまくって定義から愚直に示していく.

Example 1.20. (1). ∆ = D(0, 1)の場合は

dKob,D(0,1)(0, z) = ρ(0, z) = log
1 + |z|
1− |z|

(2). 半径 r > 0の円板D(0, r)の場合は, f : D(0, r) → D(0, 1)を f(z) = z
r が双正則写像になる

ので
dKob,D(0,r)(0, z) =

1.19 (1)
dKob,D(0,1)(f(0), f(z)) = ρ(0, f(z)) = log

r + |z|
r − |z|

(3) Cの場合は (2)において, r → ∞して dKob,C ≡ log 1 = 0となる. よって 1.19から次が言える.

dKob,Cn =
1.19 (4)

max dKob,C ≡ 0

(4) C∗について, 全射正則写像 f : C → C∗を f(z) = ez とすれば

dKob,C∗ ≤
1.19 (1)

dKob,C ≡ 0

(5) 解析空間 X が C-connected(1.6参照)ならば dKob,X ≡ 0. 証明は以下の通り: p, q ∈ X につい
て, f : C → X で f(a) = p, f(b) = qとなる f が存在する場合は

dKob,X(p, q) ≤
1.19 (1)

dKob,C(a, b) = 0

となりいえる. 一般の場合は, p, q ∈ X について, p = p0, p1, . . . , pl = qで piと pi+1がCで結べる
ものをとれば

dKob,X(p, q) ≤
擬距離

l∑
i=1

dKob,X(pi−1, pi) = 0
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よって次が言える

Oka +3 C-dominable

(∃Cn � X)
+3 C-connected +3 Kobayashi

pseudometric ≡ 0

Rationally

connected
+3 Rationally

chain connected

6>

特に複素連結 Lie 群X について, dKob,X ≡ 0である.

Theorem 1.21 (Brody 78). コンパクト複素多様体について次は同値.

1. Kobayashi hyperbolic, つまり dKob は距離になる. (dKob(x, y) = 0 ⇔ x = yという
こと)

2. Brody hyperbolic, つまり任意の正則写像 f : C → X は定数.

他には以下のことが知られている.

Lemma 1.22. [KL22] X,Y をコンパクト解析空間とする. 性質 P を“non-Kobayashi

hyperbolic”または“dKob,X ≡ 0”とするとき, 次が成り立つ.

1. f : X → Y が finiteとする. X が性質 P を持つなら, Y も性質 P を持つ. finite étale

なら逆も成り立つ.

2. f : X 99K Y dominant meromorphic mapについて, dX = 0ならば, dY = 0.

3. X = X1 × · · · ×Xn とし, 全てのXi が性質 P を持つなら, X も性質 P を持つ
4. f : Y → X bimeromorphic morphismでXを smoothとする. dX ≤ ε ならば dY ≤ ε

である.

(1)の主張に関しては , [Kob98, Theorem 3.2.8]による: X 解析空間, π : X̃ → Xが covering space

ならば
dKob,X(p, q) = inf

π(p̃)=p,π(q̃)=q,
d
Kob,X̃

(p̃, q̃).

最後の主張については [Kob98, Theorem 3.2.19]による: Zariski closed subset V ⊂ X で codimX V ≥
2ならば,

(dKob,X)|X\V = dKob,X\V
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Theorem 1.23 (Demailly-Lempert-Shiffman). X を quasi-projective varietyする. この
ときKobayashi 擬距離 dKob,X は代数曲線で定義される. つまり代数曲線の族 Ciで

dKob,X(p, q) = inf

k∑
i=1

dKob,Ci
(pi−1, pi),

となる. ただし p = p0, p1, . . . , pl = qで piと pi+1は代数曲線 Ciで結べるものとする.

これからもRationally chain connectedならば dKob,X ≡ 0が言える.

1.2.3 Orbifold Kobayashi-Ochiai

Theorem 1.24. [Cam04, Theorem 8.2] X をコンパクト複素多様体 in Fujiki’s class,

cX : X 99K C(X)を coremapとする. M を連結複素多様体とし, M ⊂ M Zariski open

subsetとする.

このとき任意の meromorphic map ϕ : M 99K X で g := cX ◦ ϕ : M 99K C(X)が非退化
(dominant)になるものについて, gはM 99K C(X)にmeromorphicallyに拡張する.

M
∀φ //

�� g '' ''

X

cX����
M

∃g
// C(X)

g := cX ◦ ϕ : M 99K C(X)が非退化とは, M のある点で submersive, つまりヤコビ行列がの階数
が dimC(X)と等しいこと. サードの定理よりこれは gが dominant(全射)と同じである. また cX
の部分は, 任意の of general typeな射 f : X 99K Y でも良い. ([Cam04, Chapter 2]参照.)

Corollary 1.25. [CW15, Corollary 2.9] X コンパクト複素多様体 in Fujiki’s classとす
る. dominant meromorphic mapϕ : Cn 99K X が存在するならば, X は specialである. 特
にOkaならば special.

Proof. M := Cn ⊂ CPn =:Mとすると, 1.24よりdominant meromorphic map g : CPn 99K C(X)

を持つ. CPnが specialなので, [Cam04, Corollary 2.17]からX も specialとなる
最後の主張はOkaならば Cn-dominable, つまり dominant meromorphic map ϕ : Cn 99K X を持
つため.

Remark 1.26. 1.24の状況において, D = M \M はM の reduced divisorであるとする. すると
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[Cam04, Theorem 8.2](Kobayashi-Ochiai)によって

g∗ : H0(C(X),m(KC(X) +∆(cX))) → H0(M, (Ω
dimC(X)

M
)⊗m((m− 1)D))

という写像を得る. gが非退化なので, ある locusで gは全射になることから, g∗は単射になる.

これを用いると 1.25の別証明を与えることができる. M := Cn ⊂ CPn =:M とおくと,

H0(M, (Ω
dimC(X)
CPn )⊗m((m− 1)D)) = 0 (1.3)

である. よって dimC(X) = 0である.

1.3の証明に関しては次のとおり:8 D = CPn\CnはCPnのhyperplaneと同一視できD ∼ OCPn(1)

である. p = dimC(X)とすると, Dn−1に関する slope µDは以下のように計算できる.

µD
(
(ΩpCPn)

⊗m((m− 1)D)
)

=
slope の加法性

µD
(
(ΩpCPn)

⊗m)+ µD((m− 1)D))

=
Dn=1

mµD(Ω
p
CPn) +m− 1

=
[Iwa21,P rop.4.2]

−mp(n+ 1)

n
+m− 1 < 0

また今 CPnはKE計量を持つので (ΩpCPn)⊗m((m− 1)D)はD-semistableである.　
一般に ample line bundle Aについて, vector bundle E が A-semistableかつ µA(E) < 0ならば,

H0(X,E) = 0である (例えば [Kob14, Chapter 5]参照) よって 1.3が言える.

Theorem 1.27. [CW15, Theorem 2.10] X,Z を projective manifold, M を smooth alge-

braic varietyとする. 次を仮定する.

• τ :M → Z という全射な algebraic射を持つ.

• 任意の τ の fiberは Ckと双正則な affine空間とする.

任意のmeromorphic map G :M 99K X で g = cX ◦G :M 99K C(X)が非退化 (dominant)

になるものについて, ある ϕ : C(Z) 99K C(X)が存在し, 次の図式が可換になる.

M
τ // //

∀G

&&
Z

cZ
��

X

cX����
C(Z)

∃φ // C(X)

8[Cam04, Example 8.8]には”次の事実は容易に確認できる”とあったが, これは容易じゃないと思う.
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Proof. M =M \Dとなるような projective variety M と normal crossing な超曲面Dをとる. す
ると τ :M → Z と言う拡張が取れる. 9

また 1.24から gの拡張 g :M 99K C(X)が存在する. core mapの functoriality [Cam04, Chapter

2]も用いて次の図を得る.

M

cM
��

τ //

G

''
Z

cZ
��

X

cX
��

C(M)
cτ //

cG

77
C(Z) C(X)

cτ : C(M) 99K C(Z)が bimeromorphicであることを示す. もしこれが示されれば ϕ := cG ◦ c−1
τ :

C(Z) 99K C(X)とおけば証明が完了する.

さて τ :M → Z の general fiberは有理連結 (rationally connected)である. これは

τ :M ↪→M →
τ
Z

より, 一般の z ∈ Z について Ck ∼= τ−1(z) ⊂ τ−1(z)である. よって τ−1(z)は CPk と双有理であ
り, 特に rationally connectedである.

よって r :M 99K R(M)を rational quotient(MRC fibration)とすると, r(τ−1(z))は一般の z ∈ Z

で pointとなる. よって α : Z 99K R(M)があって, α ◦ τ = rとなる.

M

cM
��

τ //

r

((
Z

cZ
��

∃α
// R(M)

cR(M)
��

C(M)
cτ //

cr

66
C(Z)

∃cα
// C(R(M))

coremapの functorialityより

cα : C(Z) 99K C(R(M)) and cα ◦ cτ = cr

である. よって [Cam04, Theorem 3.26](下参照)より, cr : C(M) 99K C(R(M))は bimeromorphic

であるので言えた.

9Nagataのコンパクト化. https://stacks.math.columbia.edu/tag/0F3T?utm_source=chatgpt.com 参照. こ
こに代数性を使っている. (Steinだと無理だと思う)
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Theorem 1.28. [Cam04, Theorem 3.26] Y をコンパクト複素多様体 in Fujiki’s class,

r : Y 99K R(Y )を rational quotientとするとき cr : C(Y ) 99K C(R(Y ))は bimeromorphic

である.

Remark 1.29. [CW15, Remark 2.11] もっと強く次が成り立つ.

• X,Z projective manifold.

• F : X 99K Y general type orbifold baseへの fibration.

• M smooth algebraic varietyで, projective manifold M と, normal crossing hypersurface D

によるコンパクト化M =M \Dをもつとする.

• τ : M → Z の fiberは rationally connectedであり, 任意の Dの既約成分は Z に全射でう
つる.

• meromorphic map G :M 99K X で g = F ◦G :M 99K Y が dominantであるとする.

このときある ϕ : C(Z) 99K Y が存在し, 次の図式が可換になる.

M
τ //

∀G

&&
Z

cZ
��

X

F
��

C(Z)
∃φ // Y

証明には [GHS03]と [Cam04, Theorem 3.26]を使う.

1.3 3章 Jouanoulou’s trick

Proposition 1.30. [CW15, Proposition 3.1] X を projective manifoldとする (もっと強
く varietyでも良い).

このときある affine 複素多様体M と正則全射 τ :M → X があって次を満たす.

1. τ :M → X ホモトピー同値
2. τ の全てのファイバーは Cnと同相. 特に任意のファイバーでKobayashi 擬距離が消
えている.

3. τ は局所的に自明なファイバー束である.

4. τ は real analytic sectionを持つ.

MがAffineとはCnの閉代数多様体と同型なもの. 同じことだがM ∼= Spec(C[X1, . . . , XN ]/(f1, . . . , fl))

となること. この命題において”M が affine(Stein)”であることが重要である.

20



Remark 1.31. [CW15, Remark 3.2]上は [L0́5]で紹介されたテクニック. ”Good manifold”(”quasi-

projective manifold上の affine bundleでファイバーが Cn”)でも上の主張は成り立つ.

Proof. [X = CPN のとき.] (CPN )∨を dual projective space, つまりCPN の hyperplaneの集合と
する. P := CPN × (CPN )∨とし

D := {(x,H) ∈ P | x ∈ H} ⊂ P = CPN × (CPN )∨

とおく. CPN の hyperplaneのなる universal familyの graphである.

D ⊂ P は ample である.10 まず (CPN )∨ ∼= CPN である. これは

(CPN )∨ 3 H = {[z0 : · · · : zN ] ∈ CPN | a0z0 + · · ·+ aNzN = 0} 7→ [a0 : · · · aN ] ∈ CPN

で対応する. よって以後 P = CPN × CPN とみなす. この同一視によって,

D = {([z0 : · · · : zN ], [w0 : · · · : wN ]) ∈ CPN × CPN | z0w0 + · · ·+ zNwN = 0}

となる. よってDは CPN × CPN の hyperplaneになるので ampleである. 11

V := P \D, τ := pr1|V : V → CPN とおけば, これが (1-4)の条件を満たす affine多様体であるこ
とを示す. これを見ていく.

(1-3). U := {zN 6= 0} ⊂ CPN とする. U ∼= CN であり, U という座標近傍で見ると, ηi :=
zi
zN
と

して

{zN 6= 0}×CPN−1 ∼= τ−1({ZN 6= 0}∩D) = {((η0, . . . , ηN−1), [w0 : · · · : wN ]) | wN = η0w0+· · ·+ηn−1wN−1}

(η0, . . . , ηN−1), [w0 : . . . : wN−1] 7→ (η0, . . . , ηN−1), [w0 : . . . : wn−1 :
N−1∑
i=0

ηiwi]

である. よって τ−1(U) ∼= U × PN \U × PN−1 ∼= U ×CN である. これより (2), (3)が言える. (1)

は (3)より両者のホモトピー群が等しいのでWhiteheadの定理 1.46からわかる.

(4)に関しては,

CPN 3 [z0 : · · · : zN ] 7→ ([z0 : · · · : zN ], [z0 : · · · : zN ]) ∈ V

が real analyticな sectionとなる．
Mがaffineになることに関しては,一般論から.12 Projective varietyW = ProjC[X0, . . . , Xn]/(f1, . . . , fl) =

10[CW15] には”Projection pr1 : P → CPN , pr2 : P → (CPN )∨ の fiber に含まれる line のなす二つの family と
positiveに交差するから ampleである”と書いてあったがわからなかった.

11セグレ埋め込み CPN × (CPN )∨ ↪→ CPN2+2N によって, D は CPN2+2N の 2次超曲面内の hypersurfaceになる
ことからもわかる. セグレ埋め込みは https://mathlog.info/articles/1265参照

12projective varietyの基本開集合D+(f)が affineになる. https://stacks.math.columbia.edu/tag/01MB?utm_
source=chatgpt.com
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Proj⊕l∈Z+ Slについて, g(X0, . . . , Xn)を d次斉次多項式としたとき

{w ∈W | g(w) 6= 0} ∼= Spec

({
Skd
gk

| k ∈ Z+

})
となるので affineである.

一般論を使わなくても, セグレ埋め込み

CPN × CPN ↪→ CPN
2−1 (z, w) 7→ (ziwj)1≤i,j≤N

を使ってもわかる. CPN2−1の座標を Tij とすると P ∼= {TiiTjj − TijTji = 0}1≤i,j≤N ⊂ CPN2−1

という零点集合になる. この同一視によってD ∼= P ∩ {
∑N

i=1 Tii = 0}となる. よって

M ∼= {TiiTjj − TijTji = 0}1≤i,j≤N ∩ {
N∑
i=1

Tii 6= 0}

となる. M はAffine多様体 {SiiSjj − SijSji = 0} ∩ {
∑N

i=1 Sii = 1} ⊂ CN2 と同型になる.

一般にはX ⊂ CPN を閉埋め込みとして, M := pr1
−1(X)とすれば良い. これはX ⊂ CPN , V →

CPN の base changeなので, とM は V = CPN \Dの closed algebraic subsetになり, V が affine

なので affineとなる. (1-4)に関しても V 上で成り立っているので, M でも成り立つ. (base change

でファイバーは不変である. X が singularでも C∞性はこれからわかる).

Example 1.32. X = CP1のとき.

• P := CP1 × (CP1)∨ = CP1 × CP1

• D ∼= {(x, x) ∈ CP1 × CP1}. 特に対角線集合と同型. これは

D = {([z0 : z1], [w0 : w1]) ∈ CP1×CP1 | z0w0+z1w1 = 0} = {([z0 : z1], [−z1 : z0]) ∈ CP1×CP1}

なので, 後ろの座標を [−z1 : z0] 7→ [z0 : z1]と入れ替えれば言える.

• V = P \D = {(x, y) ∈ CP1 × CP1 | x 6= y}
• τ = pr1|V : V → X (x, y) 7→ x. これは C-bundleになる.

• real analytic section X → V は例えば x 7→ (x, x)などがある.

• セグレ埋め込みは

CP1 × CP1 → CP3 [a : b], [c, d] 7→ [ac : ad : bc : bd]

であり, P ∼= {xw − yz = 0} ⊂ CP3, D ∼= {x+ w = 0}となる. よって

P \D ∼= {xw − yz = 0} ∩ {x+ w 6= 0} ⊂ CP3
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である. これは C3内の x(1− x)− yz = 0と同型である.13

C が代数曲線のときは finte map f : C → P1として, その base changeM → C をとれば, これが
欲しいやつとなる. 14

Question 1.33. [CW15, Ques 3.3] 任意の複素多様体 Z について, ある Stein manifold S

と正則写像 f : S → Z があって, その fiberが Cnとなるものはあるか？

Z が projectiveなら上より存在, コンパクト Kählerのときでも未解決.

1.4 4章 Opposite complex structures and associated cohomological integrals

1.4.1 dominant rational mapでの引き戻し

下の補題に関して現論文では”in Fujiki’s class”の仮定はなかったが, 多分必要だと思う.

Lemma 1.34. [CW15, Lemma 4.1] X,Y コンパクト複素多様体 in Fujiki’s class, f :

X 99K Y dominant meromorphic map, I(f) ⊂ X 不確定点とする.

このとき任意の c ∈ Hk,k(Y )について, ただ一つの c′ ∈ Hk,k(X)で次を満たすものが存在
する:

任意のX上のclosed (n−k, n−k)-form α, Y 上のclosed (k, k)-form βで, c = [β] ∈ Hk,k(Y )

となるものについて,

[α] · c′ =
∫
X\I(f)

α ∧ f∗β

上のおいて [c]の f での引き戻しを f∗([c]) := c′として定義する.

Hk,k(X)については次のとおり ([Dem, Section 6.8, 6.12]参照). Dolbeault cohomology

Hp,q(X) := Hq(X,ΩpX) := {∂-closed (p, q)-forms}/{∂-exact (p, q)-forms}

で定める. Kählerならば, Bott-Chern cohomology group

Hp,q
BC(X) := {d-closed (p, q)-forms}/{∂∂-exact (p, q)-forms}

として, Hp,q(X) ∼= Hp,q
BC(X)である. またKähler indentityから

Hk
dR(X) ∼= ⊕p+q=kH

p,q(X) and Hp,q(X) ∼= Hq,p(X)

13x+ w = 1を xw − yz = 0に代入する.
14と書いてあったがこれ本当？ singularになると思うんだけど...
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である. これは Fujikiでも成り立つ. また Serre dualityによって (これにはKählerは不要)

<>: Hp,q(X)×Hn−p,n−q(X) → C

は非退化である.

Proof. [c′の唯一性] (c1− c2) · [α] = 0が任意の closed (n−k, n−k) form α で成り立つので, Serre

dualityより, c1 = c2である.

[c′の存在性] τ : X ′ → X,F : X ′ → Y を f の不確定点除去とする. F ∗ : Hp,q(Y ) → Hp,q(X ′)に
よって, F ∗[β] ∈ Hk,k(X ′)が定義できる. そこで αをX 上の closed (n− k, n− k)-closed form と
して

α 7→
∫
X′
τ∗α ∧ F ∗β

と定義する. すると

F ∗[β] : Hn−k,n−k(X) → C [α] 7→
∫
X′
τ∗α ∧ F ∗β

が定義できる. τ∗ : Hn−k,n−k(X) ↪→ Hn−k,n−k(X ′)なので, F ∗β は非退化である. よって, Serre

dualityより, F ∗[β] ∈ Hk,k(X)が定義できる. これを c′ ∈ Hk,k(X)とする. 定義から

[α] · c′ =
def

∫
X′
τ∗α ∧ F ∗β =

smooth

∫
X′\τ−1(I(f))

τ∗α ∧ F ∗β =
isom

∫
X\I(f)

α ∧ f∗β

となる.

1.4.2 Opposite complex structure

以下概複素構造などの復習.

Xを n次元複素多様体とする. XRをXを 2n次元実多様体とみなしたものとし, TRXをXRの実
接ベクトル束とする. zi := xi +

√
−1yiとして

J : TRX → TRX J

(
∂

∂xi

)
:=

∂

∂yi
J

(
∂

∂yi

)
:= − ∂

∂xi
(1.4)

と定義する. これは J ◦ J = −Idとなる.

一般に J ◦ J = −Idとなるものを概複素構造という. 概複素構造 J について

TRX ⊗R C = T ′X ⊕ T ′′X

と分解できる, ここで T ′X (resp. T ′′X)は J の固有値√
−1 (resp. −

√
−1)に対応する部分束であ
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る. 同様にして余接ベクトル束 T ∗
RX について

T ∗
RX ⊗R C = T ′∗X ⊕ T ′′∗X

と分解できる. 同様にして,

∧rT ∗
RX ⊗R C =

∑
p+q=r

∧pT ′∗X ⊗ ∧qT ′′∗X

である.

J の捩れを, u, v ∈ TRX について, Nijenhuisテンソル

N(u, v) := [Ju, Jv]− [u, v]− J [u, Jv]− J [Ju, v]

と定義する. N(fu, v) = fN(u, v) = N(u, fv)なので, Nx : TR,xX × TR,xX → TR,xX という交代
双線形写像を得る.

Theorem 1.35 (Newlander-Nirenberg). N = 0(J が可積分)ならば複素構造である

Definition 1.36. X を n次元複素多様体, J をX に対応する可積分な概複素構造, XRを
X の 2n次元実多様体構造とする.

X の opposite (conjugate) complex structure X を以下で定める.

X := (XR,−J)

X が複素多様体となるのは, −J が可積分になるから. 実際

N−J(u, v) = [−Ju,−Jv]−[u, v]−(−J)[u,−Jv]−(−J)[−Ju, v] = [Ju, Jv]−[u, v]−J [u, Jv]−J [Ju, v] = NJ(u, v)

なので J が可積分と−J 可積分は同値である.

Example 1.37. X = (Cn, z1, . . . , zn)についてX = (Cn, z1, . . . , zn)である. この理由を定義か
ら説明する.

以下 1.4のあたりのように, zi = xi +
√
−1yiと実係数で表示し, XRに (x1, y1, . . . , xn, yn)という

実座標を取る. すると
TRX = R

(
∂

∂x1
,
∂

∂y1
, . . . ,

∂

∂xn
,
∂

∂yn

)
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となる.15. よって

TRX ⊗ C = C
(

∂

∂x1
,
∂

∂y1
, . . . ,

∂

∂xn
,
∂

∂yn

)
= T ′

X ⊕ T ′′
X

である. 定義から次がわかる.

T ′
X := C

 ∂

∂x1
−
√
−1

∂

∂y1︸ ︷︷ ︸
=: ∂

∂z1

, . . . ,
∂

∂xn
−
√
−1

∂

∂yn︸ ︷︷ ︸
=: ∂

∂zn

,

 T ′′
X := C

 ∂

∂x1
+
√
−1

∂

∂y1︸ ︷︷ ︸
=: ∂

∂z1

, . . . ,
∂

∂xn
+
√
−1

∂

∂yn︸ ︷︷ ︸
=: ∂

∂zn


さてX = (XR,−J)の複素構造においての TX とは,

TX = (−J : TRX ⊗ C → TRX ⊗ Cの固有値√
−1の固有空間)

すると 1.4から

(−J)
(
∂

∂zi

)
=
定義

−J
(
∂

∂xi

)
−
√
−1J

(
∂

∂yi

)
=
1.4

− ∂

∂yi
+
√
−1

∂

∂xi
=

∂

∂zi

である. よっていえた.

さてXを n次元複素多様体, J をXに対応する可積分な概複素構造, XRをXの 2n次元実多様体
構造とする. またX の正則接ベクトル束を, T ′

X と同一視する.

h : T ′
X × T ′

X → CをX のエルミート計量とする.16 そして

hij := h

(
∂

∂zi
,
∂

∂zj

)
とする. すると以下のように hから h̃ : TRX ⊗ C× TRX ⊗ C → Cという拡張を得る.

• T ′
X と T ′′

X は h̃で直交している.

• u, v ∈ T ′′
X について,

h̃(u, v) := h(u, v) (1.5)

簡単な計算から hij = g′ij +
√
−1g′′ij とすると

g′ij = h̃

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= h̃

(
∂

∂yi
,
∂

∂yj

)
g′′ij = h̃

(
∂

∂xi
,
∂

∂yj

)
= −h̃

(
∂

∂xj
,
∂

∂yi

)

15R(·)とは Rで生成されるベクトル空間とする.
16以下は中野 多変数函数論 9章を参照した.
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となる. 特に gは Riemann 計量で g(X,Y ) = g(JX, JY ) (X,Y ∈ TRX)となるものを誘導する.

逆にこのようなRiemann 計量からエルミート計量 hを誘導できる
さてX := (XR,−J)においてエルミート計量は 1.5より

h̃

(
∂

∂zi
,
∂

∂zj

)
= hij(= hji) (1.6)

で与えられる. 以下これを hとかく. hの基本 2次形式 ωhは

ωh :=
√
−1

∑
i,j

hijdzi ∧ dzj

で与えられるので, hの基本 2次形式 ωhは

ωh :=
√
−1

∑
i,j

hijdzi ∧ dzj =
1.6

−
√
−1

∑
i,j

hjidzj ∧ dzi = −ωh

である. 特に ωhがKählerならば, ωhもKählerとなる.

また X = (XR, J)の向きを ωnh で入れ, X = (XR,−J)の向きを ωh で入れる.17 すると ωnh =

(−1)nωhなので, (−1)nの ambiguityが出る. つまり任意のXR上の C∞級 2n-form αについて,∫
X
α = (−1)n

∫
X
α

となる. 以上をまとめると次のとおり.

Lemma 1.38. X を n次元複素多様体, J をX に対応する可積分な概複素構造, XRをX

の 2n次元実多様体構造, X = (XR,−J)を opposite complex structureとする.

hをX のエルミート計量, ωhを hの基本 2次形式とするとき次が成り立つ.

• hでX のエルミート計量が与えられる.

• ωh = −ωh. 特に hがケーラー計量ならば, hもそう.

• ωn
h
でXに向きを入れると, Xの向きと (−1)nの違いが出る. 特に任意のXR(=X,X)

上の C∞級 2n-form αについて,∫
X
α = (−1)n

∫
X
α

172n次元実多様体 XR に向きを与えるとは, どこでも消えない 2n-formを与えることと同じ.
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1.4.3 opposite structure and meromorphic map

以下の補題に関してもX の条件がなかったが, 多分Kählerの仮定は必要だと思う. 下線がついて
いるところは私が付け加えた仮定である.18

Lemma 1.39. [CW15, Lemma 4.2, Corollary 4.3] Xをコンパクト n次元Kähler多様体,

X をその oppositeとする.

• ζ : X → X C∞級写像.

• c : X 99K Y を複素多様体 Y へのmeromorphic map.

• ϕ := c ◦ ζ : X 99K Y
• α: Y 上の d-closed C∞級 2d-form.

• ωX : X 上のKähler form.

ζ ∼
homotopic

idX であるならば, ωX := −ωXとして,

I ′ :=

∫
X
ωX ∧ ϕ∗α = (−1)d

∫
X
ωn−dX ∧ c∗α =: (−1)dI

となる. (c∗αは 1.34の定義)

さらに dimY > 0かつ c : X 99K Y が非退化 (dominant)ならば, ϕ := c ◦ ζ : X 99K Y は
meromorphicではない.

簡単な例は ζ = idX : X → X, c = idX : X → X である. 明らかに ϕ := c ◦ ζ = idX : X → X は
正則ではない.

Proof. ωX := −ωX とする. 1.38より (X,ωX)は Kähler多様体で, 向きづけは (−1)n の違いが
出る.

ζ と idX は homotopicであるので

ζ∗ = idX : H2(n−d)(X) → H2(n−d)(X)

18証明を見ると必要な仮定などが欠如していた. また色々と誤植がひどかった. 例として ωX が何か明記がなかった.
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となる. よって

I =

∫
X
ωn−dX ∧ c∗α =

pullback

∫
XR

ζ∗ωn−dX ∧ c∗α

=
orientation

(−1)n
∫
X
id∗Xω

n−d
X ∧ c∗α

=
ωX の定義

(−1)n+n−d
∫
X
ωn−d
X

∧ c∗α

= (−1)dI ′

となりいえる.

最後の主張に関して, Y をKählerと仮定して良い19 α = ωY をKähler formとすると

I :=

∫
X
ωn−1
X ∧ c∗ωY >

非退化
0

である. 一方, もしmeromorphicならば, I ′ =
∫
X ωX ∧ ϕ∗ωY ≥ 0でもある. これは I = (−1)I ′に

矛盾する.

1.5 5章 h-principle and Brody-hyperbolicity

Proposition 1.40. [CW15, Proposition 5.1] n次元球面 Sn := {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 |∑n
i=0 x

2
i = 1}は n次元 affine quadric

Qn := {(z0, . . . , zn) ∈ Cn+1 |
n∑
i=0

z2i = 1}

と homotopicである.

またQnの任意の 2点は C∗によって結ばれる. 特にKobayashi pseudo-metricは常に 0で
ある.

Proof. まず zi = xi +
√
−1yiとすると

∑n
i=0 z

2
i = 1という条件は

n∑
i=0

x2i − y2i = 1 and

n∑
i=0

xi · yi = 0 (1.7)

19Varochrosの定理から X → Y が flatかつ X が Kählerなら Y も Kählerになる. よって flatteningをとると Y
の bimeromorphic modelが Kählerになる. よって Y を Kählerとして良い.
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となる. 今 Rn+1について, q(x, y) :=
∑n

i=0 xi · yiとする.

ρ : Qn → Nn := {(x, y) ∈ Sn × Rn+1 | q(x, y) = 0}

z = x+ iy = (x0 + iy0, · · · , xn + iyn) 7→ 1√
1+q(y,y)

(x, y) =

(
(x0,...,xn)√
1+q(y,y)

, (y0,...,yn)√
1+q(y,y)

)
とする. 1.7よりWell definedで x√

1+q(y,y)
∈ Snとなる.

Dn+1 = {y ∈ Rn+1 | q(y, y) < 1}とすると. ρ(Qn) = Sn ×Dn+1であり ρ : Qn → Sn ×Dn+1は
連続全単射である. そして逆写像は

ρ−1 : Sn ×Dn+1 → Qn

(s, t) 7→ 1√
1−q(t,t)

(s, t) =

(
(s0,...,sn)√
1−q(t,t)

, (t0,...,tn)√
1−q(t,t)

)
となる. よってQnと Sn ×Dn+1が同相になる. よってQnと Snは homotopic.

Qnが C∗-connectedを示す.20

M = {(z0 : · : zn : zn+1) ∈ CPn+1 |
n∑
i=0

z2i = z2n+1} = {(z0 : · : zn : zn+1) ∈ CPn+1 |
n∑
i=0

z2i+(
√
−1zn+1)

2 = 0}

とおく. Qn =M \ {zn+1 = 0}である.

今 x, y ∈ M とする. すると x, y ∈ H ∼= CP3 ⊂ CPn+1でM ∩H ⊂ CP3が 2次曲面になるものが
存在する. (

∑n
i=0 z

2
i +(

√
−1zn+1)

2 = 0という 2次形式が退化しないようにとる) よってCP3内の
2次曲面M ∩H について,

M ∩H = {z20 + z21 + z22 + z23 = 0} ∼= P1 × P1

であるので21, これから x, y ∈M は次数 2 の滑らかな有理曲線で結ぶことができる.

以上より x, y ∈ Qn = M \ {zn+1 = 0}について, ある次数 2 の滑らかな有理曲線 C があって
x, y ∈ C となる. C ∩ {zn+1 = 0}は交点数を計算すると 2となるので, x, yは P1から 2点引いた
C∗で結ぶことができる.

Kobayashi-pseudo metricが 0に関しては, x, y ∈ Qnについて, f : C∗ → Qnで f(0) = x, f(1) = y

をとると
dKob,Qn(x, y) = dKob,Qn(f(0), f(1)) ≤

Prop. 1.19
dKob,C∗(0, 1) =

dKob,C∗≡0
0

となりいえる.

20CW15の説明はよくわからんかったので別証
21セグレ埋め込み [a : b], [c, d] 7→ [ac : ad : bc : bd]で同型になる
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Question 1.41. [CW15, Question 5.2] Zを連結実多様体もしくは有限次元CW 複体とす
る. このとき「Zと homotopicで, Kobayashi擬距離が 0となる Stein多様体 Sの存在」を
特徴づける topological obstructionはあるか？

例えば, 実次元 2のときは種数 gがそれに当たる. なおKobayashi擬距離の部分の仮定を外せば常
に正しい

Proposition 1.42. [CW15, Proposition 5.3] Z 連結実多様体もしくは有限次元CW 複体
とする. Z と homotopicな Stein多様体 Sが存在する.

Grauertによる Steinの特徴付けである.( [Fc18, Corollary 3.5.3]参照). Eliashbergの定理からも
わかる. ただこの証明壊滅的にわからなかったので, 教えてください. なおこの 1.42はこの後全く
使わないです.

Proof. Z がCW -複体の場合は連結実多様体の場合に帰着できる. というのも Z がCW -複体なら
ば埋め込みZ ↪→ Rnが存在する. よって, あるZの開近傍U ⊂ Rnがあって, ZはU と homotopic

である. これは有名な事実?? U は連結実多様体より良い.

以下 Z が連結実多様体のときを考える. R3 と直積を取ることで, dimR(Z) > 2を仮定して良い.

M := T ∗
RZ を Z の余接束とする. M はシンプレクティック多様体 (2-formωで ωdimZ が非退化な

もの)が存在する. よって almost complex structureJω が存在する.???

M = T ∗Z の計量 hと Z 上の exhaustive Morse 関数 ρ をとる. すると p(v) = ρ(π(v)) + h(v) が
M 上の exhaustive Morse 関数となる. p の critical pointは全てM := T ∗

RZ → Zの 0sectionにあ
り, それは ρの critical pointと一致する. ???

よって, critical pointで index > dim(Z) = 1
2 dim(M)となるものは存在しない. 下の Eliashberg

の定理 (下の [Eli90, Theorem 1.3.1])からM は Stein 多様体になる. ??? そしてM := T ∗
RZ → Z

は homotopy 同値である.

Theorem 1.43. [Eli90, Theorem 1.3.1] Let X be a 2n-dimensional smooth manifold with

an almost complex structure J . Let ϕ : M → R be a proper Morse function such that

indexes of all its critical points are ≤ n. Suppose that n > 2. Then J is homotopic to a

genuine complex structure J̃ such that ϕ is J̃-convex. In particular, the complex manifold

(M, J̃) is Stein.
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Theorem 1.44. [CW15, Theorem 5.4] X を h-principleを満たす解析空間とする. この
とき X は homotopically C-connected.

Proof. 背理法で示す. ある unramified covering X ′ → Xと, Brody hyperbolic解析空間 Y への正
則写像 ϕ : X ′ → Y で, πk(ϕ) : πk(X

′) → πk(Y ) が k > 0について 0写像でないとする. 1.56より
X ′ も h-principleを満たすことに注意する.

背理法の仮定から f : Sk → X を連続写像で

[f ] 6= 0 ∈ πk(X) πk(ϕ)([f ]) 6= 0 ∈ πk(Y )

となるものがある. Qkを k次元の affine quadricとすると, 1.40より, 連続写像 ρ : Qk → Skでホ
モトピー同値を与えるものがある.

よってQkは Steinより, h-principleから, 正則写像 f̃ : Qn → X で

f̃ ∼ f ◦ ρ : Qk → X

となるものが存在する. よって以下の図式を得る.

πk(Sk) = Z

πk(f)

''

6=0

++
πk(Qk) = Z

πk(ρ)isom

OO

πk(f◦ρ)=πk(f̃)
// πk(X)

πk(φ)
// πk(Y )

よって πk(ϕ ◦ f̃) : πk(Qk) → πk(Y )は nonzero mapである. 一方で, 正則写像 ϕ ◦ f̃ : Qk → Y は
定数 (後述)である. よって πk(ϕ ◦ f̃)は zeromapになり矛盾．
[正則写像 ϕ ◦ f̃ : Qk → Y が定数について] x, x′ ∈ Qk について, 1.40 より h : C∗ → Qk で
h(a) = x, h(a′) = x′が存在する. 全射正則写像 exp : C → C∗, z 7→ ezをとればϕ◦h◦exp : C → Y

が取れる. Y が Brody hyperbolicなので定数となり ϕ(x) = ϕ(x′).

Corollary 1.45. [CW15, Corollary 5.5] X を Brody-hyperbolic複素多様体とする. X が
h-principleを満たすことと, X が可縮であることは同値である.

Proof. 可縮ならば h-principleは 1.10から. X が h-principleを満たすとする. 1.44より, homo-

topically C-connected. よってXがBrody hyperbolicなので任意の k ∈ Z+で πk(idX) : πk(X) →
πk(X)は zero mapである. 特に任意の k ∈ Z+で πk(X) = 0. 以上よりWhiteheadの定理 (下参
照)よりX は可縮である.
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Theorem 1.46 (Whitehead). CW複体の間の連続写像 f : X → Y について πk が任意の
k ∈ Z+ で同型 (弱ホモトピー同値)ならば, X と Y はホモトピー同値 (ホモトピック)で
ある.

Corollary 1.47. [CW15, Corollary 5.6] コンンパクトな Brody hyperbolic 多様体は h-

principleを満たさない.

特に種数 2以上のコンパクトリーマン面は h-principleを満たさない

Proof. 正の次元のコンパクトな複素多様体は基本類 [X] ∈ H2n(X,Z)が 0ではないので, 特に可
縮でない. よって 1.45より.

Remark 1.48. ”homotopically C-connected” から”Brody hyperbolic Kahler 多様体への写像が定
数になる”は従わない. (Projectiveなら 1.50から正しい.)

C を超楕円曲線とする. C は種数 2以上で次数 2の finite map C → P1を持つ.

π2(C) = π1(P1) = 0

であるから常に πk(f) = 0である. 一方で f は定数ではない. つまり

πk(f) = 0 でも f が定数にならないことはありうる.

なおこの例では, H2(f) 6= 0でもある.

ちなみに π2(C) = 0に関しては次の命題からわかる.(C の普遍被覆は可縮である)

Proposition 1.49. [Hat02, Proposition 4.1] X̃ → Xを位相空間の covering spaceとする.

2以上の整数 nについて πn(X̃) ∼= πn(X).

Theorem 1.50. [CW15, Theorem 5.8] X 既約 projective varietyで h-principleを満たす
とする. f : X 99K Y を Brody hyperbolic Kähler 多様体 Y へのmeromorphic mapとする.

f が正則, またはX が smooth(KLTでも可)ならば, f は定数である.

Proof. 次の主張により f : X → Y は正則写像であると仮定して良い.

Claim 1.51. X が smooth(KLTでも可)のときは, meromorphic map f : X 99K Y は常に正則で
ある.
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Claimの証明. π : X̃ → X を X を resolutionしてから, f の不確定点解消したものとする. f̃ :

X̃ → Y を f から誘導された射とする.

x ∈ Xを f の不確定点とすると, XはKLTなので Hacon-Mckernanの定理 [HM07]から22 π−1(x)

は rationally connectedである. 一方, Y は Brody-hyperbolicなので特に rational curveを含まな
い. よって f̃(π−1(x))は一点である. よって [Deb01, Lemma 1.15]の rigidity lemmaから, f は正
則である.

f を定数でないと仮定して矛盾を示す. X は projectiveなので代数曲線 C ⊂ X で f |C が定数で
ないものを取る.

JC を C の複素構造として次のものを取る.

• C := (C,−JC) (C, JC)の opposite complex structure (1.36参照)

• j : C → C ”集合”としての恒等写像.

• τ : E → C affine C-bundle (1.30参照)

すると h-principleから, 連続写像 j ◦ τ : E → X は, 正則写像 h : E → X とホモトピックである.

E

τ Cbundle ��
j◦τ

''

∃h

��
C

j
//

∃φ

99X
f // Y

任意の c ∈ C について, τ−1(C) ∼= Cより, Y は Brody-hyperbolicなので, f ◦ h(τ−1(C)) = ptと
なる. よって正則写像 ϕ : C → Y で, f ◦ h = ϕ ◦ τ となるものが存在する.

τ : E → C はホモトピー同値を与えるので, ϕ ∼ f ◦ jである. 特に

ϕ∗ = (f ◦ j)∗ : H2(Y,R) → H2(C,R) ∼=∫
C ·

R

である. 今 Y 上のKähler formを ωとする．ϕ : C → Y はmeromorphicなので.

ϕ∗ω ≥∫
C · による同一視

0

一方で, 1.39より

(f ◦ j)∗ω =∫
C · による同一視

∫
C
f∗ω =

1.39&ω2-form
= −

∫
C
f∗ω <

f |C が定数でない
0.

これは ϕ∗ = (f ◦ j)∗に矛盾である.
22X が smoothなら, 不確定点解消は smooth centersの blowing upでできる.
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1.6 6章 h-principle implies specialness for projective manifolds

Theorem 1.52. [CW15, Theorem 6.1] X projective manifold. X が h-principleを満たす
ならば, X は special.

Proof. X̄ をX の opposite complex structureとし, ι : X̄ → X を集合としての恒等写像とする.

1.30よりX̄ projectiveなので, ある affine多様体M と正則全射 τ :M → X̄ がある.

M

τ 正則
��

h 正則

''

g=cX◦h 有理

""
X

σ C∞ section

99

ι C∞
//

ζ=h◦σ C∞

??X
cX 有理 // C(X)

M は Steinなので, ι ◦ τ : M → X に h-principleを使って, ある正則写像 h : M → X で, ι ◦ τ と
homotopicなものが存在する.

1.30より, C∞級 section σ : X̄ →M を取り, ζ := h ◦ σ : X̄ → X とおくと

ζ := h ◦ σ ∼
homotopic

ι ◦ τ ◦ σ =
σ section

ι ◦ idX̄ = ι

よって ζ は ι = idX : X̄ → X と homotopicである.

今 cX : X 99K C(X)をX の coremapとする.23 以下 dimC(X) = 0(つまりX が special)である
ことを背理法で示す. d := dim(C) > 0, n := dim(X), g := c ◦ h : M 99K C(X).とおく. ωC , ωX
を C , X のKähler formとして,

I :=

∫
X
ω n−dX ∧ c∗(ω dC) > 0.

とおく. 1.39より, ωX̄ := −ωX とすると

I ′ :=

∫
X̄
ω n−d
X̄

∧ (cX ◦ ζ)∗(ω dC)
)

=
1.39

(−1)d · I 6= 0.

特に (c ◦ ζ)∗(ω dC) ∈ Hd,d(X̄)は 0ではない. 1.34より, c ◦ ζ : X̄ 99K C(X)は非退化である. よって

g :=
def

cX ◦ h =
σ section

cX ◦ (h ◦ σ) ◦ τ =
ζ:=h◦σ

c ◦ ζ︸︷︷︸
non-degenerate

◦ τ︸︷︷︸
fiber bundle

より g = cX ◦ h :M 99K C(X)も非退化である.

23ここに X が多様体であることを使っている.
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1.27から, meromorphic map ϕ : X̄ 99K C で ϕ ◦ τ = g = cX ◦ hとなるものがある.

M
τ 正則 //

h 正則

&&
X̄

cX̄
��

∃φ 有理
((

X

cX
��

C(X̄)
∃cφ 有理 // C(X)

すると
ϕ = ϕ ◦ τ ◦ σ︸ ︷︷ ︸

=idX̄

=
(φ◦τ=cX◦h)

cX ◦ h ◦ σ︸ ︷︷ ︸
=:ζ

= cX ◦ ζ

よって cX ◦ ζ : X̄ 99K C(X)はmeromorphicである. これは 1.39に矛盾する.

Conjecture 1.53. [CW15, Conjecture 6.2] X を projective manifold とする. X が h-

principleを満たすならば, π1(X) は almost Abelianか？

これは Campanaの予想”Specialならば π1(X) は almost Abelianか?”の亜種である. π1(X)が
linear(GLの部分群)か solvableならば解決済み.24

Conjecture 1.54. [CW15, Question 6.3.]

1. compact Kähler 多様体において, h-principleならば specialか? これは曲面では正
しい.

2. X quasi-projective manifoldとする. h-principleを満たし, X がいかなる proper sub-

variety Z ⊂ X とも homotopy同値になり得ないとする. このときX は specialか?

Corollary 1.55. [CW15, Corollary 6.5] compact Kähler曲面において, h-principleなら
ば special.

Proof. KX bigならば projectiveになる. この場合はわかっているので κ(KX) ≤ 1と仮定して
良い.

X が special でないとする. [Cam04, Proposition 9.29]より, X が曲面なのでweakly specialでも
ない. つまり, ある finite etale cover X ′ → X と種数 2以上の curve C への surjective 正則写像
f ′ : X ′ → C が存在する. 1.56からX ′も h-principleを満たすが, これは 1.60に矛盾する.

24Arapura-Noriの定理からπ1(X)はvirtually nilpotentになり, Albanese mapが全射ファイバー連結なので [Cam04,
Section 7]の議論から π1(X)は virtually abelianになる.
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Lemma 1.56. [CW15, Lemma 6.6] π : X ′ → X を解析空間の unramified coveringとす
る. X が h-principleを満たせば, X ′も h-principleを満たす.

unramified coveringとはおそらく etale (flat かつ unramified)のことだと思う. また逆は成り立た
ない (が, finite etaleの場合は不明)

Proof. f : S → X ′を Stein空間 Sからの連続写像とする. π◦f : S → Xは連続なので, h-principle

から, ある正則写像 F : S → X で π ◦ f と homotopicなものがある. つまり

H : S × [0, 1] → X H(·, 0) = π ◦ f H(·, 1) = π ◦ F

となるものが存在する.

{0} f //
� _

�

C(S,X ′)

π∗
��

[0, 1]
H

//

∃H′
66

C(S,X)

よってHomotopy Lifting propertyから25

H ′ : S × [0, 1] → X H ′(·, 0) = f π ◦H ′ = H

となるものが存在する. よって F ′ := H ′(·, 1)とすると π ◦ F ′ = F : S → X が正則なので, F ′も
正則. この F ′は f と homotopicである

Remark 1.57. Oka性が unramified coveringで移る理由は, (例えばCAPを考えると)定義に出て
くる Sみたいなものが可縮なので, Liftが常に取れるから. h-principleで同様にいかないのは”任
意の連続写像 S → X が S → X ′に Liftするかがわからない”部分にある (Sは単連結とは限らな
い.)

1.7 7章 Necessary conditions on the quasi-Albanese map

1.7.1 コンパクト Kähler manifoldの場合

compact Kählerの場合を考え, quasi-projectiveはどのように補正したらいいかを述べる.

Theorem 1.58. [CW15, Theorem 6.4] X を compact Kählerとする. もしAlbanese map

が全射でないならば, X は h-principleを満たさない.

Proof. h-principleを満たすとして矛盾を示す.

25調べた限り被覆空間とかファイバー束ならば満たすらしい. Serre fibrationだから?
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Albanese map a : X → Aとする. Z = a(X)
zarとする. 平行移動して, Aの単位元 eAが eA ∈ Z

となっているとして良い.

aが全射でないので, A \ Z 6= ∅である. よって(?1)[Kaw80, Theorem 4]より, 高々有限個数の
sub-semitorus Ti ⊂ Aと Ti-orbit Si ⊂ Aがあって次を満たす.

1. Si ⊂ Z

2. 任意の A の sub-semitorus W について, ある x ∈ Aで x+W ⊂ Zならば, W ⊂ Siとなる i

がある.

1.59より, γ0 ∈ π1(A) \
⋃
π1(Si)が取れる. Albanese mapの性質から

a∗ : π1(X) � π1(A)

なので, a∗(γ) = γ0が取れる. よって γ : S1 → X なる連続写像が存在する. S1 ∼
homotopic

C∗なの
で, 連続写像 γ : C∗ → X が存在する (記号の濫用だが, これも γと表す)

X は h-principleを満たすので, 正則写像

f : C∗ → X

で γ ∼
homotopic

f となるものが存在する. これより正則写像

F = a ◦ f ◦ exp : C → C∗ → X →→ Z ⊂ A.

を得る. (?2)[Kaw80, Theorem 3]よりanalytic Zariski closure F (C)zar を Z 上でとると, F (C)zar

はAの sub-semitorusの平行移動となる.

よって (2)からある Siがあって, F (C)zar ⊂ Siとなる. よって, a ◦ f(C∗) ⊂ Siより π1(C∗) ∼= Zの
単位元を 1C∗ とすると

a∗(γ) = (a ◦ γ)∗(1C∗) =
γ ∼
homotopic

f
(a ◦ f)∗(1C∗) ∈

a◦f(C∗)⊂Si

π1(Si),

これは a∗(γ) = γ0 ∈ π1(A) \
⋃
π1(Si)に矛盾する.

また証明に使った補題を示しておく.

Lemma 1.59. [CW15, Lemma 7.2] Γ1, . . . ,Γk をG = Znの部分群とする. rankZΓi < n

ならば ∪iΓi 6= G

Γiは有限生成 (ネーター環 Zの有限生成加群の部分加群より)なので, 有限生成アーベル群の基本
定理より, γi ∼= ZrankZΓi ⊕ (Torsionpart)となる.
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Proof. G = Zr ↪→ Rnとユークリッド空間に埋め込む. x ∈ Gについて ||x||をそのユークリッド
距離とする. 部分群H ⊂ Gのランクを dとする. r ∈ Z+について

N(H, r) := {x ∈ H | ||x|| ≤ r}

とおくと, r � 0について |N(H, r)| = O(rd)である.

以上より, 仮定からN(Γi, r) = O(rn−1)かつ, N(G, r) = O(rn). である. よって, rを十分大きく
取れば (torsion partの部分も無視できるくらい大きくすれば), γ ∈ G \ ∪iΓiが存在する.

Corollary 1.60. [CW15, Corollary 7.3] X を compact Kählerとし, 種数 2以上の曲線C

への全射 F : X → C を有するとする. このとき X は h-principleを満たさない.

Proof. A (resp. J) をX (resp. C)のAlbanese varietyとする. 1.58よりX → Aが全射出ないこ
とを示せば良い.

背理法. X → Aが全射とする. Albanese mapの関手性より, F1 : A→ J がある.

X
aX // //

F ����

A

F1����
C

aC // J

すると F1 : A→ J は全射となる．これは F は全射なので, F ∗ : H0(C,Ω1
C) ↪→ H0(X,Ω1

X)は単射
である. よって

F ∗∨ : H0(X,Ω1
X)

∨ � H0(C,Ω1
C)

∨

は全射である. Albanese varietyの構成から J = H0(C,Ω1
C)

∨/H1(C,Z)であるので, F1 : A → J

の全射性が言える (1.66参照)

よって F1 ◦ aX は全射で, F1 ◦ aX = aC ◦ F より aC は全射である. しかしCは種数 2以上なので,

g = dim(J) > dim(C) = 1であるので矛盾.

Proposition 1.61. [CW15, Proposition 7.4] X compact Kähler 多様体で, complex torus

Aへの finite map f : X → Aを有するとする.

X が h-principle を満たすならば, X は complex torusである.

証明がなかったが多分これで言えると思う. 26

Proof. X → Alb(X)をAlbanese mapとする．Albanese map の普遍性からAlb(X) → Aが存在

26[CW15]には [NWY07]を使えば言えると書いていたが, よくわからなかった.
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する. その Stein 分解をAlb(X) → A′ → Aとする.

X //

f with con. fibre ����

Alb(X)

with con. fibre����
A A′

finite
oo

ここで上に出てくる全ての多様体は次元が同じことに注意する. よって Alb(X) → A′は bimero-

morphicである. しかしAlb(X)に有理曲線は存在しないので, Alb(X) ∼= A′である.

よって, X → Alb(X)は finite map になる. 一方でファイバー連結なので同型写像になる.

1.7.2 quasi-Albanese の復習

quasi-Albanese mapに関して [Wan22]の preprintの Appendixを参照した27(Fujino先生の論文
でも良い)

Definition 1.62 ([Fuj15], Definition 2.8). G を連結な代数群とする．

1 → H → G→ A→ 1

を G の Chevalley decompositionとする. ここで H は 線形代数群 であり，A は Abelian

variety である．もし H ' GdimH
m （ここで Gm は乗法群 C∗ を表す）であれば，G を

semi-Abelian variety と呼ぶ．

semi-Abelian variety のいくつかの初等的性質を次のようにまとめておく：

Proposition 1.63 ([Fuj15], Lemma 2.11, Lemma 2.13). G を semi-Abelian variety とし，

1 → Gdm → G→ A→ 1

を A を Abelian variety とする G の Chevalley decomposition とする．このとき次が成り
立つ.

1. G は A 上の主 Gdm-束である.

2. G は可換群である.

3. G の普遍被覆は CdimG であり, π1(G)をCdimG の格子とみなせばG ' CdimG/π1(G)

となる．

27https://arxiv.org/abs/2005.05782 Preprint versionには Appendixがあってかなりわかりやすい
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Proposition 1.64 ([Fuj15], Theorem 4.4). G を semi-Abelian variety とし，W を G の
閉部分代数多様体とする．このとき log Kodaira 次元 κ̃(W ) ≥ 0 .

また κ̃(W ) = 0 となるのは， W が G の semi-Abelian subvariety の平行移動である場合
に限る．

Proposition 1.65 ([Fuj15], Theorem 3.16). U を smooth quasi-projective variety とし，
u ∈ U を固定点とする．このとき semi-Abelian variety AlbU と 代数射

albU : U → AlbU

が存在して次を満たす.

• albU (u) = 0.

• 任意の semi-Abelian variety G への代数射 α : U → G で α(u) = 0G を満たすなら,

ただ一つの 代数群 の準同型 f : AlbU → G が存在して α = f ◦ albU を満たす．

albU はこの普遍性によって一意に決まり，albU を U の quasi-Albanese map と呼び，AlbU
を U の quasi-Albanese variety と呼ぶ．

U がコンパクトであれば，albU は通常の Albanese map と一致する．AlbU と albU の構成につ
いては [Fuj15, 3] を参照. Albanese map の基本的性質は次のとおり.

Proposition 1.66 ([Fuj15], Lemma 3.11). U を smooth quasi-projective variety とし，
albU : U → AlbU をその quasi-Albanese map とする．すると誘導される写像

(albU )∗ : H1(U,Z) −→ H1(AlbU ,Z)

は全射であり，ker(albU )∗ は H1(U,Z) の torsion 部分に一致する．

1.7.3 quasi-projectiveの場合

Theorem 1.67. Xを quasi-projective manifoldとする. もし quasi-Albanese map が dom-

inantでないならば, X は h-principleを満たさない.

Proof. 1.58の証明において次のように補正すれば良い.

(?1)の部分は [NW14, Theorem 5.6.19]や [NWY02, Lemma 5.5]を参照する.

(?2)の部分は Noguchi’s logarithmic version of the theorem of Bloch-Ochiai ([NW14, Theorem
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4.8.17])を引用する. これで証明が回る.

Corollary 1.68. [CW15, Corollary 7.3] X を algebraic variety とし, 種数 2以上の曲線
C への全射 F : X → C を有するとする. このとき X は h-principleを満たさない.

Proof. 証明は全く同じ. 途中で”Albanese varietyの構成から J = H0(C,Ω1
C)

∨/H1(C,Z)である
ので全射性が言える”という部分に 1.66を使うだけ

Proposition 1.69. [CW15, Proposition 7.4] X quasi-projective manifoldで, semi-abelian

variety Aへの finite map X → Aを有するとする.

このときX が h-principle を満たすならば, X は semi-abelian varietyである

”[NWY07]より次が言える”と書いていたが証明がわからなかった．

1.7.4 引用されていた定理たち

以下 [NW14]の引用されていた定理を述べておく.

Theorem 1.70. [NW14, Theorem 5.6.19] T を semi-torus とし，T ↪→ T を equivariant

compactification とする。T の closed analytic subset を Z とし，Z = Z ∩ T に含まれる
T の sub-semi-torus の正次元軌道をすべて集めたものの合併を W とする。
このとき，T の closed analytic subset W が存在して W =W ∩ T を満たす。さらに，W
の任意の既約成分は正次元の stabilizer group をもつ。

Theorem 1.71. [NW14, Theorem 4.8.17] （Logarithmic Bloch–Ochiai Theorem）M を
コンパクト Kähler manifold とし，D を M 上の reduced divisor とする。もし q(M \D) >

dimM ならば，任意の entire curve f : C →M \D の像は M の中で Zariski dense には
ならない。

Corollary 1.72. [NW14, Corollary 4.8.18] (Bloch–Ochiai Theorem) もし q(M) > dimM

ならば，任意の entire curve f : C →M は algebraically degenerate である。

Theorem 1.73. [NW14, Theorem 6.6.1]（Noguchi–Winkelmann–Yamanoi) X を complex

algebraic variety とし，π : X → Aを semi-abelian variety Aへの有限写像とする。f : C →
X を任意の entire curve とする。もし κ(X) > 0 ならば，f は algebraically degenerate で
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ある。
さらに，f(C) の Zariski 閉包の正規化は semi-abelian variety となり，それは A のある真
の semi-abelian subvariety の平行移動の有限 étale 被覆である。

Corollary 1.74. [NW14, Corollary 6.6.2] X を quasi-Albanese map が proper map であ
るような complex algebraic variety とする。κ(X) > 0 かつ q(X) ≥ dimX であると仮定
する。このとき，任意の entire curve f : C → X は algebraically degenerate である。

1.8 8章 (Counter-)examples

special =⇒ h-principle C-connected =⇒ special

という予想はX が normal, Kähler, コンパクトという条件がいる.

Example 1.75. [CW15, Example 8.1] non-normal 代数曲線X で C-connected(もっと強く ra-

tional)を満たすが, h-principleを満たさない例28

X = {[z0 : z1 : z2] ∈ CP2 : z0z1z2 = z31 + z32}.

とする. これは (1 : 0 : 0)に特異点があるので, smooothではない. よって non-normalである.

さらに X̂ := P1とすると,

h : X̂ = P1 → X [x0 : x1] 7→ [x30 + x31 : x
2
0x1 : x0x

2
1]

という写像でX は rationalである. 特に C-connected.

またこの hはX の正規化である. ここは [Har77, Chapter 4 exercise1.8]を用いる. π : X → X を
正規化とすると, p = (1 : 0 : 0) ∈ X について

δp := length(π∗OX/OX)

である. pの近くでX は uv = u3 + v3となるので, δp = 1である. 一方X は CP2の 3次曲線なの
で h1(X,OX) = 1(= (3−1)(3−2)

2 ) よって [Har77, Chapter 4 exercise1.8]から

h1(X,OX) = h1(X,OX)− δp = 0

となりX ∼= P1となる.

X̃ → XをXの普遍被覆とすると, X̃ は可算無限個の S2がくっついた感じになっている. h : X̂ =

P1 → X は h([0 : 1]) = h([1 : 0]) = [1 : 0 : 0] でありその他の点は 1:1に移るので,

28normalではないので specialなどは論じることができない.
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X は S2の北極と南極をつなげた図形と同相

である. これは S2 ∨ S1とホモトピー同値である29 よって普遍被覆は S1の部分が直線に伸びて,

その直線に S2が Zこつながる.

Hurewiczの定理から
π2(X̃) ' H2(X̃,Z) ' ZZ

となる. よって π2(X) ' ZZである. 特に h : X̂ → X によって誘導される

Z ' π2(X̂)
h∗→ π2(X) ' ZZ (1.8)

は全射ではない.

今 Q2を 1.40のような 2次元 affine quadricとする. Q2 は Steinで S2と homotopicである. そこ
で γ ∈ π2(X) \ h∗(π2(X̂))を選ぶと, 1.8から

γ : Q2 → X and γ は h : X̂ → X を経由しない

という連続写像を構成できる .

もし X が h-principleを満たすならば, γ ∼
homotopic

fγ となる正則写像 fγ : Q2 → X が存在する.

h : X̂ → XはXの正規化より fγ は h : X̂ → Xを経由する. しかしこれは γの取り方に矛盾する.

この構成使ったら normalでも反例作れない？
Example 1.76. [CW15, Example 8.2] non-Kähler コンパクト複素曲面 (井上曲面)で h-principle

を満たさないが, specialとなるものがある.

井上曲面X は次を満たす.

• コンパクト複素曲面かつ代数次元 a(X) = 0　30

• 普遍被覆が∆×Cで, 複素直線で foliatedされる. 多分これは π : ∆×C → Xという商写像
として, π({x} × C)の形の leafを持つ foliationが存在することだと思う.

[Cam04, Section 2.1]により, a(X) = 0ならば Specialである
一方任意の正則写像 C∗ → X の像はX の leafに含まれる. 31 これは expをかまして, C → X を
考えると, C → ∆× Cに Liftして, C → ∆は定数になるので, Cの像は π({x} × C)の形になる.

なので Z = π1(C∗) → π1(X)という群準同型で, 正則写像から来ないものが存在する. よって
h-principleを満たさない.

29こ れ 有 名 な 例 ら し い https://math.stackexchange.com/questions/20282/

fundamental-group-of-s2-with-north-and-south-pole-identified Hatcher の p.11 にわかりやすい図が
ある.

30”OT manifold(井上曲面の高次元版)は a(X) = 0, κ(KX) = −∞で有理曲線を持たない”とのこと.
31多分これから任意の正則写像 f : C → X について像が dence entireになることも言えると思う.
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と書いてあったがこれよくわからなかった.π1(X)は Z3と Zの extensionで π1(L)は Zと同型ら
しい. 最後に関しては L ⊂ X を leafとして i∗π1(L) 6= π1(X)であることから来ていると思う. も
しそれが言えたら, π1(X) \ i∗π1(L)の元 ηに送るmapが連続写像で正則写像から来ないものの例
になる. つまり 1C = [S1 → C∗] 7→ η = [S1 7→ X]なので

F : C∗ ∼
homotopic

S1 η→ X

が連続写像でいかなる正則写像とも homotopicにならないものになる.(ということ??)

Example 1.77. [CW15, Example 8.3] non-compact 複素多様体でC-connectedだが, h-principle

を満たさない例がある.

Rosay-Rudinの定理 ([RR88, Theorem 4.5]) から離散部分群 S ⊂ C2であって, 任意の非退化な正
則写像 F : C2 → C2 について

F (C2) ∩ S 6= ∅

となるものが存在する. X := C2 \ S. とする. Sは離散なので, X は C-connectedである.(Sの濃
度は高々可算なので, 任意の 2点は折れ線で結べるから)

G := SL2(C).とする. Gは affine(Stein)である. そして S3と homotopicである. 32

p ∈ G, v, w ∈ TpGとして, 正則写像
f : C2 → G

で exp(v), exp(w) ∈ f(C2)となるものがある (exp : TpG → Gを指数写像とする.この構成は exp

を v, wが張る C2に制限すれば良い.)

任意の正則写像 F : G→ X について, 上の exp使ってC2 → G→ X ↪→ C2を考えれば, Sの定義
から

rank(DF )p ≤ 1 for any p ∈ G,

が成り立つ. よって実多様体の写像 FR : GR → XRと見たときの Jacobi行列 JFR のランクは 2以
下である. 以上より任意の d-closed 3-form ωについて F ∗ω ≡ 0である. つまり F ∗ : H3(X,R) →
H3(G,R) は自明である.

一方で連続写像 f : S3 → X で

f∗ : H3(X,R) → H3(S3,R) が 0ではない

となるものが存在する. これは p ∈ S について, 半径 rの open ball Bp(r) Bp(r) \ {p} ⊂ X とな
るものをとれば良い.

この f をG ∼
homotopic

S3にかまして, 連続写像G → X を考えれば, これが h-princpleを壊す例と
なる. (もし正則写像と homotopicならH3(X,R) → H3(G,R)は 0射になってしまう.)

32P を正定値 Hermite 行列の空間とすると, SL(2,C) = SU(2,C) × P という分解が存在するらしい. https:

//homepage.ntu.edu.tw/~cjtsai/teaching/23dg/HW2.pdf?utm_source=chatgpt.com これを認めると P は可縮
(単位行列とむすぶ）であり,SU(2,C) ∼= S3(diffeo)が言えるので言える.
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1.9 9章 Does special imply the h-principle?

この辺りは [CW15]そのまま書いた.

Question 1.78. X smooth projectiveとする. Specialならば h-principleを満たすか？ こ
れは 2次元でも不明.

1次元ならOK. 種数と対応する.

2次元で次のものは h-principleを満たすことがわかっている.

• rational surfaces,

• minimal surfaces

• ruled over an elliptic curve

• blown-up abelian surfaces and their étale undercovers (bielliptic)

2次元で次のものは specialだが, h-principleを満たす課はわかっていない.

• blown-up K3 and Enriques surfaces

• the blown-ups of surfaces with κ = 1これらは以下の２通り
1. elliptic fibrations over an elliptic base without multiple fibre

2. elliptic fibrations over a rational base with at most four multiple fibres, where the

sum of the inverses of the multiplicities is at least two (respectively, one) if there are

four (respectively, three) multiple fibres.

3次元以上だと全くわからない. 例えば Fano, RC, rational manifolds (e.g. P3の degree3以上の
曲線に沿った blow up)など.

3次元以上の Fano, RCに関しては, non-degenerate meromorphic map Cn → X も未解決．もし
存在しないならば「SpecialだがOkaではない」例である. これは unirationalでも不明.

次の操作で h-principle が保存されるかがわからない.

• smooth blow-ups and blow-downs,

• products33

• (finite) étale coverings, for which only one direction is known (cf. [For11]).34

なおこれらの操作で Specialは保存される

33これは簡単にわかると思う.
34finite etale X ′ → X で X ′ が h-principleを満たすときに X が満たすかがわからない.
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Gromovの定理「elliptic ⇒ Oka ⇒ h-principle」である. ellipticの例に関して Homogeneousな
複素多様体 (Pn, Grassmannians, tori)や Cn \ A (Aは codim 2以上の algebraic subvarieties A）
などがある.

なおOkaとの関連は”projective manifold”の場合は次のとおり．

elliptic =⇒ Oka =⇒ h-principle =⇒ special

「h-principle⇒Oka」は一般に嘘である. (単位円板を考える) ただ次はどうなるだろうか？

Question 1.79. [CW15, Question 9.1] projective manifoldに関して h-principle ⇒ Oka?

1.10 補足・ちょっと思ったこと

1.10.1 Hyperkahlerの場合

Kobayashi pseudometricが消えるという条件はHyperKählerの方で調べれれている. Kamenove-

lehn[KL22]を見ると次の通り

Theorem 1.80. [KL22, Theorem 1.1] Xprimitive symplectic variety とする. 任意の
primitive symplectic varietyでXと locally trivial deformationを持つものが rational SYZ

conjectureを満たすとする. このとき次が成り立つ.

1. b2(X) ≥ 5ならば, X はKobayashi hypertbolicではない.

2. b2(X) ≥ 7ならば, Kobayashi pseudometric dX は常に 0.

Question 1.81. 上の多様体はOka, C-connected, h-principleを満たす?

κ = 0なので Specialは確定である.

また”singular”の場合は本当にOka, h-principleを満たすかな?と思った.

Question 1.82. Fujikiの複素 2次元 symplectic orbifoldは全て h-principleを満たすか?

Fujki 先生が 82 年に symplectic orbifold の例を出している. https://arxiv.org/abs/2503.

23373参照のこと.
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1.10.2 [CW15]関連

[CW15, Section 7]見てて思ったこと

Question 1.83. X を compact Kähler多様体とする. h principleを満たすならば weakly

special??

また h principleを満たすならば任意の Brody hyperbolic 多様体への正則写像は定数?

X が projectiveの場合は正しい． specialならば weakly specialなので. X が compact Kählerの
場合はどうなる? もし正しいなら [CW15, Section 7]は自明に正しい.

Question 1.84. h-principleは bimeromorphic invariant?

finite etale X ′ → X でX ′が h-principleを満たすときにX が満たす?

もしそうなら面白いし, そうでないなら specialでない反例になる.

Question 1.85. h-principleを満たすならば, 任意の表現 ρ : π1(X) → GL(r,C)の像は
almost Abelian??

specialならば上は満たす.

Question 1.86. LCもしくはそれより悪い特異点だと 1.79は成り立たないのでは？
また 1.50はX が singularだと下の例が反例になっている?

Y を P2内にある種数 2以上のリーマン面とする. X ⊂ P3を頂点 P とする Y 上の coneをとする.

f : X 99K Y を P から Y への射影とする. これは定数ではない.

ちなみに π : X̃ → X を P での blow upとすると X̃ → Y は P1束となる. π−1(x) ∼= Y であり, X

の特異点は LCより悪い. h-principleを満たすかがわからない.

なおこの例は非常に有名な例で, Rationally connectedではないが, Rationally chain connectedであ
る例である. (環論でも有名な例らしい). また X̃は specialではないしまたKobayashi psedo-metric

も消えてない
1.75を使えば normalでも反例があるような気がする.(多分KLTより singularityが悪いと色々と
不備が出そうな気がする. )
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2 Oka多様体まとめと問題

Oka多様体の基本性質などをまとめる. これらは日下部さんのサーベイ (日本数学会 2021 [kus21])

や Forstnevicのサーベイ [Fc13]などをそのまま移した.

また用語に関しては時代によって変わっている可能性がある. 適宜 Forstnericの ICM2026のサー
ベイや日下部さんの岡シンポジウム 2024のサーベイなど最近のものを参照してほしい.

2.1 Oka多様体の定義

Definition 2.1. X を複素多様体, f : X → Y を正則写像とする.

1. f : X → Y 上のsprayとは, 正則ベクトル束E → Xと, s : E → Y で任意の x ∈ X に
ついて s(0x) = f(x)となるもの.

2. f : X → Y 上の spray E → X, s : E → Y がdominateとは, s|Ex : Ex → Y が 0x ∈ Ex
で沈め込みになること.

3. f : X → Y にdominateな sprayが存在するとは, 正則ベクトル束 E → Y と正則写像
s : E → Y が存在して, 任意の x ∈ Xで s(0x) = f(x)かつ s|EX

: Ex → Y が 0x ∈ Ex
で沈め込みになること.

Definition 2.2. X を複素多様体とする.

• X が(Gromov)-Ellipticであるとは, idX に dominate な spray が存在すること. つ
まり正則ベクトル束 E → X と正則写像 s : E → X が存在して, s(0x) = xかつ
s|Ex : Ex → X が 0x ∈ Exで沈め込みになること.

• Xがsubellipticであるとは, X 上の有限個の正則ベクトル束 πj : Ej → Y と零切断に
制限すると恒等写像になる正則写像 sj : Ej → Y, j = 1, . . . ,m で、任意の y ∈ Y に
対して

m∑
j=1

(dsj)0|(Ej)y = TyY

となるものが存在すること.

• XがEll1(相対楕円的)であるとは,任意のStein多様体Zと任意の正則写像 f : Z → X

に dominateな sprayが存在すること. つまり正則ベクトル束 E → Z と正則写像
s : E → X が存在して, s(0z) = f(z)かつ s|Ez : Ez → X が 0z ∈ Ez で沈め込みにな
ること.

• X がOkaとは, 任意の n ∈ Z+ と任意のコンパクト凸集合 K ⊂ Cn について
O(Cn, X)|K ⊂ O(K,Y ) が dense であること. この性質を CAP(Convex Approx-

mation Property)という.
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• XがC-dominableとは, ある x ∈ Xと正則写像 s : CdimX → Xがあって, s(0) = xか
つ 0で沈め込みになること. (つまり sが非退化であること.)

• XがC-strongly-dominableとは, 任意の点 x ∈ Xについてある正則写像 s : CdimX →
X があって s(0) = xかつ 0で沈め込みになる.

• X がC-connectedであるとは, 任意の a, b ∈ Y に対し, 有限個の fj ∈ O(C, Y ), j =

1, . . . ,m で

a ∈ f1(C), b ∈ fm(C), fj(C) ∩ fj+1(C) 6= ∅, j = 1, . . . ,m− 1

となるものが存在すること.

• X がstrongly C-connectedであるとは, 上で m = 1 としたものが成り立つこと.

• X が Zariski dense entire curveを持つとは, f ∈ O(C, Y ) で f(C) = Y となるもの
が存在すること.

図にするとこんな感じである.

elliptic

��

+3 Ell∞

��

+3 Ell2 +3ks Ell1ks

��
subelliptic +3 Oka

px

+3

��

KS

C-strongly dominable

��px
dense entire curve strongly C-connected +3 C-connected C-dominable

上に図に関して 2点補足すると以下の通りである.

Theorem 2.3. [kus21][Fc13] 複素多様体 X について次は同値

1. Oka

2. Ell1 (他にもEll2, Ell∞とかあるらしい.)

3. convex elliptic. つまり任意のコンパクト凸集合 K ⊂ CnからXへの正則写像に支配
的スプレーが存在する.

4. 任意のStein多様体 (空間?) Z, コンパクト正則凸集合 K ⊂ Z,　閉部分多様体Z ′ ⊂ Z

について, 連続写像 f0 : Z → X でK の近傍とX ′上で正則ならば, あるホモトピー
ft : Z → X が存在して次を満たす.

• ft : Z → X はK の近傍で正則で, K 上に一様に近似する.

• ft|Z′ = f0|Z′

• f1 : Z → X は正則
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5. 任意のコンパクト凸集合K ⊂ Cnの近傍からのX への正則写像について, 正則写像
Cn → X でK 上に一様近似できる.

Theorem 2.4. Gromov ellipticならばOkaである. 逆は必ずしも成り立たない

Proof. 上の同値性 (これも定理だが)から Gromov ellipticならば Ell1を示せば良い. Stein 多様
体 Z と任意の正則写像 f : Z → X について, f∗E → Z と f∗E → E → X を考えればこれが
dominate sprayを与える.

Oka多様体の他の同値性に関しては次のとおり. 以下の同値性から h-principleとの関係が言える.

Theorem 2.5. [FcL11] 複素多様体 X について次は同値

1. Oka. つまり CAP(Convex Approxmation Propety)を満たす. ここで CAPとは, 任
意の n ∈ Z+と任意のコンパクト 凸集合K ⊂ CnについてO(Cn, X)|K ⊂ O(K,Y )

が denseであること.(一様近似できる).

2. Convex Interpolation Property (CIP)を満たす. つまり任意の閉部分多様体 T ⊂ Cn

で, ある Ck の convex domainと双正則なものと, 任意の正則写像 f : T → X につい
て, f は正則写像 Cn → X への拡張を持つ.

3. Basic Oka Property Approxmation and Interpolation (BOPAI)を満たす. つまり任
意の Stein inclusion T ↪→ S, 任意の正則凸コンパクト集合K ⊂ S, そして連続関数
f : S → X で K ∪ T 上で正則なものについて, f は正則写像 S → X に変形できる
(homotopicである). またこの変形は T を保つ.

4. Parametric Oka Property Approxmation and Interpolation (POPAI)を満たす. つ
まり, T ↪→ S K ⊂ S を BOPAIのものとし, Q ⊂ P ⊂ Rmをコンパクト部分集合と
する.

任意の連続関数 f : S × P → X であって,

• 任意の x ∈ Qについて, f(·, x) : S → X は正則
• 任意の x ∈ P について, f(·, x)はK ∪ T 上で正則

このとき連続な変形 ft : S × P → X (t ∈ [0, 1])であって, f = f0 かつ次を満たす.

• {ft}t∈[0,1]は (S ×Q) ∪ (T × P )を保つ.

• 任意の t ∈ [0, 1], x ∈ P について ft(·, x)はK 上で正則. さらに ftはK × P 上
に f に一様に近づく.(多分 limt→0 supK×P ||ft − f ||X = 0だと思う)

• 任意の x ∈ P について, f1(·, x) : S → X は正則
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他にも BOBIとかいっぱいあるが BOPと POP以外は全て同値とのこと35

最後の POPAIがわかりずらい. K = ∅にするとこの図のようになる. ここでO(S,X)は S → X

なる正則写像の集合, C(S,X)は S → X なる連続写像の集合とする.

Q
q 7→f(·,q) //

� _

�

O(S,X) �
� /

��

C(S,X)

·|T
��

P
p 7→f(·,p)

//

p 7→f1(·,p)
66

p 7→f(·,p)

22

O(T,X) �
� / C(T,X)

つまり,

• 連続関数で f : S × P → X を与える. これは p ∈ P ごとに f(·, p) ∈ C(S,X)を与える (P か
ら右右上の矢印)

• q ∈ Qごとに f(·, q) ∈ O(S,X)を与える (上の水平の矢印)

• p ∈ P ごとに f(·, p) ∈ O(T,X)を与える (下の水平の矢印)

となるものを与えると, ft : S × P → X という変形で

• (POPの 3つ目の条件と同値) p ∈ P について, f1(·, p) ∈ O(S,X)(P から右上の矢印)

• (POPの 1つ目の条件と同値) Q→ P → C(S,X)と P → C(S,X) → C(T,X)の部分が可換

となるものが存在する. (K = ∅より 2番目の条件は null condition)

K = ∅, T = ∗にするともっと簡単になる. 連続写像 f : P → C(S,X)で f(Q) ⊂ O(S,X)となる
ものは f1 : P → O(S,X)に homotopyで連続変形できる. ただし, O(S,X), C(S,X)にはコンパ
クト開位相を入れる. 図式にすると次のとおり

Q //
� _

�

O(S,X)� _

�
P

f
//

f1
66

C(S,X)

ただこの図の可換性に関しては注意が必要で,

• Q→ P → O(S,X)の部分は可換.

• P → O(S,X) → C(S,X)の部分は”連続変形”をかませば可換.

35[FcL11]の POPは今でいう POPAIのことだと思う.
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Corollary 2.6. Stein多様体 Sと Oka多様体X について, O(S,X) ↪→ C(S,X) という包
含写像は, コンパクト開位相に関して弱ホモトピー同値. (この性質を弱岡という)

つまり任意の k ∈ Z+について次の同型 (k = 0のときは全単射)が言える.

πk(O(S,X)) ∼= πk(C(S,X))

特に Oka多様体は h-principle(任意の Stein manifold Z からの連続写像 Z → X が正則写
像と homotopicである) を満たす.

ホモトピー群の定義は 1.7参照. Snをn次元球面, P = (1, 0, . . . , 0), x0 ∈ Xをとってx0 ∈ O(S,X)

を S → {x0}という定数写像としたとき

πn(O(S,X)) := {f : Sn → O(S,X) | f(P ) = x0}/ ∼

とする. ここで f ∼ gを”f と gはホモトピック”, つまり「ある連続写像H : Sn× [0, 1] → O(S,X)

でH(x, 0) = f(x),H(x, 1) = g(x)なものが存在する」として同値関係を入れる.

Proof.

πk(i) : πk(O(S,X)) → πk(C(S,X))

とする. 全単射を示せば良い.

(単射性) γ : Sk → O(S,X), f(P ) = x0かつπk(i)(γ) = 0とする. すると連続写像H : Sk×[0, 1] →
C(S,X)でH(x, 0) = γ(x),H(x, 1) = x0 ∈ C(S,X)なものが存在する
前の議論で, Q = Sk × {0, 1}, P = Sk × [0, 1],K = ∅, T = ∗とすると

Sk × {0, 1} γ,x0 //
� _

�

O(S,X)� _

�
Sk × [0, 1]

H
//

G
55

C(S,X)

となるので, あるG : Sk × [0, 1] → O(S,X)でG(x, 0) = γ(x), G(x, 1) = x0 ∈ O(S,X)なものが
存在する. よって定義から γ = 0 ∈ πk(O(S,X))

(全射性) δ : Sk → C(S,X), f(P ) = x0とする. 前の議論で, Q = ∅, P = Sk,K = ∅, T = ∗とす
ると

∅ //
� _

�

O(S,X)� _

�
Sk

δ
//

δ̃
66

C(S,X)

となるので, δ̃ : Sn → O(S,X)で δと homotopicとなるものが存在する. よって πk(i)(δ̃) = δで
ある.
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最後の主張に関しては (全射性)の証明において k = 0, S0 = ptとすれば言える.

2.2 成り立つこと

Oka多様体の性質をまとめると次のとおり.

1. Stein OkaはGromov elliptic.

2. [kus21] Okaである Zariski開集合で被覆される多様体はOka

3. [Fc13, Prop2.8] 正則な covering map X̃ → X についてOkaである性質はうつりあう.36

4. [Fc13, Cor 2.9] Okaならば strongly Liouville(任意の negative pshは定数のみ.)

5. [Fc18] Okaならば C-strongly dominable. つまり f : CdimX → X という全射正則写像が
ある.

6. [Fc13, Theorem 2.11] 正則ファイバー束 f : E → X でファイバーがOkaとする. このとき
EがOkaとX がOkaは同値. ただ submersionでは分かってないらしい. 37

7. Okaの 1点 blow upは Oka. ただ blow up locusの次元が１次元以上だと分かってないら
しい.

8. [Fc13, Theorem 2.13] Cn,CPn, Grassmann多様体について, codim 2以上のCn内のalgebraic

subvarietyの補集合はOka.

9. RationalならGromov ellipticが 2024年 11月に示されたらしい38

Example 2.7. (1). 等質多様体X はGromov elliptic. 特にOka.

Proof. 群GがX に正則かつ推移的にX に作用するとして

s : X × TeG→ X

を s(x, v) := exp(v)xとすればこれが idX の dominateな sprayになる.

(2). TX が完備正則ベクトル場 V1, . . . , VN で生成される39ならばXはGromov Ellipticである. 特
にOkaである.

Proof. ϕit ∈ Aut(X)を Viのフローとして s : X × CN → X を

s(x, t1, . . . , tN ) = ϕ1
t1 ◦ · · · ◦ ϕ

N
tN
(x)

とすればこれが idX の dominateな sprayになる.

36ここは h-principleと違う点. 種数 2のリーマン面は h-principleを満たさないが, 普遍被覆は可縮なので h-princiole
を満たす. この例はどちらも Okaではない.

37ここも specialと違う. X とファイバーが specialだが E が specialではない submersionの例がある. ファイバー
束の場合はわからん.

38https://arxiv.org/abs/2411.17892
39正則柔軟 (holomorphic soft?)というらしい
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特にX コンパクトかつ TX が globally generatedならOkaである.

(3) toricならばOka([Fc13, Theorem 2.17], Larussonによる結果)特にCPnやminimal Hirzebruch

surfaceもOka

Proof. C∗ が Oka であることを使い X が torus factor を持たないとして良い. このとき X =

(Cm \ Z)/Gで Z が algebraic subvarietyで codim2以上なので， Cm \ Z はOkaであり, Gが推
移的に作用しているので従う.

(4) トーラスはOka. CnがOkaであるので. 実は [Fc13, Cor 2.25]でCn/Γから有限個の点を取り
除いてもOkaになることがわかっている. これは「Cn \AでAが discreteな tame集合というも
の」からの covering mapを持つからである.

(5) コンパクトリーマン面がOka であることは g ≤ 1と同値. これは g ≥ 2ならばC → X という
全射はないから.

(6) 2 次元 surfaceX について, RC ならば Oka. これは MMPX → Xmin を考えると Xmin は
Hirzebruch surface, CP2となるからである.

突き詰めるとXuniruledでXminが種数 2以上の ruled surfaceでないなら, X はOkaである
(7) Hopf surfaceもOka.

普遍被覆が Cn \ {0}であるので.

(8) [Cam04, Section 8] Okaならば special. これはOrbifold Kobayashi-Ochiaiを使う.

Example 2.8. [Fc13, Subsection 2.8] minimal Surfaceに関しては, Kodaira 次元で分けると次
がわかる
κ = −∞. 分類より CP2か ruled surface であるので, 「ruled surface over curve with g ≥ 2」以
外はOkaである
κ = 0. torus, biellipticならOka. K3, Enriquesは不明.

κ = 1 Buzzard-Lu [BL00]より, C-dominableと dense entire curveがあることは同値である. そ
の他全く不明.

κ = 2 SpecialでないのでOkaでもない.

一つ面白い結果があったので, 書いておく

Proposition 2.9. [Fc13, Cor 2.39] Kummer ならば C-strongly dominable

Proof. statified Okaならば C-strongly dominableであることがわかっている. ここで statified

Okaとは X = X0 ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xm = ϕという閉部分代数多様体の stratificationがあって,

Xi \Xi+1がOkaになるものである.
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Kummer 曲面 Xはトーラスを (z.w) 7→ (−z,−w)の作用でわり, そこででた 16点の特異点で blow

upしたものである．つまり 16点の特異点で blow upした rational curveの集合をC = ∪16
i=1Riと

すればX \ C は T \ 16点 を Z2で割ったものと同型であり, T \ 16点はOkaである.

C は rational curve の集まりより Oka である. よって X は statified Oka であり, C-strongly
dominableである

2.3 Oka多様体に関する未解決問題たち

Question 2.10. specialならばOkaか?

ただこれ成り立つか微妙である. なお Campana Winkelmanは次のことを示した

Theorem 2.11. [CW15] X を projective manifoldとする. X が h-principle, つまり「任
意の Stein manifold Z からの連続写像 Z → X が正則写像と homotopicである」を満たす
とする.

このときXは specialでBrody hyperbolic Kähler manifold Y への正則写像X → Y は定数
である.

h-principleであってもOkaではない. 例えば可縮 ならばどんな写像も定値写像と homotopicなの
で, 単位円板が反例になる.

Question 2.12. specialならば h-principleを満たすか?

Question 2.13. TX nefな FanoはOka多様体か?

Campana-Peternell予想が正しいなら TX は globally generatedなので, Okaとなる. (Rational

homogenusからOkaでもいい)

突き詰めるとこういうことになる.

Question 2.14. • TX psefな rationally connectedはOkaか？
• FanoやRCはOkaか？
• κ = 0ならOkaか？

なお Campana-Winkelman 23 [CW23]で, ”RCは dence entire curveを持つこと”がわかってい
る. specialならば dence entire curveを持つは未解決だが, semiabelian varietyと birationalなら
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ば言えている (らしい?).40

40これは 2024年の多変数冬セミナーで山ノ井先生が講演していた.
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3 Voisonのサーベイ

はじめに

Claire Voisinの Fibrations in algebraic geometry and applicationsのサーベイ [Voi]をまとめた.

が, このサーベイかなり難しく, 読めない部分が多かった. なので読んでいるときにわからなかっ
た部分をあえて赤字で残すことにした. 41

3.1 Introduction

Definition 3.1. f : X 99K Y を projective manifoldかコンパクト複素多様体の射とする.

f : X 99K Y が fibration とは, ファイバー連結な dominant mapとなること.

fibrationf : X → Y のいいところはXの性質が Y や fiber F に遺伝する (逆も然り)ところである.

1. Y と全てのファイバー F が Brody (resp. algebraically) hyperbolicならば, X もそう. 42

2. Y と一般ファイバー F が general typeならば, X もそう. (Iitaka conjectureがこのときは
成り立つから)

3. Y と一般ファイバー F がRCならば, X もそう. (多分Graber-Harris-Star [GHS03]??)

このサーベイでは 3つの fibrationを扱う

1. Iitaka Fibration

2. MRC fibrationと Shafarevich map (Γ-reduction)

3. Core fibration

3つ目については次の予想から来ている

Conjecture 3.2. general typeならば, Kobayashi pseudometricが一般点で非退化?

KX ≡ 0ならば, Kobayashi pseudometricが常に 0?

[KL22]などHyper-Kahlerの場合に研究が進んでいるらしい.

Conjecture 3.3. Special ならば, Kobayashi pseudometricが常に 0?

41ただ著作権的にいいのかどうかわからないので, やばいのであれば削除します.
42これは一般に言えてる??

58



projective/コンパクトKählerの仮定は,「コンパクト閉代数 (解析)集合のパラメーター空間 (CHow-

Barlet space)がコンパクトになるという部分で役にたつ (Fujikiの定理) Kählerの仮定を外しても
local deformationの部分は大丈夫だが, コンパクト性はもはや成り立たない.

3.2 Fibrations and holomorphic forms

3.2.1 General facts on fibrations and holomorphic forms

X, Y projective manifold/コンパクト Kähler manifoldとし, f : X → Y を全射とする.

Remark 3.4. f : X → Y の Stein分解 fst : X → Yst を取る. fst : X → Yst は with connected

fiberとなる. よってほとんどの場合において f は fibrationであると仮定して良い.

ただ Ystは normalなだけなので, Y の滑らかさが必要な場合はこの議論は適応できない.

Lemma 3.5. [Voi, Lemma 1.2] f : X → Y を proper射とするとき次を満たす.

1. f∗ : π1(X) → π1(Y ) について, f∗(π1(X)) ⊂ π1(Y )は有限位数を持つ. さらに with

connected fiberならば, f∗(π1(X)) = π1(Y )

2. f∗ : H i(Y,Q) → H i(X,Q) はHodge構造における単射である.

3. 一般ファイバーが Xs が連結かつ, 任意の i > 0で H0(Xs,Ω
i
Xs

) = 0 ならば, f∗ :

H0(Y,ΩiY ) → H0(X,ΩiX)は i ≥ 0で同型である.

Proof. [1] U ⊂ Y を dense Zariski openで fU : XU → U が smoothになるものをとる. fU は位相
的に locally trivialなので

1 → π1(F ) → π1(XU ) → π1(U) → 1

である. Y が smoothだと π1(U) → π1(Y ) が全射になる. これより言える. 43

[2, 3] この状況下では, R係数の cohomologyの left inverse

f∗ : H i(X,R) → H i(Y,R) α 7→ f∗(ω
d ∪ α)

が存在する. ここで d := dimX − dimY かつ, ω を X のKähler formでファイバー上で volume

1となるものとする. (H i(Y,R) ∼= HdimY−i(Y,R)∨と poincare dualityで同一視しているので, 上
のような pushforwardが取れる.) よって f∗ : H i(Y,Q) → H i(X,Q)は単射になる.

また一般点 s ∈ Y について,

0 → f∗ΩY → ΩX|Xs
→ ΩXs → 0, (3.1)

43π1(XU ) → π1(X)の部分は？
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から, ΩiX|Xs
の filtrationを誘導する. 仮定からH0(Xs,Ω

i
Xs

) = 0なので

H0(Xs,Ω
i
X|Xs

) = H0(Xs, f
∗ΩiY ).

である. X 上の正則 i-form αは, 正則値 Y 0 ⊂ Y 上の f∗ΩiY の正則 i-formβ と同一視される. こ
の β は Y 上に

β′ = f∗(ω
d ∧ α)

として, 拡張される. α = f∗β′がX0 = f−1(Y 0)上で成り立つので, X 上でも成り立つ.

Remark 3.6. [Voi, Remark 1.4] 3.1の完全系列は,

0 → N∗
Xs/X

→ ΩX|Xs
→ ΩXs → 0, (2)

の特別な場合である. s ∈ Y が generalならば NXs/X = f∗TY,sとなる.

Xの d-次元多様体Xs ⊂ Xによる covering familyによる以下のような図式を考える. ここで f を
fibration, φを generically finite dominant mapとする.

X ϕ //

f
��

X

Y

Lemma 3.7. [Voi, Lemma 1.5] fibration f : X → Y について, KX|Xs
= KXs となる. ま

た covering family (Xs)s∈Y について, general member Xsについて,

KXs = KX|Xs
+D

となる. ここで D は Xs上 effective divisorである.

Proof. 一般点 s ∈ Y について,

0 → f∗ΩY → ΩX|Xs
→ ΩXs → 0, (3.2)

であり, f∗ΩY はXsに沿って自明であるので, detをとれば

KX|Xs

∼=
def

detΩX|Xs
∼=

(3.2)
det f∗ΩY |Xs ⊗ detΩXs

∼=
f∗ΩY |Xs が自明

detΩXs
∼=
def
KXs

φは generically finiteなので, (X が smoothであることも使って), ある ramification divisor Rが
あって, KX′ = φ∗KX + Rとなる. よって, Xs 6⊂ Rとなる Xs について D = R|Xs とすれば良
い.
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Lemma 3.8. [Voi, Lemma 1.6] holomorphic pluridifferential forms(多重正則形式?), つ
まり k ∈ Z+についてH0(X,Ω⊗k

X )は compact Kähler多様体の上の双有理不変量である.

Proof. X,Y を compact Kähler 多様体とし, φ : X 99K Y を双有理射とする. Zariski open U ⊂ X

で, codimX \ U ≥ 2 かつ φ|U : U → Y が well-definedであるものを取る. すると

φ∗ : H0(Y,Ω⊗k
Y ) → H0(U,Ω⊗k

U ).

という写像は, φ : U → Y が非退化であり微分が消えないので単射である. Hartogsの定理から,

H0(U,Ω⊗k
X ) = H0(X,Ω⊗k

X )である. 同様のことをX と Y を入れ替えれば, 同型が言える.

3.2.2 Iitaka fibration

X projective manifold, L line bundleとする.

M(L) := {k ∈ N | H0(X, kL) 6= 0}

という部分集合を定義する. これはN の部分monoidとなる.44よって, ある k0 ∈ Z+があって, 十
分大きなM(L)の元は k0の倍数となる.

以下 k0 6= 0とする. 定義からm � 0かつ k0の倍数ならば, H0(X, kL) 6= 0である. 次の例から
k0 > 1となりうる
Example 3.9. E 楕円曲線, Y projective manifoldとする. L0 を 位数 k0 > 1 の E上の torsion

line bundle, LY を LY の ample line bundleとする. X = E × Y , L = L0 � LY とおくと k0 > 1

となる.

Iitaka 次元 κ(L) を k ∈M(L)において |kL|の線形系で定義される写像

φkL : X 99K PN

の像の最大次元とする. ただしM(L) = {0} のときは κ(L) = −∞ とする. L = KX の Iitaka 次
元を X のKodaira 次元という
例えば κ(L) = 0 であることは, M(L) 6= {0} かつ任意の k ∈M(L)で h0(X, kL) = 1が成り立つ
ことと同値である.

Theorem 3.10. [Voi, Theorem 1.7 (Iitaka)] ある fibration

φL : X 99K Y

44N がmonoidとは (a · b) · c = a · (b · c)と単位元の存在を満たすもの. M ⊂ N が部分monoidとは x, y ∈ M なら
ば x · y ∈ M なるもの
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で次を満たすものが存在する

1. dimY = κ(L).

2. φ̃L : X̃ → Y, τ : X̃ → X を φLの不確定点解消とし, φ̃L の一般ファイバーを F とす
る. τ∗L|F の Iitaka 次元は 0となる.

X̃
ϕ̃L //

τ
��

Y

X
ϕL

88

さらにこのfibration φL は Y の birationalを除いて一意である. このfibration φL : X 99K Y
を Iitaka fibrationという.

L = KX の場合, 3.8から任意の r ∈ Z+ について H0(X̃,K⊗r
X̃

) ∼= H0(X,K⊗r
X ) である. つまり

φ̃KX
: X̃ → Y が KX̃ の Iitaka Fibrationと同一視できる. さらに 3.7から, 一般ファイバー F に

ついてKX̃ |F = KF となる. よって以上より下を得る.

Corollary 3.11. [Voi, Corollary 1.8] 0以上の Kodaira 次元 κ を持つ多様体において,

canonical fibration φKX
: X 99K Y で Y の次元は κ で, 一般ファイバーは Kodaira 次元 0

を持つものが存在する.

Proof of 3.10. 任意の k ∈ M(L) について, ある 0 6= σ ∈ H0(X, k0L) をとって包含写像 σ :

H0(X, kL) ↪→ H0(X, (k + k0)L)がある. よって次の可換図式を得る:

X
ϕ(k+k0)L // PN ′

π
��

X
ϕkL // PN

右の π : PN ′ → PN は linear projectionである. よって k を十分大きくすれば,

dim ImφkL = κ(L) (3.3)

となり πが generically finite rational map

Im (φ(k+k0)L) 99K ImφkL,

を引き起こす. これらはX で支配されるので, kが十分大きければ birationalとなる.

さてk0で割り切れる十分大きなkを取り, Y を ImφkLの smooth modelとする. さらに φ : X̃ → Y

を φkL : X 99K Y の不確定点解消とする.
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示すべきことは以下の二つである.

(a) φの一般ファイバーが既約となること.

(b) X̃ 上の line bundle L̃ = τ∗Lを一般ファイバーに制限したとき, その Iitaka次元は 0.45

Yk = ImφkLとし, OYk(1)を Yk ⊂ PN としたときのOPN (1)の引き戻しとする. すると定義から
H0(X,L⊗k ⊗ φ∗kLOYk(−1)) に 0でない sectionがある.(σを使う.) よって 0でない section

α ∈ H0(X̃, L̃⊗k ⊗ φ∗OY (−1))

がある. ただし, OY (1)はOYk(1)の Y への引き戻しとする. OY (1)は bigなので, 任意の r ≥ 0に
ついて, ある s > 0があって,

φ∗(L̃
⊗r)⊗OY (s)

は Y 上で generically globally generatedである. (Kodaira分解OY (1) ∼Q A + E を使えば E 以
外で ampleなので) よって φの一般ファイバー F について,

H0(X̃, L̃⊗r ⊗ φ∗OY (s)) � H0(F, L̃⊗r ⊗ φ∗OY (s)|F ) = H0(F, L̃⊗r|F )

は全射である.

さて (a), (b)を示す. (b)が成り立たないとすると, １次独立な section σ1, σ2 ∈ H0(F, L̃⊗r|F ) が
ある. これより, X への拡張 τ1, τ2 ∈ H0(X̃, L̃⊗r ⊗ φ∗OY (s))がある. αs を twistして１次独立な
sectionτ ′1, τ

′
2 ∈ H0(X̃, L̃⊗r+sk) が作れる. これは (3.3)付近のように kを十分大きくとったことに

矛盾する. よってH0(F, L̃⊗r|F )はたかだか一つの sectionを持つ. (sectionを持つのは αを制限
すれば良い)よって (b)がいえた. (a)も同様で, もし既約でないのであれば上のように 1次独立な
sectionが作れてしまうためである.

3.2.3 Castelnuovo-de Franchis and Bogomolov theorems

Lemma 3.12. [Voi, Lemma 1.10] X を projective manifold/ コンパクト Kähler manifold

とする. α, β ∈ H0(X,Ω1
X) を二つの 1次独立な 1-formで

α ∧ β = 0 in H0(X,Ω2
X)

であるものとする. このとき, 種数 2,以上の smooth projective curve C への射 φ : X → C

と, C 上の正則 1-formsα0, β0 があって,

α = φ∗α0 and β = φ∗β0

45semiampleのときと違い, L̃は Y の line bundleの引き戻しになるとは限らない
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となる. より一般に g個のX 上の 1次独立な (1, 0)-form αiで,

αi ∧ αj = 0 in H0(X,Ω2
X)

を満たすならば, 種数 g以上の smooth projective curve C, morphism　 φ : X → Cがあっ
て, αiは C 上の正則 1-formsの引き戻しになる.

Proof. X がコンパクト Kähler なので, 正則 1次形式ならば closedである. これは ∂-closedなら
ばKahlerより harmonicとなり, d-closedとなるから.

2つの 1-form α, β は各点で平行である. よって rational map f : X 99K P1 があって,

α = fβ

とかける. (可縮な近傍をとってドラームコホモロジーを見る) 正則 1-formは d-closedなので,

dα = df ∧ β = 0となる. よって df もまた α, βと各点で平行である.

そこで f : X 99K P1を考える. すると, f の fiber上で αと βは消えている. 46 そこで次を考える.

• f̃ : X̃ → P1 を f の resolution

• F : X̃ → C, r : C → P1 を f̃ の Stein factorization

• α̃, β̃を α, β の引き戻しとする. これは閉正則 1次形式であり, これらは, F |U : U → C のヤ
コビ行列の階数が最大となる U 上では F ∗ΩC ⊂ ΩX̃ の sectionとなる.

X̃
f̃

&&

F //

π
��

C

r
��

X
f // P1

今 X̃ 上のKähler form ωで F の fiberで体積が 1となるものをとって

α0 := F∗ω
d−1 ∧ α̃

とする. すると α0は C 上の正則 1次形式であり, α̃ = F ∗α0 となる. 47よって, g(C) ≥ 2である.

C は有理曲線を含まないので, F ◦ π−1 : X → C はmorphismとなる. ([KM98, 1.1節参照])

Theorem 3.13. [Voi, Theorem 1.11, Catanese] Xをコンパクト Kähler manifoldとする.

2つの 1次独立な β, β′ ∈ H1(X,C) で

β ∧ β′ = 0 in H2(X,C)

46これはなぜかわからんかった.
47これ C 上正則？
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となるものがあるとき, ある種数 2以上の曲線Cへの射 f : X → Cで β, β′ はH1(C,C)の
元の引き戻しになるものが存在する.

より一般に C は種数 g以上の曲線への射 f : X → C の存在は, g次元ベクトル空間 V ⊂
H1(X,C) であって

∧2V ≡ 0 in H2(X,C)

となるものの存在と同値である. (上に関しては ∧2H1(X,C) → H2(X,C)と見ている)

Proof. 簡単のため g = 2とする. β, β′の Hodge 分解を

β = β1,0 + β0,1 ∈ H1,0 ⊕H1,0 β′ = β′1,0 + β′0,1 ∈ H1,0 ⊕H1,0

とする. ここで β1,0, β1,0, β′1,0, β′1,0 ∈ H1,0, つまり正則 1形式である.48β ∧ β′ = 0の仮定から

β1,0 ∧ β′1,0 = 0 β0,1 ∧ β′0,1 = 0 in H0(X,Ω2
X).

β1,0 ∧ β′0,1 + β0,1 ∧ β′1,0 = 0 in H1,1(X). (3.4)

である. 3.12より以下の場合に帰着できる. (そうでない場合は 3.12からX → C が存在する).

β′1,0 = λβ1,0, β′0,1 = µβ0,1 となる λ, µ ∈ Cが存在する.

β と β′は一次独立なので λ 6= µ である. 3.4に代入すると,

µβ1,0 ∧ β0,1 + λβ1,0 ∧ β0,1 = 0 in H1,1(X)

を得る. µ 6= λ, なので,

β1,0 ∧ β0,1 = 0 in H1,1(X). (3.5)

である. そこで
η := β1,0 ∧ β0,1 in H2,0(X).

とおく. 実は η = 0である. なぜなら 3.5から, η ∧ η = 0 in H2,2(X)である. すると ωをKähler

formとして, Hodge-Riemann bilinear relation から

H2,2(X,R) ∧ωn−2

→ Hn,n(X,R)

が正定値であるので, η = 0となる. よって 3.12より, X → C が存在する.

48(p, 0) 調和形式と正則 p-formは compact Kählerでは同じ
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Corollary 3.14. [Voi, Corollary 1.12, Beauville, Siu] X をコンパクト Kähler manifold

とする. 種数 2以上の曲線Cへの定数でない写像 F : X → Cが存在することは, 群準同型
α : π1(X) → π1(C) で像が有限指数であるものが存在することと同値.

Proof. C はK(π, 1)空間である49 よって αは連続写像 f : X → C を誘導する. (作り方は X 上
の主 π束Xuniv × Cuniv/π1(X)を作れば, 分類空間の定義からX → C が作れる).

仮定から Imα ⊂ π1(C)は有限指数なので,

f∗ : H1(X,Z) = π1(X)ab → H1(C,Z) = π1(C)
ab

は有限の cokernelを持つ. (⊗ZCしたら全射になる)これよりpull-back f∗ : H1(C,C) → H1(X,C)
は単射になり, 次の図式を得る.(∧は cup-productを意味する)

H1(C,C)⊗H1(C,C)∧ //

f∗⊗f∗
��

H2(C,C)

f∗

��
H1(X,C)⊗H1(X,C)∧ // H2(X,C)

さて V := f∗H1,0(C) ⊂ H1,0(X)を考えると, f∗ は単射なので, これは g(C)次元である. さらに
α, α′ ∈ H1,0(C)について

α ∧ α′ = 0 in H2(C,C)

であるので上の図式から
f∗α ∧ f∗α′ = 0 in H2(X,C)

よって 3.13より種数 2以上の曲線Cへの定数でない写像 F : X → Cが存在する. 逆に関しては,

3.5より.

Theorem 3.15. [Voi, Theorem 1.13. Bogomolov and Campana] Xをコンパクト Kähler

manifold, L ⊂ ΩkX を line bundleとする. (ただし saturatedであるとは限らない).

κ(L) ≥ k ならば, ある rational map φ : X 99K B,があって, B は k 次元の projective

manifoldであり, L はあるX の Zariski open上で φ∗KB ⊂ ΩkX と一致する.

Proof. Step1. Lの Iitaka fibrationが 0 6= s0, . . . , sN ∈ H0(X,L)で与えられる場合を考える. その
dominant rational map φ : X 99K B ⊂ PN で dimB = kなものがある. H0(X,L) ⊂ H0(X,ΩkX)

によって, ある正則 k形式 αiがあって,

si = αi in H
0(X,ΩkX)

49基本群が π でそれ以外のホモトピー群が全て自明な空間. 　 http://pantodon.jp/index.rb?body=Kpi1 離散群
の分類空間ともみれて, X 上の主 π 束と連続写像 X → K(π, 1)が一対一に対応する.
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するとある有理関数 φiで αi = φiα0 となる. (φi =
si
s0
である)

3.12と同様にX が compact Kählerなので, dαi = dα0 = 0である. よって dφi ∧ α0 = 0なので

F := (dφ1, . . . , dφN ) ⊂ ΩX

とすると, これはX の一般点で ΩX のランク kの部分束である. つまり F = φ∗ΩB が一般点で成
り立つ.

Lemma 3.16. [Voi, Lemma 1.16] W をベクトル空間, 0 6= u ∈ ∧kW とするこのとき

V := {v ∈W, v ∧ u = 0} ⊂W

は次元 k以下である. さらに dimV = kであることは, u が ∧kV の生成元であること (つ
まり u が分解可能)と同値である.

よってX の一般点で, Lと ∧k(φ∗ΩB) = φ∗ΩkB, が一致する.

Step2. 一般の場合. s ∈ H0(X,L⊗N )について, generically finite dominant map r : X ′ → X と
s′ ∈ H0(X ′, r∗L) であって,

r∗(div s
′) = div s.

となるものが存在する. これはX の位数N で div s.に沿って分岐する cyclic coverをとって, そ
れを resolutionしたものとして構成する.

これを繰り返すと次をえる

• generically finite cover r : X ′ → X

• r∗L ⊂ ΩkX′ . さらに r∗Lの Iitaka fibraitonがH0(X ′, r∗L)で与えられる.

• (Step 1の議論から) φ′ : X ′ 99K Y ′で Y ′は k次元の projective manifoldで, r∗L = φ′∗ΩkY ′

がX ′の一般点で成り立つ.

• φL : X 99K Y を Lの Iitaka fibrationとする.

s ∈ Y を一般点としたとき, r−1(Xs)の既約成分上において, r∗L は Iitaka 次元 0 である. よって
次の可換図式をえる.

X ′ϕ
′=ϕ|r∗L|//

r gen. fin.
��

Y ′

r′

��
X

ϕL
// Y

そして L = φ∗LΩ
k
Y .がX の一般点で成り立つ.
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Definition 3.17. [Voi, Definition 1.17] k > 0を整数とする. rank 1 subsheaf L ⊂ ΩkX で
κ(L) = k となるものを, Bogomolov subsheaf と呼ぶ

Remark 3.18. [Voi, Remark 1.18] 3.8から, Bogomolov sheafの存在は bimeromorphically/bira-

tionally invariantである. 詳しく言うと, rank 1の saturated subsheaf L ⊂ ΩkX ,,任意の birational

map φ : X ′ 99K X, について, φ∗L ⊂ ΩkX′ の saturationが, Lと同じ Iitaka次元を持つ.

3.3 Fibrations from families of cycles

3.3.1 Generalities about Hilbert schemes and Chow varieties

Theorem 3.19. [Voi, Theorem 2.1] X を complex projective varietyとする. このとき
高々可算個の, projective schemes Z と projective scheme Y への flat射 f : Z → Y と射
φ : Z → X があって,

Z ϕ //

f
��

X

Y

f のファイバー上で φ : Zy ↪→ X は埋め込みであり, 任意の部分 scheme Z ⊂ X について,

ある点 y ∈ Y があって, Z = f(Zy) となる.

ちょっとわかりずらいので, [GPRG94]を参照すると以下の通り.

Corollary 3.20. [GPRG94, Ch.8 Corollary 1.2] Xを解析空間とする. このときある解析
空間 D := D(O]X)と subspace Y ⊂ D ×X が存在して次を満たす.

1. Y はD上で flatかつ pr2|Y : Y → X は proper.

2. (universal property) Sが有限次元解析空間, Z ⊂ S ×X を subspaceとする. さらに
Zは S上で flatかつ pr1|Z : Z → X は properとする. このとき, 正則写像 f : S → D
がただ一つ存在して, Z ∼= S ×D Y となる

要は 3.19の Y がHilbやChowに相当して, Zが universal familiy {(y, x) ∈ Y ×X | x ∈ y} (Y の
元はX の subvarietyに相当する)である.

この結果はX がコンパクト Kählerでも成り立つ. その場合”subschemes”の部分を”closed analytic

subsets”にかえる必要がある. またその場合 Y はKählerとは限らず, Fujiki classになる.

3.19において, ”Xが”コンパクト”や, ”projective/Kähler”は必要である詳しくいうと closed sub-

variety/analytic spaceの”localな存在”には必要ない (Barletなど)しかしコンパクト性にはFujiki

Classが必要 (Bishopの定理を使うから)
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Theorem 3.21. [Voi, Theorem 2.4] X を projective manifold/compact Kähler manifold

とし, x ∈ X を very general pointとする. Z ⊂ X が xを通る closed subvariety ならば,

ある covering family

X ϕ //

f
��

X

Y

で次を満たすものが存在する

• f : X → Y fibration

• X , Y projective manifold /コンパクト Kähler,

• φ : X → X 全射
• ある s ∈ Y があって, φ|Xs : Xs → Xは Z̃ → Xと同一視できる. ここで Z̃ は Z ⊂ X

の特異点解消である.

よく使う方法は以下の通り (ただしX は全て C上で定義されているとする. Qだと可算なので使
えない)

• [CH24]. X 99K Z を MRCとする. 一般点 x ∈ X について, Xx をファイバーとすると
Chow(X)は可算個の成分しか持たないので, Y ⊂ Chow(X)で very generalな x ∈ X につ
いてXxをパラメトライズするものがある. よって universal family をZ とすれば上の写像
が作れる (よく使うのはそっから正規化をとるもの)

• [AD13], [Wan22]. F ⊂ TX という algebraically integrable foliationが存在するとき. この場
合定義から, 任意の (もしくは一般の)x ∈ X について Lxという leafで Lx ⊂ Lx

zarが open

なので, x ∈ Xについ subvariety Lx
zarを対応できる. よって上と同じ方法で Y ⊂ Chow(X)

で very generalな x ∈ X について Lx
zarをパラメトライズするものがある.

Proof. 3.19より高々可算個の projective scheme ψ : Z → X で, X の subvariety/subschemeをパ
ラメトライズするものが存在する. Ziを Z の既約成分する. ψ : Zi → X は projective射なので,

像は Zariski closedである. そこで

B :=
⋃

i|ψ(Zi)⊊X

ψ(Zi)

とする. X \Bの点はX の very general point となる.
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x ∈ X \B, Z ⊂ X を xを通る subvarietyとする. すると

Z ψ //

f
� �

X

Y

で Z はある fiber Zy ↪→ X と同一視できる.

そこで特異点解消をとって, Y は smoothにして良い. また ψ : Z → X は全射である. よって Z
の特異点解消を X とすれば欲しいものが得られる.

Remark 3.22. もし Z ⊂ X が smoothならば, Z はZyに沿って smoothであるので, Zyに沿って
X ∼= Z であり, つまり Xy ∼= Zy ∼= Z である.

Remark 3.23. Z → X は generically finiteになる.(必要ならば Y を制限し, 特異点解消させるこ
とにより)

z ∈ Z を

• Y は y = f(z) で smooth

• Zy で zを通るものも smooth

• ψ : Z → X は zで submersion

このとき ψ|Zy : Zy ↪→ X は immersionであり k := codimZy 次元ベクトル部分空間 V ⊂ TY,y に
ついて

ψ∗ : f
−1
∗ (V ) → TX,ϕ(z)

が同型になる.

つまり任意の k次元 subvariety Y ′ ⊂ Y で tangent spaceが yで V になるものについて, φ|ZY ′ :

ZY ′ → X は generically finiteとなる.

3.4 MRC and Γ-fibrations

3.4.1 Rationally connected varieties

Definition 3.24. [Voi, Definition 3.1] projective variety XがRCC(rationally chain con-

nected)であるとは, 任意の 2点 x, y ∈ X について, ある有理曲線の chain, つまり

fi : P1 → X i = 1, . . . , N f1(0) = x, fN (∞) = y, fi(∞) = fi+1(0) i = 1, . . . , N − 1

となるものが存在すること.

X がRC(rationally connected)とは任意の 2つの一般点が一つの有理曲線で結べること.
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Example 3.25. [Voi, Example 3.2] projective variety Xの projective cone CX はRCC. (vertex

使えば二つで結べる) CX の resolutionC̃X は X 上の P1 束になるので, C̃X は RCCとは限らな
い.(例えばX が種数 2のリーマン面の時など) よってRCCは birationally invariantではない.

また CX は RCとは限らない. 例えばX そのものが有理曲線を持たないとき, RCとは限らない.

(例えば CX の resolution を取って X に落とせば X に有理曲線が存在してしまう) なお RCは
birationally invariantである.

Theorem 3.26 (KMM92, Campana, [Voi, Theorem 3.3]). XをC上のprojective manifold

とする. 次は同値

• X RCC.

• X RC

• ある有理曲線 f : P1 → X で f∗TX が P1上の positive ベクトル束である.

特にC上の projective varietyがRCであることは, ある (任意の)特異点解消 X̃ → X につ
いて X̃ が RCC(RC)であることと同値である.

ここで P1上のベクトル束 Eが positiveとは, Grothendieckの定理から E =
⊕

OP1(ai)と分解し
たときに ai > 0となることとする.

x ∈ X とし, 有理曲線 P1 → X で f(0) = xとなるものが存在するとする. 以下は Debarreの本
[Deb01, Section 2.3]を参照.

Mor(P1, X) := {g : P1 → X} Mor(P1, X, f |0) := {g : P1 → X | g(0) = f(0)}

とする. これらは scheme/analytic spaceとなる. Mor(P1, X, f |0)は別の見方ができる. evaluation

map

ρ : Mor(P1, X) → Mor({0}, X) ∼= X g 7→ g(0)

の f(0) = xでのファイバーともみれる. さて [g] ∈ Mor(P1, X)での接空間は [Deb01, Proposition

2.4] より

TMor(P1,X),[g]
∼=

[Deb01,P roposition2.4]
H0(P1,Hom(g∗Ω1

X ,OP1)) ∼=
X smooth

H0(P1, g∗TX) (3.6)

となる. 同様にして, Mor(P1, X, f |0)は

TMor(P1,X,f |0),[g]
∼=

tangent map
KerH0(P1, g∗TX) → H0({0}, g∗TX) ∼=

0→I0→OP1→OP1/I0→0
H0(P1, g∗TX⊗I0)

(3.7)
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となる.50 さて [Deb01, Theorem 2.6]より

dim[g]Mor(P1, X) ≥
X smooth

dimH0(P1, g∗TX)− dimH1(P1, g∗TX)

となる.51 同様にして, ([Deb01, Section 2.3]参照)

dim[g]Mor(P1, X, f |0) ≥ dimH0(P1, g∗TX ⊗ I0)− dimH1(P1, g∗TX ⊗ I0) (3.8)

[Voi]に戻ると, f(0) = x ∈ X なる有理曲線で f∗TX が positiveなものが存在するとする. すると

dim[f ]Mor(P1, X, f |0) ≥
3.8

dimH0(P1, f∗TX ⊗ I0)− dimH1(P1, f∗TX ⊗ I0)

= dimH0(P1, f∗TX ⊗OP1(−1))− dimH1(P1, f∗TX ⊗OP1(−1))

=
f∗TXpositive

dimH0(P1, f∗TX ⊗OP1(−1))

となる. つまりMor(P1, X, f |0)は [f ]の近くで h0(P1, f∗TX ⊗ I0)次元 (以上)を持っている. 52そ
こで evaluation map

ρ∞ : Mor(P1, X, f |0) → Mor({∞}, X) ∼= X g 7→ g(∞) (3.9)

を考えると, での differential map (tangent map)は 3.7と同様にして

Tρ : H
0(P1, f∗TX ⊗ I0) → (f∗TX ⊗ I0)|∞ s 7→ s(∞)

となる. f∗TX positiveより上の写像は全射である.

よって Sardの定理から ρ∞の正則値 (ヤコビ行列のランクが fullランクであるXの点たち)は一般
点となる53これより代入写像 ρ∞ : Mor(P1, X, f |0) → X はX の一般点において全射になる. (正
則値ならば localに射影になるので) これはつまり

一般点 y ∈ X について, ある g ∈ Mor(P1, X, f |0)で g(∞) = yとなるものが存在する

ということである. g : P1 → X かつ g(0) = f(0) = xよりX はRCとなる.

逆に RCだったら, f∗TX positiveな有理曲線の存在も同じで示す. ([Deb01, Proposition 4.9]が
それにあたる 代入写像 ρ∞ : Mor(P1, X, f |0) → X が X の一般点において全射を言い変えて,

differential Tρが全射をいう.)

50H0(P1, g∗TX) → H0({0}, g∗TX)は要するに 0 ∈ P1 を代入する写像. H0({0}, g∗TX) ∼= Crk g∗TX である.
51おそらく Mor(P1, X, f |0), [g] は [g] の周りで singular になりうるので tangent space の次元とは一致しない.

[Deb01, Theorem 2.6] の主張では, Mor(P1, X) は [g] の周りで dimH0(P1, g∗TX) 次元の nonsingular variety の
dimH1(P1, g∗TX)個の方程式の０点集合となる.

52[Deb01, Theorem 2.6]の主張から, 実はMor(P1, X, f |0)は [f ]で smoothであることがわかる. dimH0(P1, g∗TX)
次元の nonsingular varietyの 0 = dimH1(P1, g∗TX)個の方程式の０点集合となるので

53一般の Sardの定理だと臨界値 (X から正則値を抜いたもの)がルベーグ測度 0ということだが, 一般点となるのは
代数的/解析的だから？

72



3.26の残っているのはRCCならばRCの部分である. まず次の Lemmaを見る

Lemma 3.27. [Voi, Lemma 3.4] X を C上の smooth projective varietyで RCC, x ∈ X

very general pointとする. このとき f : P1 → X を xを通る有理曲線とするとき, f∗TX
semi-positive.

Proof. X RCCなので, 任意の x ∈ X について xを通る有理曲線が存在する. よって

ev : P1 ×Mor(P1, X) → X (s, f) 7→ f(s)

は全射になる. Mor(P1, X) =
⋃
Biと既約分解する. 今Mor(P1, X)は高々可算個の schemeなの

で, 3.21と同じく

C =
⋃

i|ev(P1×Bi)⊊X

ev(P1 ×Bi) ∪
⋃

i|ev(P1×Bi)=X

{x ∈ X | ev : P1 ×Bi → X において xは臨界値 }

とすると , X \ C はX の very general pointとなる.

さて x ∈ X \ C, f : P1 → X かつ f(0) = xとする. C の定義から, 既約成分 B ⊂ Mor(P1, X) で
[f ] ∈ Bかつ

ev : P1 ×B → X

は全射かつ (0, [f ])で正則点となるものが存在する. evの (0, [f ])での微分は

TB,f → H0(P1, f ∗ TX) → (f ∗ TX)|∞

でこれが全射になるので, f∗TX は generically globally generatedとなり semipositiveとなる54

Remark 3.28. f∗TX semi-positiveとなる有理曲線を free rational curveとなる. free rational curve

の存在は uniruled(任意の一般点に対してそれを通る有理曲線が存在する)と同値なので, この補題
はRCCならば uniruledを示している.

3.26の難しい部分は有理曲線の chainから有理曲線を作る部分である. xを yを結ぶ有理曲線の
chain C1, C2があるとする (簡単のため 2つにする). 3.27より f∗i TX semipositiveを仮定して良い.

f∗i TX semipositiveだけだと, RCのような有理曲線, つまり (3.9)の微分写像が全射になるような
曲線は作れない.

なので有理曲線の normal bundleの positivityを増やすような free rational curveを作ることで,

C1, C2を繋ぐ rational curve(”leg”)を作っていく. 55

54ここわからんかった. TP1×Mor(P1,X),(0,[f ]) = C×H0(P1, f ∗ TX)になるのでは?(3.6参照)
55ここもわからなかった. 多分 [CW23]でもあるような Comb smoothingの話??
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3.4.2 The MRC fibration

以下基礎体は Cとする.

Theorem 3.29 (KMM92, Campana, [Voi, Theorem 3.6]). projective manifold X につい
て, ある rational map φ : X 99K B で次を満たすものが存在する.

1. very general point x ∈ X, general point y ∈ Xϕ(x), および任意の有理曲線C ⊂ X で
yを通るものについて, C ⊂ Xϕ(x).

2. φのファイバーは RC

3. φ almost holomorphic.つまり, general fiberで well-definedである (不確定点が B全
体を覆わない)

3の性質より, φの一般ファイバーは smoothである. この 3の性質が本質的であり, 1の条件より
もっと強いことが言える
(1′) very general point x ∈ X と有理曲線 C ⊂ X で C ∩Xϕ(x) 6= ∅ならば, C ⊂ Xϕ(x).

Sketch proof of 3.29 X non-uniruledのときは φ = idX とすればいいので, X uniruledを仮定す
る. 3.27より, very general point x ∈ X について, ある free rational curve f : P1 → X で xを通
るものがある.

x′ ∈ Cx = f(P1) となる very general pointはX においても very generalなので, 3.27を x′にも
適応して, free rational curveC ′

x′ := Imf ′, f ′ : P1 → X で x′を通るものでCと異なるものがある.

よって, Sx =
⋃
x′∈P1 C ′

x′ という xを通る曲面ができる. これはRCCとなる. 実は実際にはRCで
ある. (ここには議論がいるが freeであることが効く)

Lemma 3.30. [Voi, Lemma 3.9] f : P1 → X, f ′ : P1 → X を二つの free rational curves

で f(0) = f ′(0′)となるものとする. このとき C ′′ = C ∪ C ′ ( 0 = 0′でくっつける)のある
(f, f ′) : C ′′ → X の smoothificationがある.

つまり, ある射 g : C → X で φ : C → B は曲線B上の滑らかな曲面で, smooth fiber は P1

かつ, ある b0 ∈ Bで Cb0
∼= C ′′かつ g|Cb0

= (f, f ′)となるものが存在する.

さらに gb : P1 → X は一般点 b ∈ Bについて freeである.

C g / /

ϕ
��

X

B

この補題は weak gluing lemmaと言われる (Miyaoka-Peternell[?]参照) これより C ∪ C ′を含む
曲面 Sxで任意の一般点は xと free rational curveで結ばれるものが存在する.
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これを繰り返して (Cx を Sx に取り替えて) very general point x ∈ X について, ある varietyXx

で xを通り, (1)を満たすようなものが存在する. また (2)も成り立つ. 実際に very general point

x′ ∈ Xxについて, Xx′ = X ′
x で general point y ∈ Xxは x′ と有理曲線で結ばれる. よって Xxは

RCとなる. (というかこれは構成からそうなるのでは？ )

あとは fibration を作れば良い. これは 3.31 の応用である. 上の構成から φ̃ : X̃ → B という
fibrationが作れる, ここで τ : X̃ → X をX の blowupの列とする. 56 τ の１次元以上の fiberは
RCなので, E := Ex(τ)はBに dominateしないか, φ : E → Bが τ を経由するかである. これか
らBの一般点上で φは well-definedとなる.

(3)　に関しては Campanaの別証明もある.(多分こっちはDouady space使うはず.)

Theorem 3.31 (Graber-Harris-Starr [GHS03], [Voi, Theorem 3.10]). X projective man-

ifold φ : X 99K B MRC fibrationとするとき, B は non-uniruled.

Theorem 3.32. [Voi, Theorem 3.12] f : Y → C projective 射で一般ファイバーがRC, C

を smooth curveとする. このとき f の section C → Y がある. もっと強く f の sectionで
f の一般ファイバーの一般点を通るものが存在する.

Proof of 3.32 ⇒ 3.31 φ : X 99K B MRC fibration, b ∈ Bを一般点とする. resolutionをとって,

φ : X → Bが射であると仮定して良い.

Bが uniruledとすると, 一般点 b ∈ Bについて, ある定数でない α : P1 → B で b ∈ Bを通るも
のが存在する. α(0) = bとして良い. Xα := X ×B P1とする. b ∈ Bが generalなので, 既約成分
Xα,d ⊂ Xαで

φα : Xα,d � P1

が dominantになるものがある. さらに Xα,d → P1は 0のファイバーで smoothとして良く, 0の
ファイバーはXb = φ−1(b)と同一視される. よって resolutionを

φ̃α : X̃α,d → P1

をとって, 3.32を適応すると, X̃α,dには有理曲線 C で C 6⊂ φ̃−1
α (0)かつ φ̃−1

α (0)の一般点を通るも
のが存在する.

X̃α,d → Xα
p1→ X

という合成写像によって, Xにも 有理曲線Cで, C 6⊂ XbかつXbの一般点を通るものが存在する.

これはMRCの (1)に矛盾する.

56ここちょっとわからん. B は上の B??
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3.4.3 Mumford’s conjecture

Lemma 3.33. [Voi, Lemma 3.13] X RCならば, H0(X,Ω⊗k
X ) = 0 for k > 0.

Proof. 3.26より, very free rational curve, つまり f : P1 → X で

f∗TX = ⊕iOP1(ai) and ai > 0

なものが存在する. この evaluation map

ρ : P1 ×Mor(P1, X, f |0) → Mor({pt}, X) ∼= X (t, g) 7→ g(t)

の (t, g) 7→ g(t)での differential map (tangent map)は 3.7と同様にして

(Tρ)(t,g) : TP1,t ×H0(P1, g∗TX ⊗ I0) → (f∗TX ⊗ I0)|g(t) (v, s) 7→ v · s(g(t)) (3.10)

となる. ここで s(g(t)) ∈ C とは section s に g(t) ∈ X を代入したもので, 代数的にいえば
OX,g(t)/mX,g(t)

∼= Cへの行き先の値である.

g∗TX ⊗ I0 ∼= ⊕iOP1(ai − 1) で ai − 1 ≥ 0なので, 3.10の (Tρ)(t,g) は全射である. よって Sard

の定理から, TρはX の一般点で全射になる. つまり言い換えると, 一般点 x ∈ X について, ある
h ∈ Mor(P1, X, f |0)で h∗TX が positiveなものが存在する.

さて s ∈ H0(X,Ω⊗k
X )とする. 一般点 x ∈ X について, 上の h : P1 → Xをとると, h∗s ≡ 0である.

よって sx = 0である. xは一般点なので s ≡ 0となる.

Conjecture 3.34 (Munford conjecture [Voi, Conjecture 3.14]). H0(X,Ω⊗k
X ) = 0 for

k > 0ならば, X RC?

この予想は下の予想 (nonvanishing conjecture)に帰着される.

Conjecture 3.35. [Voi, Conjecture 3.15] κ(X) = −∞ならば, X uniruled?

BDPPよりこの予想は「KX psefならば κ(X) ≥ 0」と同値である. なので激ムズ予想である.

Proof of 3.35 implies 3.34. H0(X,Ω⊗k
X ) = 0 for k > 0とし, X 99K B をMRCとする. dimB > 0

として矛盾を示す. すると l > 0について,

H0(B,K l
B) ↪→ H0(X,Ω⊗l·dimB

X )
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となるので, H0(B,K⊗l
B ) = 0 for k > 0が言える. 3.35 が正しいとすると, Bは uniruledになる.

一方 3.31よりB non-uniruledに矛盾する.

Theorem 3.36 ( [BDPP13], [Voi, Theorem 3.16]). KX not psef ならば X uniruled.

3.4.4 An application to Calabi-Yau manifolds

以下, KX が自明な projective manifoldについて次にように定義する.

• X が Calabi-Yau(CY)とは次元 kで holonomy SU(k)となるもの.

• X が hyper-Kähler(HK) とは次元 2kで holonomy Sp(k)となるもの.

Theorem 3.37. [Voi, Theorem 3.17] X 既約単連結CYとする. このとき任意の dominant

rational map ϕ : X 99K Y について, Y が projective manifoldかつ 0 < dimY < dimX な
らば Y は RC

Proof. Step 1. Y が uniruledであることを示す.

3.36の BDPPより, KY が psefでないことを示せば良い. 背理法. KY psefと仮定する. rank 1

subsheaf ϕ∗ΩkY (k = dimY )を考えることで, ある line bundle D ⊂ ΩkX で

D = (ϕ∗ΩkY )
sat ⊂ ΩkX

となるものが存在する. 今 ample line bundle H について, X CYなので,

• ΩX is H-stable

• ΩkX is H-polystable

となる. これはもっと厳密に言えば

• SU(n) holonomyの場合 (CYの場合), ΩkX stable

• Sp(n) holonomyの場合 (HKの場合), σX という正則 2形式を使って

ΩkX =
⊕
2r≤k

σrX ∧ Ωk−2r
X,0 ,

と分解される. ここで2n = dimX かつΩk−2r
X,0 := Ker(∧(σX)n−k+2r+1 : Ωk−2r

X → Ω2n−k+2r+2
X )

である. この Ωk−2r
X,0 は stableである.

今 D ⊂ ΩkX psefなので µHn−1(D) ≥ 0である. よって
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• CYの場合, ΩkX stableより起こり得ない
• HKの場合, ある rがあってD = σrX ∧Ωk−2r

X,0 とならざるを得ない. よってDが rank 1より
r = k

2 となる (kは偶数も仮定される) D = σ
k
2
X ∧ Ω0

X,0は起こり得ない, というのも

Ω0
X,0 := Ker(∧(σX)n+1 : Ω0

X → Ω2n+2
X ) = OX

である. よってD ∼= σ
k
2
X · OX ⊂ ΩkX である.

以上より CYの場合は起こり得ない.

Step 2. Y がRCとなること. ϕ : X 99K Y において Y uniruledなのでこのとき

ϕ′ = f ◦ ϕ : X
φ99K Y f MRC99K B

を考える. すると ϕ : X → B について Step 1を使えば B も uniruledとなる. よって 3.31より
dimB = 0となる. つまり Y はRC.

3.4.5 Shafarevich maps (or Γ-reductions) and Shafarevich conjecture

複素多様体M が正則凸 (holomorphically convex)とは, Stein空間への proper 正則写像 M → U

を有することである.

Conjecture 3.38 (Shafarevich conjecture, [Voi, Conjecture 3.18]). X projective mani-

fold/コンパクト Kähler manifoldとする. その普遍被覆 X̃ は正則凸である.

普遍被覆ではなく, intermediate coversなら反例がある（Napier 90, due to Narasimhan) general

lattice Z4 ' Λ ⊂ C2, X := C2/Λ general complex torusとする. general rank 3 submodule

Λ′ ⊂ Λで, C2/Λ′ → X という coverを考えると, これは 正則凸ではない, というのも, C2/Λ′はコ
ンパクトではないが非定数正則関数を持たない.

さて普遍被覆 X̃が正則凸であるとする. すると X̃の正則関数によって, proper 射 F : X̃ → U で
F のファイバーがコンパクト closed analytic subsets となるものが存在する. π : X̃ → X とする.

すると任意の closed analytic subsets Z ⊂ X で

π1(Z
′) → π1(X) has finite image

となるもの (Z ′ → Zは resolutionとする)は, X̃に引き戻すと F のファイバーに入る.そしてその
逆も然りである. 57

57厳密にいうと π1(Z
′) → π1(X) has finite image であっても, Z̃ ⊂ X̃ という X̃ への引き戻しは closed コンパク

ト subset の高々加算個の union ということしか言えないらしい. 実際 Bogomolov-Katzarkov 98 では Shafarevich
conjectureへの negativeな意見 (!)もある.
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より一般に群準同型 ρ : π1(X) → Γによって,

π1(Z
′) → π1(X)

ρ−→ Γ has finite image

という closed analytic subsets Z ⊂ X を潰す map がある. それが Campana-Kollár の Γ-

reduction(Shafarevich map) である.

Theorem 3.39. [Voi, Theorem 3.19] X projective manifold/コンパクト Kähler manifold

とし, 群準同型 ρ : π1(X) → Γとする.

このとき fibration ϕρ : X 99K Y で次を満たすものが, Y の双有理同値を除いて一意に存在
する.

1. very general point x ∈ X について, xを通る ϕρ のファイバーXxは

π1(X̃x) → π1(Xx) → π1(X)
ρ−→ Γ has finite image

となる. ここで X̃x → Xxは特異点解消である.

2. very general point x ∈ X , x ∈ Z ⊂ X なる subvarietyについて,

π1(Z̃) → π1(Z) → π1(X)
ρ−→ Γ has finite image

ならば, Z ⊂ Xx. ここで Z̃ → Z は特異点解消である.

3. ϕρ は almost holomorphicである.

Remark 3.40. [Voi, Remark 3.20] (3)から ϕρ の一般ファイバーは smoothである. よって (1)に
おいて, X̃x = Xxとして良い.

Sketch of proof of 3.39. (3)は (2)からでる. τ : X̃ → X を ϕρ の不確定点除去とする.

X̃

τ
��

φ̃ρ // Y

X

φρ

88

ϕρ が almost holomorphicでないと仮定する. ある例外因子 E ⊂ X̃ で ϕ̃ρ(E) = Y となるもの
がある. τ |E : E → X のファイバーは ϕρ で潰されない. そのファイバーは RCより, 有理曲線
P1 ' R→ X̃ で, R ⊂ (τ |E)−1(x)となり,

P1 ' R→ X̃
φρ→→ Y (3.11)
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が Y の very general pointを通るものが存在する. そこで

X̃R
resolution //

p1

++R×Y X̃

��

// R

��
X̃

φ̃ρ // Y

とする. ここで ϕρ の一般ファイバーは既約なので, R ×Y X̃ はたった一つの既約成分で R に
dominantするものがある. そいつの resolutionを X̃R とする.

R0 ⊂ Rを p1 : X̃R → R×Y X̃ → Rの regular locusとする. すると

π1(X̃t) → π1(X̃R0) = π1(p
−1
1 (R0)) =→ π1(R

0) → 1, t ∈ R0. (3.12)

である. 一方R ⊂ X なので, ある曲線R′ ⊂ X̃R で R に落ちるものがある.

R ⊂ (τ |E)−1(x)なので, R′0 → R0 → {x}となる, つまりR′は τ で潰されるので,

π1(R
′0) → π1(R

′0) → π1(X)

というmapは自明である. 一方で

• π1(R
′0) → π1(R

0)の像は finite index, 特に π1(R
0) → Γは有限の像を持つ

• π1(X̃t) → Γは有限の像を持つ

であるので, (3.12)から
π1(X̃R0) → Γ has finite image

である. X̃R smoothなので π1(X̃R) → π1(X̃R0) は全射になる. よって

π1(X̃R) → Γ has finite image

である.

(2)から X̃Rは ϕρ : X̃ → Y のあるファイバーに入る. これはRの取り方, 3.11の付近に矛盾する
(Rは Y の一般点を通る) これは (2)の最大性に矛盾する. その際に π1(X̃R) → π1(X̃R0)が全射と
X̃R が smoothを使う.

fibrationを作るには, 次の補題がいる.

Lemma 3.41. [Voi, Lemma 3.21] Z ⊂ X subvariety, ϕW : W → X,π : W → B を X

の closed subvariety Wb ⊂ Xの族で, quasi-projectiveな Bでパラメトライズされていると
する.

さらに次を仮定する.
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1. 一般の b ∈ Bについて,

ρ ◦ (ib)∗ : π1(W̃b) → π1(Wb) → π1(X)
ρ→ Γ has finite image

ここで ib : W̃b →Wb → X を resolutionと包含写像の合成写像とする;

2. 任意の b ∈ Bについて, Wb ∩ Z 6= ∅.

3.

ρ ◦ j∗ : π1(Z̃) → π1(Z) → π1(X)
ρ→ Γ has finite image

ここで j : Z̃ → X を resolutionと包含写像の合成写像とする;

このときW := ∪b∈BWb
zar ⊂ X とすると, smooth projective model W̃ → W について,

π1(W̃ ) → Γ has finite imageである.

要はZがhas finite imageかつWbがhas finite imageならばそれらをunionしたW := ∪b∈BWb
zar ⊂

X もまた has finite imageということ.

Proof. ϕ̃W : W̃ → X をW の smooth projective modelとする. blowupをとりまくって, ϕ̃W :

W̃ → X は ψW : W̃ → W̃ を経由するとして良い.

W̃
ψW ��

//

φ̃W

,,

W π //

φW

��

B

W̃ //W := ∪b∈BWb
zar � � / X

3.5から ρ ◦ ϕW∗ : π1(W̃) → π1(W̃ ) has finite image なので,

ρ ◦ ϕW∗ : π1(W̃) → Γ has finite image (3.13)

を示せば良い.

W̃ は, Zariski open set W̃0 でW の resolutionになり, W̃0 → B が smooth proper fibrationとな
るものを持つ. openに制限すると, π1は全射 π1(W̃0) � π1(W̃ )になるので, 初めから, W̃0 = W̃
を仮定して良い.

(ii)の仮定から, subvariety Σ ⊂ W̃ でBへ dominantに写るものがある.Σを blowupしまくって,

Σは smoothかつ, ϕΣ : Σ → Z は ψΣ : Σ → Z̃ を経由するとして良い.

Σ

ψΣ����

Σ

φΣ

��

π // // B

Z̃ // Z
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π∗ : π1(Σ) → π1(B) has finite index image. (3)より,

ρ ◦ ϕW∗ : π1(Σ) → ρ ◦ j∗(π1(Z̃)) ⊂ Γ has finite image (3.14)

よって, W̃ → Bは smoothと仮定した (上の議論)ので,

π1(W̃b) → π1(W̃) → π1(B) → 1

が成り立つ. 3.14(とその上)より π1(B) → Γhas finite image, また (1)より π1(W̃b) → Γ has finite

imageである. よって
π1(W̃) → Γ has finite image

よって 3.13より言えた.

3.39の証明続き. x ∈ X について, 既約 closed subvariety Zx ⊂ X で x ∈ Zxかつ, π1(Z̃x) → Γ

has finite imageとなる最大のもの (一番次元が大きいもの)とするすると very general point x ∈ X

について k = dimZx となる k ∈ Z+が存在する.

この Zx が唯一で, u X 99K B のファイバーとなっていることを示す. 3.21から

Z
f
��

φ // X

Y

で f : Z → Y proper, ϕ : Z → X dominantとなるものがある. very general point x ∈ X につい
て, ある y ∈ Y があって, Zx と Zy が同一視される. Z の resolution Z̃ を取り, Z̃ → Z f→ Y の
regular locusを Y0とする.

x ∈ X が very generalより, Zx ∼= Zy となる y ∈ Y は Y 0の元であると仮定してよく,

π1(Z̃y) → π1(Zy)
ϕ∗∼= π1(Zx) → Γ has finite image for any y ∈ Y 0

となる.

ϕ : Z → X が birational であることを示す. 背理法. f が birational でないとすると Zy ⊂
f−1(f(Zy)) ⊂ Z を考えれば, ある既約成分 T ⊂ f−1(f(Zy)) で φ : T � Zxかつ, B := f(T )が 1

次元以上になるものが存在する. ZB := f−1(B)とすると, 3.41をが適応できて, φ(ZB) =: Z ′ ⊂ X

が Zxを真に含み, π1(Z
′) → Γ has finite imageとなるものとなる. x ∈ Zxで Zx は最大の次元な

ので矛盾する.

Remark 3.42. [Voi, Remark 3.22] S を K3 surface , ιS を自由に作用する involutionとする (S/ιS
は Enriques surfaceとなる.) C を超楕円曲線でその involutionを ιC とする.

X := S × C/〈(ιS , ιC)〉
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とする. すると次がわかる.

• π1(X)は無限. 実際 S × C → X が degree 2の etale coverになり, π1(S × C) ∼= π1(C)で無
限であるので.

• f : X → C/ιC ∼= P1 で一般ファイバーがSと同型. K3曲面Sは単連結なので, id : π1(X) →
π1(X)に対応する Shafarevich map (Γ-reduction map)は f である.

つまりこの例から Shafarevich map X → Y の base Y について

• Y は general typeになりえず, 小平次元 −∞にもなりうる. また, f は smooth射なので,

Orbifold Baseを考えても general typeになり得ない.

• Y の基本群も無限になり得ない. むしろ単連結になりうる.

Theorem 3.43 (Campana 95, Katzarkov 97, [Voi, Theorem 3.23]). π1(X) が nilpotent な
らば, Shafarevich fibration は Albanese map X → Y ⊂ AlbX の Stein factorizationX →
Ystで与えられる.

また φ : X ′ → Y ′ を X → Yst の特異点解消 (つまり X ′ と Y ′は smoothで φ がmorphism

となるもの)について, π1(X) = π1(X
′) かつ φ∗ : π1(X

′) → π1(Y
′) が全射かつ kernelが有

限となる.

X ′ //

ϕ
��

X

Sha
��

Alb

))
Y ′

resol
// Yst

finite
// Y ⊂ AlbX

X → Yst の特異点解消はつまり, Y ′ → Yst が resolutionで, X ′ をX ′ ×Yst Y の既約成分でX に
dominantするものの resolutionである.

Gが nilpotentであるとは, 正規部分群からなる有限の列

1 = G0 �G1 � · · ·�Gn = G

でGi+1/Gi ≤ Z(G/Gi) = {z ∈ G/Gi | zg = gz∀g ∈ G/Gi}となるものが存在すること. 58 同値
な定義でGi+1 = [Gi, G]が有限の長さで自明群になるでもいい.

Gが solvableとは”Gi+1 = [Gi, Gi]が有限の長さで自明群になる”である. よって nilpotentなら
ば Solvableである.逆は成り立たない (上三角行列)

Proof. 以下は Campanaの証明. 基本群などに関して次が言える.

58[G,Gi+1] ≤ Gi でも可. [G,Gi+1] := 〈{[x, g] | x ∈ G, g ∈ Gi+1}〉 である. なおこの n の最小値を冪零度
(nilpotency class)という.
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• φ∗ : π1(X
′) → π1(Y

′)は全射になる. というのも φ : X ′ → Y ′がファイバー連結なので 3.5

より.

• φ∗ : H1(X
′,Z) → H1(Y

′,Z) は全射かつ, finite kernel である. 実際 X smooth なので,

AlbX ′ = AlbX = Y であり,

alb∗ : H1(X
′,Z) → H1(AlbX

′,Z)

が finite kernelを持つことから言える.

• φ∗ : H2(Y ′,Q) → H2(X ′,Q)単射である. 3.5(2)から.

H := π1(Y
′)について

nY ′ : H2(H,Q) = H2(π1(Y
′),Q) → H2(Y ′,Q)

が単射であることを示す. (多分これは一般に言える. ) EH → BH = EH/HをHの分類空間とす
る. EH は可縮である. すると 普遍被覆 Ỹ ′ → Y ′ が主H 束なので, Y ∼

homotopic
(Ỹ ′ × EH)/H で

ある. そこで uY ′ : Y ∼ (Ỹ ′ × EH)/H → BH とする. すると nY ′ は

u∗Y ′ : H2(BH ,Q) → H2(Y ′,Q) = H2((Ỹ ′ × EH)/H,Q).

に等しい.uY ′ の fiberは Ỹ ′で単連結である. よって, uY ′ の Leray spectral sequenceを計算すれば
u∗Y ′ : H2(BH ,Q) → H2((Ỹ ′ × EH)/H,Q) は単射となる.

よって φ∗ : H1(X
′,Q) → H1(Y

′,Q)は単射なので上と合わせて

φ∗ : H2(X
′,Q) → H2(Y

′,Q) → H2(H,Q)

は全射の合成で全射になる. G = π1(X
′)とすると, φ∗ : H2(G,Q) → H2(H,Q)も全射である. こ

れは以下の可換図式が成り立つため:

H2(X
′,Q) −→ H2(Y

′,Q)

↓ ↓
H2(G,Q) −→ H2(H,Q)

以上より

• φ∗ : H1(G,Q) → H1(H,Q)同型.

• φ∗ : H2(G,Q) → H2(H,Q)全射.

であるので, 3.44より
π1(X

′) → π1(Y
′)
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は有限の kernelを持つ.(全射であることは前から言えてる) 59

Lemma 3.44. [Voi, Lemma 3.24] α : G→ H を有限生成群の準同型とする. H1(G,Q) '
H1(H,Q) 同型かつ, H2(G,Q) � H2(H,Q)全射ならば, 任意の n ∈ Z+について, G/Gn →
H/Hnは finite kernel and cokernelを持つ.

ここで群 Γについて, n-th lower central seriesを Γn = [Γ,Γn−1]とする.

Corollary 3.45. [Voi, Corollary 3.25] π1(X) が virtually nilpotentならば, Shafarevich

conjectureは正しい.

Proof. finite étale coverを取ることで, π1(X) が nilpotentであるとして良い. 3.43と同じ記号を
使う

X ′ //

ϕ
��

X

Sha
��

Alb

**
Y ′

resol
// Yst

finite
// Y ⊂ AlbX = AlbY ′

Ã→ AlbX = AlbY ′を普遍被覆とし, Y ′
alb := Y ′ ×Alb(X) Ã とする．Ã ∼= CdimY である．すると

Y ′
alb := Y ′ ×Alb(X) Ã→ Ã ∼= CdimY

は properである. よって Y ′
albは正則凸

3.43より φ∗ : π1(X
′) → π1(Y

′) は全射かつ, kernelは有限である. そこでX ′
univ, Y

′
univを X ′, Y ′の

普遍被覆とし,

φuniv : X ′
univ → Y ′

univ

を induced mapとする. ”kernelは有限”ということからX ′
univ → X ′ ×Y ′ Y ′

univという finite etale

cover が存在する. 特に φuniv は proper である. よって Y ′
univ が正則凸を示せば良い. これは

Y ′
univ → Y ′

albも properなのでいえた.60

もっと強く次が言える. これは Eyssidieuxらによる.

59なおここで証明が終わっていた.Shafarevich map になることは Katzarkov の論文 https://arxiv.org/pdf/

alg-geom/9510009参照. Albanese morpshimX → Y の Stein factorizationに f : X ′ → Y について, f(Z) = ptで
あることと H1(Z,Z) → H1(X,Z) has finite imageであることが同値. (高山先生のサーベイなど参照) よって π1(X)
が Abelの場合, は Albanese mapから Shafarevich mapが作られる

60ここの proper 性がわからなかった. Yst → Y finite だけで言える? なお [Voi] では”Y ′ ×Alb(X) Ã が Stein なの
で...”と続いていたが, これは嘘だと思う. 流石に正則凸くらいしかいえない. あとは Y ⊂ Alb(X)の場合に Shafarevich
conjectureが成り立つことが言えれば良いような気もする．

85

https://arxiv.org/pdf/alg-geom/9510009
https://arxiv.org/pdf/alg-geom/9510009


Theorem 3.46. [Voi, Theorem 3.26] π1(X)が faithful linear representationを持つなら
ば, X̃ は正則凸

3.5 Special varieties and the core

3.5.1 Morphisms of general type

Campana [Cam04]の初めにある例から見ていく

Lemma 3.47. [Voi, Lemma 4.1] C を種数 2以上の超楕円曲線で involutionを ιとする.

さらにEを楕円曲線 E で η ∈ Eを non-zeroな 2-torsion pointとする.

すると involution σ := (ι, η)は C × Eに自由に作用するので, 曲面 Σ := C × E/σ で楕円
曲線 E/ηへの射と, f : Σ → P1 = C/ιでファイバーが楕円曲線 Eであるものが存在する.

C × E

π
��

pr1 // C

degree 2 finiter
��

Σ := C × E/(ι, η)
f //

��

P1 = C/ι

E/η

1. Σは general type Bへの全射 φ : Σ → Bを持たない.

2. D ⊂ P1 を C → P1 の分岐因子とする. このとき D の degree は 2g + 2 であり,

f : Σ → P1はD上で２重のmultiple fibreを持つ
3. π : C × E → Σを商写像とする. このとき π∗f∗KP1(12D) = pr∗1KC である.

Proof. (1) f : Σ → P1 のファイバーは楕円曲線であるので, 曲面の分類から κ(Σ) = 1 である.

よって general type surfaceへの全射は存在しない.

今 φ : Σ → Bを種数 2以上の曲線 Bへの全射とする. f のファイバーは楕円曲線なので, 任意の
x ∈ P1について φ(f−1(x))はB上の点となる. (楕円曲線からBへの射は存在し得ない). よって
剛性定理から, P1 � Bという射が作れるが, それはあり得ない.

(2) Hurwitzの公式から 2g − 2 = 2 · (−2) +
∑

q:C → P1 の分岐点(eq − 1)で eq = 1より, 分岐点の個
数は 2g + 2個である. よって degD = 2g + 2である. また σ = (ι, η) は固定点を持たないので, f

は locally に f ◦ π : C × E → P1と同じである. よって p ∈ Dについて f ◦ qはmultiples fibers

2E × pを持つ.

(3) r : C → P1 を商写像とすると, Hurwitzの公式からKC = r∗KP1(12D)となり言える.
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hyperbolicityの観点からすると Σ と C × Eは同様の振る舞いをする. 実際 diskや C から Σ へ
の正則写像は C × Eに liftする. よって Σの小林擬距離は退化するけれども恒等的に 0にはなり
得ない.

Definition 3.48. [Voi, Definition 4.2] X,Y を projective manifold /コンパクト Kähler,

φ : X → Y を dominant proper 射かつ, k := dimY とする.

φ が general typeであるとは, 次の saturated rank 1 subsheaf

Lϕ := (φ∗KY )sat ⊂ ΩkX

について κ(L) = kとなること.

rational map φ : X 99K Y について, φが general typeであるとは, ある φの特異点解消
φ̃ : X̃ → Y が general typeとすることとする.

ある φの特異点解消の部分は”任意”にしても実際は問題ない.

Remark 3.49. [Voi, Remark 4.3] Bogomolovの定理 3.15から κ((φ∗KY )sat) ≤ kはわかっている.

φ : X → Y や φ : X 99K Y が general typeであっても Y に関してはあまりよくわからない. が,

Campanaのアイデアは, φにある条件をつければ, orbifold構造を考えることで, Y が log general

typeになる.

φ : X → Y を射とする. φによって定まる Y の orbifold structureを, Y 上のQ-divisor ∆ϕ を以
下に定めることで定義する. 任意の prime divisor D ⊂ Y について effective divisorを

φ∗(D) =
∑
E

mEE +D′

と分解する. ここでD′はDを dominantしないものとする. そこで

mD := inf
E⊂X

mE and ∆ϕ :=
∑
D⊂Y

mD − 1

mD
D.

として定義する.

簡単な例はX,Y が曲線のとき. φ : X → Y が locallyに v : U → V, z 7→ zl とかけているとき,

local multiplicity は lであり,

v∗(KV ) = KU (−(l − 1)[0]) and v∗([0]) = l[0]

であるので, v∗(KV (
l−1
l [0])) = KU となる.

φ : X → Y が finiteのとき,構成からKX−(φ∗KY (∆ϕ))は effectiveである. 一方dimX−dimY >

0のとき, birational mapで変換したら, 同様のことは成り立つ. 一般には (Y,∆ϕ) のKodaira次
元は (X,φ)の birational invariantではない.
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Definition 3.50. [Voi, Definition 4.4] 射 φ : X → Y が neat であるとは, ある birational

morphism u : X → Z があって, Z が smoothであり任意の divisor D ⊂ X が, φ : X → Y

で潰される (つまり codimY φ(D) ≥ 2となる)ならば, u : X → Z でも潰される.

X
ϕ //

u
��

Y

Z

Lemma 3.51. [Voi, Lemma 4.5] 任意のfibration φ : X → Y は neat birational modelを持
つ. つまり, 以下の smooth varietyによる図式が成り立ち, u, v′が birational, φ′ : X ′ → Y ′

が neatとなるようなものが存在する.

X ′ ϕ′ //

u
��

Y ′

v′
��

X
ϕ

// Y

Proof. 次の手順で構成する.

1. φの flatteningをとる. つまり, X1 → X,Y1 → Y が projective birational で φ1 : X1 → Y1
が flatとなるものをとる.

2. Y2 → Y1を resolutionとする
3. X1 ×Y1 Y2 の既約成分で X1 を dominantする成分を取り, その resolutionしたものを τ :

X2 → X1とする.

X2
ϕ2 //

τbir
��

Y2

bir
��

X1
ϕ1

flat
//

bir
��

Y1

bir
��

X
ϕ

// Y

X2, Y2は smoothである. よってあとは φ2 : X2 → Y2が neatであることを言えば良い. D ⊂ X2

で φ2で潰されるとする. X2 → X で潰されることを示す.

もし Dが τ で潰されないとすると, τ(D) ⊂ X1 は φ1 : X1 → Y1 で潰される. しかしそれは φ1
が flatなのであり得ない. なぜなら φ1 : τ(D) → φ1(τ(D))に関して, [GPRG94, Thm 2.1.18]や
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[GPRG94, Prop 2.2.11]より

dimx τ(D) ≤
常に成り立つ

dimϕ1(x) φ1(τ(D)) + dimx τ(D)|ϕ−1
1 ϕ1(x)

≤
τ(D)|

ϕ−1
1 ϕ1(x)

⊂ϕ−1
1 ϕ1(x)

dimϕ1(x) φ1(τ(D)) + dimx φ
−1
1 φ1(x)

=
flat ならば equidimensional(open)

dimϕ1(x) φ1(τ(D)) + dimX − dimY

よって dimx τ(D) = dimX − 1より dimY − 1 ≤ dimϕ1(x) φ1(τ(D))を得る.

Proposition 3.52. [Voi, Proposition 4.6] φ : X → Y が neatならば,

κ(Y,∆ϕ) = κ(Lϕ)

ここで Lϕ := (φ∗KY )sat ⊂ ΩpX , p := dimY とする.

Proof. 十分大きな割り切れるmについて, H0(X,L⊗m
ϕ )とH0(Y,m(KY +∆ϕ))の φ : X → Y に

よる pullbackが同一視できることを示せば良い. ここでD ⊂ Y divisorについて,

φ∗(D) =
∑
E

mEE +D′ and mD := inf
E⊂X

mE and ∆ϕ :=
∑
D⊂Y

mD − 1

mD
D. (3.15)

と定義したが, mはmDで割り切れ, m(KY +∆ϕ) が divisorになることを要請する.

Lϕ := Ker : ΩpX → ΩpX/(φ
∗KY ) →

ΩpX/(φ
∗KY )

tor

であるので, Lϕと φ∗KY が codimension 1でどのような違いが出るかを見る.

(1). φ : X → Y で潰されるdivisor Eについて. φ : X → Y が neatなので 3.50のようなbirational

morphism u : X → Z をとる
X

ϕ //

u
��

Y

Z

E =
∑

i niEi で φ : X → Y で潰されるものを取る. 3.50より Ei は u : X → Z で潰される.

Zsmoothなので, 3.8より

H0(X \ Supp(E),ΩpX)
u∗∼= H0(Z \ u(E),ΩpZ)

∼=
codimu(E)≥2

H0(Z,ΩpZ)
u∗∼=
3.8
H0(X,ΩpX)

となる. よってこの divisor Eでは違いが出ない.
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(2). φ : X → Y で潰されない divisorについて. D ⊂ Supp(∆ϕ) ⊂ Y となる divisor Dをとる. D

を既約として良い. generic pointでどうなるか見る.

φ∗(D) =
(3.15)

mD − 1

mD
φ∗D =

(3.15)

∑
E⊂X,codimY ϕ(E)=1

mE · mD − 1

mD
E +

mD − 1

mD
D′

(D′ は φで潰されるもの)となる. そこで E1 ⊂ X で codimY φ(E1) = 1かつ mE = mD とな
るとする. すると, m(KY + ∆ϕ) の sectionの pullbackと L⊗m

ϕ の sectionは, φ∗D − mE1E1 が
φ−1(D) → Dの fiberに沿って effectiveになるので, 一致する. 61

Lemma 3.53. [Voi, Lemma 4.7] φ : X 99K Y が general typeならば, almost holomorphic.

Proof. φの不確定点除去を φ̃ : X̃ → Y とし, π : X̃ → X は smooth center Z ⊂ X の blowupで
得られるとする. E ⊂ X̃ を例外因子とする. 示すことは φ̃(E) 6= Y である.

背理法. もし φ̃(E) = Y ならば, saturated sheaf

Lϕ := (φ∗KY )sat ⊂ ΩdimY
X̃

をE に制限することで, ΩdimY
E は Iitaka次元が dimY の rank 1 subsheaf Lを持つ. 完全系列

0 → π|E∗ΩZ → ΩE → ΩE/Z → 0.

を考える. π|E : E → Zは projective bundleなので, L → ΩdimY
E はZから来る. (ここにはE → Z

の fiberが Plであり, Plは pluridifferential forms を持たないことを使う)

すると φ̃|EE → Y はZ 99K Y を経由する. よってZの general pointで φが定義されてしまい, こ
れは Z が φの不確定点であることに矛盾する. 62

3.51と 3.52より次がわかる.

Definition 3.54 ([Cam04, Section 2], [Voi, Definition 4.8]). projective manifold X が
special であるとは次の同値な 3条件を満たすこと.

1. X の任意の birational model X̃ が general typeな射 X̃ → Y を持たない. (つまりX

が general type rational mapを持たないということ)

61この部分は [Cam04, Section 1]の方がわかりやすい. φ0 : X0 → Y0 を smooth fibration となる locusY0 ⊂ Y と
すると,H0(X0,L⊗m

ϕ )とH0(Y0,m(KY +∆ϕ))の φ : X → Y による pullbackが同一視できる. よってあとはX \X0

でどうなるかを見る. E ⊂ X \X0 の divisorに関して φで潰される divisorE は (1)の議論から無視できて, φで潰さ
れない divisorE は (2)でうまいことなっているんだと思う. neatの条件は φで潰される divisorE を制御するために
必要らしい.

62この証明も [Cam04, Section 2]の方がわかりやすい, [Cam04]の証明は不確定点 Z から Y への写像が誘導されて
しまうことからわかる.
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2. X の任意の birational model X̃ と dimY > 0 となる射 φ : X̃ → Y について,

κ(Y,∆ϕ) < dimY .

3. X が??での Bogomolov subsheafを持たない

上の定義から specialは birational invariantである.

3.47での surface Σは f : Σ → P1 でDf := 1
2Dとすれば deg(KP1 + 1

2D) = g − 1 > 0より

κ(P1,∆f ) = κ(KP1 +
1

2
D) = 1 = dimP1

であるので, 3.54の (2)に反して specialではない.

Lemma 3.55. [Voi, Lemma 4.9] RCやKX ≡ 0ならば special.

Proof. X を RCとする. L ⊂ ΩpX rank 1 saturated sheafについて, κ(L) = −∞である. なぜな
らば任意の s ∈ H0(X,L)について, s ∈ H0(X,Ωp)だが, X RCなので, 3.33と同じ証明により
s = 0である. よって Bogomolov sheafは存在しないので special.

KX ≡ 0とし, H ample line bundleとする. するとKEが存在するので, ΩpX はH-polystableであ
る. よって L ⊂ ΩpX rank 1 saturated sheafについて,

L ·Hn−1 ≤
polystable

c1(Ω
p
X)H

n−1

rkΩpX
= 0

となる. よって常に ν(L) ≤ 0であるので, κ(L) ≤ 0となり Bogomolov sheafは存在しない

もっと強く κ(X) = 0ならば specialである. この証明は Iitaka予想型の定理 3.57を core fibration

に使う.

3.5.2 The core fibration

Theorem 3.56. [Voi, Theorem 4.10] projective manifold X について, ある fibration φ :

X 99K Y が存在して次を満たす.

1. φ は general type. 特に φは 3.53より almost holomorphic.

2. φの一般ファイバーは special.

3. 任意の very general point x ∈ X と subvariety x ∈ X ′ ⊂ X について, X ′の 特異点
解消が specialならば, X ′は φの xを通る fiberに含まれる.

4. (universality) 任意の rational map X 99K Y ′ で general typeなものは, Y を通る. .
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Sketch of the proof. pをBogomolov subsheafL ⊂ ΩpX が存在するようなもので最大の整数とする.

存在しないときは p = 0とする.63

p = 0ならばX specialであり, core mapは定数写像である. p > 0のとき 3.15より, rational map

X 99K Y で general type かつ dimY = pのものが存在する.

(2)の性質を示す. general fiber が specialでないと仮定して矛盾を示す. 次元による帰納法を用い
て, relative core

X
ψ99K Y ′ χ99K Y.

があるとして良い. relative core fibrationとは, very general point t ∈ Y について, ψt : Xt 99K Y ′
t

がXtの core fibrationとなるものとする. Xtが specialでないので dimY ′
t > 0となり, dimY ′ >

dimY である.

ψの birational model を取ることで次を仮定して良い.

• Y ′は orbifold structure ∆ψ をもち, general fiberで (Y ′
t ,∆ψt) は of general type

• χ : Y ′ → Y は neat.

よってX → Y が of general typeなので Y ′ → Y もそうなる. 3.57から, (Y ′,∆ψ) が of general

typeになるが, それは dimY の最大性に矛盾する.

Theorem 3.57. [Voi, Theorem 4.11] (Y ′, D) orbifold, Y ′ → Y general type neat mor-

phism とする. このとき次が成り立つ.

κ(Y ′, D) ≥ κ(Y ′
t , Dt) + dimY.

3.5.3 Conjectures

Conjecture 3.58 (Green-Griffiths, [Voi, Conjecture 4.12]). projective manifold X が
general typeならば, Zariski dense entire curve C → X は存在しない.

KX ampleでも openである (rational curveが存在するかもしれないので)

Abelian variety の subvarieties なら, Kawamata, Ochiai より成り立つ. この場合は Abelian

varietyAの Brody curveが, 普遍被覆 の affine line の射影になる. よってその Aでの Zariski

closureは abelian subvarietyの translateとなる.

数論的な Green ‒ Griffiths conjectureの類似は次である

63この構成は [Cam04, Section 5] での構成方法. 最大の of general type fibration が core map になるというもの.
ただこの構成あってるかがわからない.(relative coreなどを帰納法で構成している)
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Conjecture 3.59 (Lang-Bombieri, [Voi, Conjecture 4.13]). X general type / number field

K. このとき K-points は Zariski denseではない.

Abelian varietyの subvarietyの場合は Faltingsの定理.

κ ≤ 0ならば, Kobayashi 擬距離が 0だと予想されている. 数論的な類似は次のとおり.

Conjecture 3.60 (Campana, [Voi, Conjecture 4.14]). X projective variety/number field

K このとき, Xの有理点は potentially denseである. つまり有限体拡大 L/K があって, L-

点が Zariski dense.

”potential density”はproper étale coverで不変である (Chevalley‒ Weilの定理). Lang‒ Bombieri

予想は次を意味する.

Conjecture 3.61. [Voi, Conjecture 4.15] X projective manifold である étale cover

X ′ → X で X ′ が general typeへの dominant rational mapを持つとする. このとき X

は potentially denseではない.

上の状況では, X ′並びにX は specialではない (specialも proper étale coverで不変)

Conjecture 3.62 (Campana, [Voi, Conjecture 4.16]). projective manifold / number field

において, potentially dense と specialは同値

Conjecture 3.63 (Campana, [Voi, Conjecture 4.17]). projective manifold / number field

において, 小林擬距離が消えることと specialは同値

Weakly special という概念もあって, それは”任意の finite étale cover が of general type への
dominant rational map を持たない”という定義である. special ならば weakly special である.

(specialも proper étale coverで不変) ただ逆は成り立たない． 以下のBogomolov-Tschinkelの例
がある. よって Conjecture 4.15 の仮定は nonspecialより強い.

Example 3.64. [Voi, Example 4.18] Weakly specialだけど specialではない例64 elliptic threefoldφ :

X → B でB が elliptic surfaceであり次を満たすものがある.

1. π1(X) = {1}.
2. (B,∆ϕ) of general type.

[作り方]

64Bogomolov-Tschinkelの例なのだが代数幾何学が難しすぎて全くわからなかった. 教えてください.
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• 単連結 elliptic surface E → P1 で∞ ∈ P1で重複度 2のファイバーを持つものをとる.

• elliptic surface Sと rational map f : S 99K P1 given by an ample enough Lefschetz pencil

of curves on S and smooth fiber S∞ over ∞.

• B を Sの blowupで f ′ : B → P1 が well definedになるものとする.

• X = B ×P1 E, φ : X → B

さて∆ϕ は B∞ を重複度 1
2 で含む. F を τ : B → Sの exceptional divisorとすると,

B∞ = r∗S∞ − (F ) and KB = r∗KS(F )

である. よって
KB(

1
2B∞) = r∗(KS(

1
2S∞)) + 1

2F

よって S∞ をを poritiveにすると, (B,∆ϕ)の小平次元を 2にすることができ, さらに X を単連結
にできる.

[Weakly specialだけど specialではないこと] Specialではないので (2)より.

Weakly specialに関しては X は自明な finite etale coverしか持たない. よって X が of general

typeへの dominant mapを持たないことを言えば良い. 今 dominant rational map X 99K T で T

が of general typeになるものとする. eliitptic curveから T へのmorpshimは自明よって, B 99K T
という dominant morpshimをえるが, やっぱりこれも自明になってしまい, dimT = 0となる.
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4 Campana-Winkelman 23まとめ

4.1 1. Introduction

Theorem 4.1. [CW23, Theorem A] X rationally connected complex projective manifold,

M を高々可算この点からなる集合, D を reduced hypersurface D, π : Y → X 非自明な
ramified coverとする.

このときある正則写像 c : C → X (entire curve)があって次を満たす.

1. c(C) はX 上で dense.

2. M ⊂ c(C),
3. c(C) はD とどこでも transversallyに交わる.

4. c は Y 上の entire curveには liftしない
5. order ρc (Nevanlinna 理論の意味で) は 0である.

”non-liftability”に関しては, Corvaja-Zannierの予想の解決 (らしい)

Lang予想の逆版として, X を number fieldk上の projective manifoldとするとき, ”Zariski-dense

entire curveの存在”が”ある有限拡大 k′/kがあって, X(k′)は Zariski dense”と同値というものが
ある. X がRCでも不明である.

4.1において, 実は entire curveを growth order ρf = 0としてとることができる. 実際, 任意の
RCX は dense entire curves h : C → X で ρh = 0なものを有する. 逆に [CW16]で示した通り.

n次元の complex projective manifold X が non-degenerate な正則写像 F : Cn → X で order

ρF < 2 のものを有するとき, X はRCである.

XがKLT surface(normal projective surfaces with only quotient singularities)のとき次が言える:

ある effective non-zero Q-divisor ∆ で K +∆ ∼Q 0 かつ (X,∆) log terminalならば, ある
dense entire curve h : C → X で h(C) ⊂ Xregとなるものがある.

証明は 2次元のMMPを使う.

4.2 2. Review of rationally connected manifolds

Definition 4.2. X を projective manifoldとする.

1. X rational とは, X が Pnと birationalとなること,

2. X unirational とは, ある non-degenerate (dominant) なmeromorphicΦ : Pn 99K X
が存在すること.
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3. X が rationally connected とは, 任意の二つのX の一般点X が有理曲線で結ばれる
こと.

4. X が Fano とは, −KX ampleなること.

1 3は birational invariantである.

rational =⇒ unirational =⇒ rationally connected.

Fano =⇒ rationally connected.

である. 曲線なら全て同値. ２次元なら「rational =⇒ unirational =⇒ rationally connected.」は
同値である.

3次元なら unirationalな rationalでないものは存在する. ただRCだが, unirationalな例は不明.

4.3 3. Brief review of special manifolds

X を n-次元連結コンパクト complex Kähler manifoldとする. Kodaira 次元 を κ(X)とする.

Definition 4.3 ([Cam04, Definition 2.24 and Theorem 2.27]). コンパクトKähler manifold

X が special であるとは, 任意の p > 0, 任意の rank 1 coherent sheaf L ⊂ ΩpX について,

κ(L) < p となること.

わかっていることは次のとおり

• RCまたは κ(X) = 0は special. しかし κ = −∞, 1, . . . , n−1について, κ = kとなる special

variety, non-special varietyが共に存在する.

• Core mapの存在.

• [Cam04, Corollary 8.11], Cn-dominable (ある meromorphic Cn → X である点で submer-

sive)ならば special. 逆は成り立たないと思われる (が弱いよそうならある.)

Conjecture 4.4 ([Cam04, 9.2, 9.8, 9.5 and 9.20]). コンパクト Kähler manifold X につ
いて次は同値であるだろう

1. special.

2. Kobayashi pseudo-metric dkob,X は常に 0

3. entire curve h : C → X で Zariski-dense なものが存在
4. entire curve h : C → X でmetrically dense なものが存在
5. 任意の二つの一般点が entire curveで結べる
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6. 任意の可算集合がある entire curveの像にふくまれる

Conjecture 4.5 (arithmetic analog). X projective variety /number field K. 次は同値

1. X は複素多様体と見て special

7. X potentially dense, つまりある有限拡大 k/K があって, X(k) は Zariski dense

ちなみに 2024年にCampanaらの論文でこの予想はweakly specialに関しては正しくない (weakly

specialに関して正しければ,abc予想と矛盾する)ことがわかった. なので, これかなり怪しいと
思う.

Conjecture 4.6 ([Cam04, Conjecture 7.1]). specialならば π1(X) almost abelian

わかっていることは次のとおり

• (5)が意味しているのは”special varietyはRCみたいな性質を持つ”ということ. 有理曲線の
transcendental版が成り立つ?

• 簡単にわかるのは次のとおり

(6) +3

��

(4) +3

��

(3)

(5) +3 (2)

• X が unirationalならば, 上の 3つ全ての予想は正しい.

• ある全射正則写像 p : Cn → X があるならば, 4.4は正しい.

• RCならば (2), (5)は自明に成り立つ. この論文では残りの (3), (4), (6)が成り立つことを示
す. ??参照. よってRCについて 4.4は正しい.

• ”Nevanlinna analog of the Hilbert irreducibility property”([?]のCorvaja-Zannierで定義さ
れたもの)”についても調べる. complex torusでも成り立つ first Chern class が 0の場合も
調べる.

• [BL00](Buzzard-Lu 00) projective surface が specialであることは C2-dominable と同値.

(ただし non-elliptic and non-Kummer K3 surfacesは例外). 3次元では正しいと思えないら
しい.65

Remark 4.7 (Vojta conjecture). X projective variety /number field Kとする.「k′-rational points
65”This might however be a low-dimensional phenomenon, and it is not expected to remain true in dimension

3.”とあった. ということは, Oka⇒ Specialはもしかしたら正しくない？
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がある有限拡大 k′/k で無限 であることは, X が entire curveを含む」という Vojtaの予想があ
る. Vojta’s analogyとして”entire curves” と ”arithmetic geometry”が関連しているらしい. 上
の”Nevanlinna version of the Hilbert property”(Section 9)はこれに近いことらしい.
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