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Abstract. この予稿では代数幾何学・双有理幾何学におけるアバンダンス予想 (「標
準朿KX がネフならば半豊富である」という予想)について紹介し, 2次のChern類
が 0であるコンパクト Kähler多様体についてアバンダンス予想が成り立つことを
証明する. 本研究は東北大学の松村慎一氏との共同研究である.
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0. はじめに

この予稿において, 射影多様体はCPN の複素部分多様体とする. また説明のため
に厳密性を失った箇所が随所に見られるので, ご容赦いただきたい.1

極小モデル理論の部分を書くにあたり, [KMM87], [KM98], [Fuj22]を参考にした.

極小モデル理論に関するより詳しい論説として, [Kaw93], [Fuj09], [Gon20], [Fuj22]

が挙げられる. この順番で読むと時代の変遷がわかり面白いと思う.

1. 極小モデル理論

射影多様体に関する基本的な問題の 1つに「射影多様体はどれくらいあるのか」
という問題がある. これは簡単にいうと次のような予想である.2

予想 1.1 (予想?). 射影多様体は次の 3つから構成される.

(1). Ricci曲率正な多様体 (標準束KX の曲率が負 ) [Fano多様体 ]3

(2). Ricci曲率 0な多様体 (標準束の曲率が 0 ) [Calabi-Yau多様体 ]

1例えばこの予稿では特異点の話が一切出てこないが, 本来は特異点や log対を考えるべきである. ま
た予想に関しても専門家によって違いがあるようである. あと私は極小モデル理論の専門家ではない.
2こうした予想の定式化はないが, 専門外向けの説明ではこの定式化が使われているようである.
3標準束KX の定義は (detTX)の双対である. Ricci曲率は接ベクトル束 TX に関する曲率であるの
で, Ricci曲率とKX の曲率の正負は逆になる.



(3). Ricci曲率負な多様体 (標準束の曲率が正 ) [一般型多様体 ]4

低次元の具体例を見ていく. まず dimC X = 1の場合は, Ricci曲率が正, 0, 負の多
様体に分類できることがわかっている. 具体的には下の表のように分類できる.

CP1 楕円曲線 種数 2以上の曲線
種数による分類 g = 0 g = 1 g ≥ 2

Ricci曲率 正 0 負
標準朿KX の曲率 負 0 正

Fano多様体 Calabi-Yau多様体 一般型多様体

dimCX = 2の場合は Castelnuovoの収縮定理とKodaira-Enriquesによる曲面の
分類によって, ブローダウンと呼ばれる双有理写像5 の列

X := X0 → X1 → X2 → · · · → Xk =: Y

があって Y は次の 3つのいずれかを満たす.

• CP2, CP1束. [Fano ファイブレーション]

• トーラス, 双楕円曲面, K3曲面, Enriques曲面, 楕円ファイブレーション.

[Calabi-Yau ファイブレーション]

• 一般型多様体
以上より複素１次元多様体の分類結果を用いて, Xは双有理同値を除いてRicci曲率
が正, 0, 負の多様体から構成される.

では 3次元以上の場合はどうなるのだろうか. 2次元の場合を考えると以下のよう
な予想が考えられる.6

予想 1.2. 射影多様体X について, ある双有理写像X 99K Y があって, Y は次の 3

つのいずれかを満たす.

(1). Fano多様体を一般ファイバーにもつファイブレーションを持つ. [Fano ファ
イブレーション ]

(2). Calabi-Yau多様体を一般ファイバーにもつファイブレーションを持つ. [Calabi-

Yau ファイブレーション ]

(3). 一般型多様体.

予想 1.2をもう少し詳しく見ていく. その前に 2点定義をする.

定義 1.3. Xを射影多様体とし, LをX上の直線束とする.

(1). Lがネフであるとは,任意の複素1次元曲線C ⊂ XについてL.C :=
∫
C
degC(L|C) ≥

0となること.

4”KX が巨大”というのが一般型多様体の正しい定義.
5双有理写像とは, ある Zariski開集合上で同型な写像. 全体で定義されてなくてもよい.
6この予想 1.2は S. Kebekusによる Bourbakiセミナーおよび C. Birkarによる ICM受賞講演やその
関連動画から引用した.



(2). Lが半豊富であるとは, 正の整数m ∈ N>0と L⊗mの正則切断 s0, . . . , sN ∈
H0(X,L⊗m)があって, s0(x) = s1(x) = · · · = sN(x) = 0となる点 xが存在し
ないこと. このとき写像Φ|L⊗m| : X → CPN を次のように定義できる:

Φ|L⊗m| : X → CPN

x 7−→ (s0(x) : s1(x) : · · · : sN(x))

予想1.2の話に戻ると,射影多様体XについてもしKXがネフでないならば,錐定理
と収縮定理 ([KM98, Theorem 3.7])およびフリップの存在定理 ([BCHM10, Corollary

1.4.1])によって, 次のどちらかが成り立つ.

(1). Xは Fanoファイブレーションを持つ.

(2). Xは因子収縮射またはフリップという双有理写像X := X0 99K X1を持つ.

(1)の場合はそれ以上考えないことにする. (2)の場合X1の標準束KX1 について
同じことを考えることで, 双有理写像の列

X := X0 99K X1 99K X2 99K · · · 99K Xk 99K · · ·

を得る. (この操作を「極小モデルプログラム (MMP)を走らせる」という.) この操
作が有限回で止まることはまだわかっていない. より具体的にいうと因子収縮射は
有限回しか起こり得ないことがわかっているが, フリップが有限回しか起こり得な
いことはわかっていない. つまり以下の予想は未解決である.7

予想 1.4. フリップの無限列が存在しないように極小モデルプログラムを走らせる
ことは可能である.

予想 1.4が正しいと仮定すると, 最終的にある双有理写像X 99K Y があって, 次の
どちらかを満たす.

(1). Y は Fano ファイブレーションを持つ.

(2). 標準朿KY はネフ.

そこで次の予想を考える (この予想も未解決である).

予想 1.5 (アバンダンス予想). 標準束KY がネフならば半豊富である.

もし予想 1.5が正しいと仮定すると, KY は半豊富より定義 1.3のように Φ|K⊗m
Y | :

Y → Zという写像が考えられる. dimY = dimZならば Y は一般型多様体であり,

dimY ̸= dimZ ならば Φ|K⊗m
Y | : Y → Z は Calabi-Yauファイブレーションである.

よって予想 1.2は肯定的に解決する.

つまり予想 1.2を解くためには予想 1.4と予想 1.5を考えば良いことがわかる. 8

予想 1.4と予想 1.5は双有理幾何学 (代数多様体を双有理同値で分類する分野)にお
いて大きな未解決問題となっている.

補足 1.6. コンパクトKähler多様体上でも”極小モデル理論”を同様に考えることが
できる (cf. [HP16] [CHP16]). 射影多様体はコンパクトKählerなので, ここからは

7予想 1.4は [Fuj22, 問題 2]から引用した.
8予想 1.4の代わりに, 「射影多様体は双有理同値を除いて Fanoファイブレーションを持つか極小モ
デル (標準束KY がネフな多様体)である」(極小モデルの存在問題)を考えても良い. こちらも未解
決である.



コンパクトKähler多様体上で議論を進める. もちろんコンパクトKähler多様体の
予想 1.4と予想 1.5は未解決である.

2. アバンダンス予想の先行研究

今回の予稿ではアバンダンス予想 1.5に関してもう少し詳しく見ていく. 断りの
ない限りXを 2次元以上のコンパクトKähler多様体とし, n := dimC Xとする.

定義 2.1. LをX上のネフ直線束とする.

• Lの飯高次元 κ(L)を次で定める.

κ(L) := lim sup
m→∞

log dimCH
0(X,L⊗m)

logm
∈ {−∞, 0, 1, · · · , n}.

• Lの数値的飯高次元 ν(L)を次で定める.

ν(L) := max{k ∈ N≥0 | c1(L)k ̸= 0 ∈ Hk,k(X,R)} ∈ {0, 1, · · · , n}.

一般論から κ(L) ≤ ν(L)である. κ(L) = ν(L)のとき Lはアバンダントと呼ばれ
る. アバンダンス予想 1.5を示すためには, 標準束KX がアバンダントであることを
示せば良いことが, 次の定理から知られている.

定理 2.2. [Kaw85][Nak87] XをコンパクトKähler多様体とする. KXがネフかつア
バンダントならばKX は半豊富である.9

アバンダンス予想については次の先行研究がある.

• ν(KX) = nの場合. 一般にネフ直線束Lについて, ν(L) = nならばLはアバ
ンダントである. 射影多様体の場合はHirzebruch-Rieman-Rochの定理からわ
かり, コンパクトKählerの場合はDemaillyによる正則モース理論 ([Dem85])

からわかる.

• ν(KX) = 0の場合. Beauville-Bogomolov分解からわかる.10

• dimC X ≤ 2の場合. これはRiemann曲面やKodaira-Enriquesの分類を用い
て証明できる.

• dimC X = 3の場合. 射影多様体の場合は [Miy88]と [Kaw92]によって解決し,

コンパクトKählerの場合は [CHP16]によって解決した.

他にも帰納法的な議論など盛んに行われている. こちらの方面に関して私はフォロー
できていないので極小モデル理論の専門家にお任せしたい.

3. 主結果

3.1. 主結果. 東北大学の松村慎一氏との共同研究により,「2次のChern類が 0であ
るコンパクトKähler多様体についてアバンダンス予想 1.5が成り立つ」ことを示し
た. 正確に述べると次のとおりである.

9射影多様体の場合は [Kaw85]で示され, その後 [Nak87]でコンパクトKählerの場合に示された. 以
後の定理で引用が多いのは, 射影多様体の場合とコンパクト Kählerの場合で示した人が違うからで
ある.
10X に特異点がある場合や log対 (X,D)の場合でも肯定的に解決している. ただし証明は異なる.



定理 3.1. [IM22] c2(X) = 0かつ KX がネフならば KX は半豊富である (つまり
c2(X) = 0なら予想 1.5は正しい ).

さらにある有限被覆X ′ → Xがあって次のどちらかが成り立つ.

(1). X ′はトーラス.

(2). 沈めこみX ′ → Y があって, 任意のファイバーはトーラスで Y は種数 2以上
の複素 1次元曲線である.

後半の”さらに...”からの主張は [Hör13]とほぼ同じである. 今回は証明を省略す
る. 定理 3.1から c2(X) = 0かつKX がネフな多様体は, トーラスと種数 2以上の曲
線から構成され, 予想 1.1を支持する結果を得た.

3.2. 証明. 以下は定理 3.1の証明である. 証明は次の手順に分かれる.

手順 1. c2(X) = 0かつKX がネフならば, Ω1
X はネフ

11 かつ ν(KX) ≤ 1である.

手順 2. Ω1
X がネフかつ ν(KX) ≤ 1ならば, KX は半豊富である.

3.2.1. 手順 1の証明 -generically nef-. 手順 1の証明の鍵となるのは, [Pet12]による
generically nefの概念である.12

定義 3.2. ベクトル束Eが generically nefであるとは, 任意のKähler形式 ωと任意
の商ベクトル束E ↠ Qについて

∫
X
c1(Q) ∧ ωn−1 ≥ 0となること.13

generically nefを考える意味として, 次の結果があるからである.

定理 3.3. [Miy87a][CPe11][CPă19][Eno88][Cao13] KX ネフならば余接ベクトル束
Ω1

X は generically nefである.

定理 3.4. [Miy87b][Ou17][Cao13][IM22] E を generically nefなベクトル束とする.

c1(E)がネフかつ c2(E) = 0ならば, 次のいずれかが成り立つ.

(1). ν(c1(E)) ≥ 2の場合. あるネフ直線束 L ⊂ Eがあって, c1(L) = c1(E)かつ
c2(E/L) = 0.

(2). ν(c1(E)) = 1の場合. あるフィルトレーション 0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ El = E

があって次を満たす:

• 十分小さな正の数 ϵ > 0について, このフィルトレーションは (c1(E) +

ϵω)n−1 に関するHarder-Narasimhanフィルトレーションである.

• 1 ≤ i ≤ lなる自然数 iについて, 0以上の実数λiがあって, c1(Ei/Ei−1) =

λic1(E)かつ c2(Ei/Ei−1) = 0.

(3). ν(c1(E)) = 0の場合. Eはネフである.

一般には generically nefなベクトル束はネフではない. 例としてK3曲面の余接ベ
クトルは generically nefだがネフではない. しかしある特殊な状況ではネフになる
ことを [IM22]で示した.

11ベクトル束 E がネフとは OP(E)(1)が P(E)上のネフ直線束となること.
12”generically nef ”の日本語訳はないので, 今回英語のまま表記することにした.
13説明のために [Pet12]とは異なる定義をした. かなり細かい話なので, 厳密な定義を知りたい方は
[Pet12]を参照のこと.



定理 3.5. [IM22] generically nefなベクトル束Eについて, c1(E)がネフかつ c2(E) =

0ならばEはネフである.

証明は定理 3.4に [Nak04], [Wu22]の手法を応用することで示される.

手順 1. c2(X) = 0かつKX がネフならば, Ω1
X はネフかつ ν(KX) ≤ 1の証明.

c2(X) = c2(Ω
1
X)なので,定理3.3と定理3.5からΩ1

Xはネフである. またν(KX) ≥ 2

ならば, 定理 3.4からあるネフ直線束 L ⊂ Ω1
X があって ν(L) ≥ 2となるが, これは

Bogomolov-Sommese消滅定理から矛盾である. □
補足 3.6 (Bogomolov-Sommese消滅定理). Bogomolov-Sommese消滅定理の主張と
は「任意の 1 ≤ p ≤ nと L ⊂ Ωp

X なる直線束 Lについて, κ(L) ≤ pが成り立つ」で
ある. κ(L)を ν(L)に変えても成り立つことが [Mou95]により知られている.

3.2.2. 手順 2の証明. -Campana’s special variety-.

定義 3.7. Xが”Campanaの意味で special”とは, 任意の 1 ≤ p ≤ nと L ⊂ Ωp
X なる

直線束 Lについて, κ(L) < pとなること.

補足 3.6から, X が specialでなければ κ(L) = pかつ L ⊂ Ωp
X なる直線束 Lが存

在し, さらにこの Lを使ってXから射を作れる. この射に関して詳しく調べたのが
[Cam04]である. まとめると次の通りになる.

定理 3.8. [Cam04] Xが specialでなければ,ある非自明な支配的な有理写像f : X 99K
Y があって次を満たす.

• ある Zariski 開集合 Y0 ⊂ Y があって f : f−1(Y0) → Y0は固有射である.

• 双正則写像 π : X ′ → Xと全射正則写像 f ′ : X ′ → Y があって以下の図式を
満たす.

X̃

π
��

f ′
// Y

X
f

99t
t

t
t

t

• F を f の一般ファイバーとすると, κ(KX) ≥ κ(KF ) + dimY が成り立つ.

最後の条件がアバンダンスを示す際に使えそうだと気づく. 一般にコンパクト
Kähler多様体が specialかどうか判定する術は少ない. 次の定理はそのような判定法
を与えるものである.

定理 3.9. [PRT21] ν(L) = 1かつ L ⊂ Ω1
X なる直線束が存在すれば, Xは specialで

はない.

補足として, ν(L) = 1かつ L ⊂ Ω1
X なる直線束があっても, κ(L) = 1とは限らな

い. つまりこの定理は全然自明ではない.

定理 3.9の証明の方針としては次のとおりである. [Tou16]から横断的双曲的葉層
(transversally hyperbolic foliation)でその法束が L∗となるものがある. この葉層の
ホロノミーと [CS08]を用いて, X から Cの単位円盤のN 個直積を格子で割った多
様体Zへの写像を構成する. この性質を用いて定理 3.9は示される.

[IM22]では定理 3.1の証明で使えるように定理 3.9を次のようにカスタマイズした.



定理 3.10. [IM22] E ⊂ Ω1
X かつEが射影的平坦14 であるならば, Xは specialでは

ない.

証明は定理 3.9と π1(X)の表現から作られる Shafarevich写像を表現で場合分けす
ることでわかる. このテクニックは比較的新しいが [JR13]や [GKP21]で使われて
いる.

手順 2. Ω1
X がネフかつ ν(KX) ≤ 1ならばKX が半豊富の証明.

ν(KX) = 0の場合のアバンダンス予想は解決しているので, ν(KX) = 1として良
い. 次のように帰納法を用いて証明する.

定理 3.4のようにフィルトレーション 0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ El = Ω1
X を考えると,

E1はスロープ半安定であり, c2(E1) = c1(E1)
2 = 0となる. よって [Nak04], [Wu22],

[LOY20]からE1は射影的平坦なので, 定理 3.10からXは specialではない. よって
定理 3.8より非自明な支配的な有理写像 f : X 99K Y があって, F を f の一般ファイ
バーとすると,

(1) κ(KX) ≥ κ(KF ) + dimY

である. F の余接ベクトルΩ1
F はネフかつ ν(KF ) ≤ ν(KX) ≤ 1より,帰納法の仮定か

ら κ(KF ) = ν(KF ) ≥ 0である. 一方 dimY ≥ 1であるので, 式 (1)から κ(KX) ≥ 1

となる. 仮定から 1 = ν(KX) ≥ κ(KX)なので, KX はアバンダントである. 以上よ
り定理 2.2からKX は半豊富である. □

以上が定理 3.1の証明である. 気づいてしまえば証明は簡単である.

4. 余談と展望

4.1. 余談. 元々この研究の動機は「アバンダンス予想を解くこと」ではない.余談と
してこの研究の動機をお話ししたい. まず初めに接ベクトル束 TX がネフな多様体
の構造は既にわかっている.

定理 4.1. [CPe91][DPS94] TX がネフであるならば, 有限被覆 π : X ′ → Xとトーラ
スAへの沈め込み f : X ′ → Aが存在して, f の任意のファイバーは Fano多様体で
ある.

つまり TXがネフのとき, XはトーラスとFano多様体で構成されることがわかり,

これは予想 1.1を支持する結果である. 私の以前の研究は TXがネフより弱い正値性
を持つ射影多様体の構造をしらべていた. [HIM21]や [Iwa21]などがそれに当たる.

では Ω1
X がネフである場合の多様体の構造はどうなるのだろうか. これはアバン

ダンス予想と深く関係している.

定理 4.2. [Hör13] Ω1
X がネフかつKX が半豊富ならば, 有限被覆X ′ → X と沈め込

みX ′ → Y があって, 任意のファイバーはトーラスで Y は一般型多様体である.

14ベクトル束 E が射影的平坦 (projectively flat)とは, ある表現 π1(X) → PGL(r,C)があって, 射影
束 P(E)がその表現で作られること. [Kob87, Corollary 2.7]参照.



よってアバンダンス予想 1.5が正しければ, Ω1
X がネフである多様体の構造が完璧

にわかる. しかし肝心のアバンダンス予想に関する結果は以下の 2つぐらいしかな
かった.

定理 4.3. [WZ02][Liu14] Xの双正則断面曲率が 0以下ならばKX は半豊富である.

定理 4.4. [JR13][GKP21] X を射影多様体とし, H を豊富直線束とする. Ω1
X がH-

半安定かつ (
c2(Ω

1
X)−

n− 1

2n
c1(Ω

1
X)

2

)
[H]n−2 = 0

ならば有限被覆X ′ → Xがあって, X ′はトーラスである.

補足すると, Xの双正則断面曲率が 0以下ならばΩ1
X はネフである. また定理 4.4

の仮定のもとでは, Ω1
X は射影的平坦である.

定理 4.4の証明を読んでいると, 彼らは証明中でKXが半豊富であることを示して
いる. 一方で Ω1

X がネフかつ ν(KX) = 1の場合, [DPS94]から c2(X) = 0であるの
で, 定理 3.4よりΩ1

Xは射影的平坦なベクトル束のフィルトレーションで構成される.

「Ω1
Xがネフかつ ν(KX) = 1なら, 状況が定理 4.4とかなり似ているので, もしかした

らアバンダンス予想 1.5が成り立つのでは...?」と思い調べてみると, 意外にも簡単
にできてしまった. それから色々調べていて主定理 3.1の形に拡張した.

[IM22]は「Ω1
X がネフな多様体の研究」として論文を書いている. ただ [IM22]の

内容を講演するとなると, 証明に出てくる道具が多すぎて, 「Ω1
X がネフな多様体」

の話ができない. 「c2(X) = 0のアバンダンス定理」の方がインパクトが強いのでそ
れはそれでいいのだが, 私の興味はアバンダンス予想ではないので, ちょっともやも
やした気分である.

4.2. 展望. ここまで幾何学シンポジウムという場で代数幾何学の話ばかりしてしまっ
たので, 最後は微分幾何学の話で終わりたい.

定理 4.3は微分幾何学の手法で双正則断面曲率が 0以下のアバンダンス予想 1.5を
解いている論文である. 以下にその詳細を述べる. コンパクト Kähler多様体X の
Kähler計量を gとする. このときF ⊂ TX を

(2) Fp := {v ∈ TpX |Ric(g)(v, v) = 0} (p ∈ X)

と定義する. 一般点p ∈ Xについて, Fpのランクはν(KX)に一致する. またRic(g) :=

−
√
−1∂∂̄ logωn

g であるので, これはMonge-Ampere葉層である.特に [BK77]からF
は”複素”葉層であることがわかっている. ところがF が”正則”葉層であることは一
般にはわからない. ただ [WZ02]では次のことがわかっている.

定理 4.5. [WZ02] gの双正則断面曲率が 0以下ならば, F は正則葉層である.

証明として計量のKähler性を大きく使う.15 その後定理 4.5とDeRham分解を用
いてX の普遍被覆 X̃ はCn−rと双正則断面曲率が 0以下かつRicci曲率がある 1点
で負な完備Kähler多様体 Ỹ の直積になる. その後 [Nad90]のテクニックを使って,

15証明は [Fer71]などの”Conullity Operator”の研究を基にしている. この部分でも証明は難解であ
る.



有限被覆X ′ → X と沈め込みX ′ → Y ′で, 任意のファイバーはトーラスで Y ′が一
般型多様体となるものを構成する.

と,ここまで [WZ02]の証明の概略を書いたが,正直言って私にはよくわからなかっ
た. かなり微分幾何学のテクニックに依存しているからである. しかも計量のKähler

性というのを大きく使うため, Ω1
Xがネフの場合のアバンダンス予想へ応用ができな

い.16 そこで次の問題を提示したい.

問題 4.6. 定理 4.3の別証明, 特に複素代数幾何学的な証明を見つけよ.

計量のKähler性を使わない別証明があれば面白い. なぜならΩ1
X がネフのアバン

ダンス予想への応用が期待できるからである.

双正則断面曲率が 0以下ならば, 式 (2)での葉層 F は, あるファイブレーション
f : X → Y の相対的接ベクトル束 TX/Y に一致する. つまり F は代数的可積分
(algebraicaly integrable)である. ここは別証明を与えることができると思う. 例え
ばMonge-Ampere葉層の正則性 (cf. [Koi22])や [Dru18]でのBostによる葉層の代数
的可積分性を使うところなどを応用すれば, F が代数的可積分な正則葉層であるこ
とが意外と簡単に解決するのではないかと思う. もしそれができればDruelらによ
る葉層理論 (cf. [Dru18])によって, DeRham分解以後の定理 4.3の議論はスキップ
できる (はずである).

他にも葉層を用いたアバンダンス予想 1.5へのアプローチとして, [Gon16]の 5章
や [IM22]の藤田分解などが挙げられる. この方針がどこまでできるか検討もつかな
いが, まだ可能性はあると思う.
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