
On the structure of a log smooth pair in the equality
case of the Bogomolov-Gieseker inequality

岩井雅崇 (東北大学数理科学連携研究センター (RACMaS))

概 要

log smooth pair (X,D)に対して「(X,D)に関する宮岡-Yau型の不等式の等号が成立す
るならば, (X,D)の構造はどのようなものになっているか」という問題を考え,その
問題に関する関連研究ならびに講演者によって得られた定理を紹介する.

1. Miyaoka-Yau不等式

以下, XはC上の n次元の射影代数多様体とし, n ≥ 2とする．まずはChen-Ogiueによる不等

式を思い出そう.

定理 1. [CO75] (X, ω)をKähler-Einstein多様体とし, α := {ω} ∈ H1,1(X,R)をおく. このとき,以

下の不等式が成り立つ: (
c2(TX) − n

2(n + 1)
c1(TX)2

)
αn−2 ≥ 0.

さらに上の不等式の等号が成立するとき, Xの普遍被覆空間は複素射影空間CPn,複素Eucild

空間Cn,複素Eucild空間の単位球Bnの3種類に限られる.

定理1から特に次のことがわかる.

系 2. −KXが豊富で 1, XがKähler-Einstein metric計量を持つとき, Miyaoka-Yau不等式(
c2(TX) − n

2(n+1) c1(TX)2
)

(−KX)n−2 ≥ 0が成り立つ. さらに等号が成立するとき, X � CPnである.

2. canonical extension sheaf

定理1に関して, Chen-Ogiueによる証明は微分幾何的すぎて少々難しい. そこで代数的な証明

を考える. まずベクトル束に関するBogomolov-Gieseker不等式を思い出す.

定理 3. E をランク r のベクトル束とし, H を豊富直線束とする. E が H-semistableならば,(
c2(E) − r−1

2r c1(E)2
)

Hn−2 ≥ 0が成り立つ.

何かMiyaoka-Yau不等式に近しいものを感じる. つまり「何か良いベクトル束のBogomolov-

Gieseker不等式がMIyaoka-Yau不等式である」と思われる. この何か良いベクトル束にあたる

のが, Tianによる”canonical extension sheaf”である.

定義 4. [Tian92]標準的な写像H1(X,O∗X)
c1−→ H1(X,Ω1

X) = Ext1(OX ,Ω
1
X)により,あるベクトル束

Wが c1(−KX)から誘導され,

0→ Ω1
X → W → OX → 0

という完全列が成り立つ. そこでEをWの双対束とすると,

0→ OX → E → TX → 0

1−KXとは det(TX)のことであり,反標準朿と呼ばれる.



という完全列を得る. Eを canonical extension sheafという.

canonical extension sheaf Eに関して次のことがわかっている.

定理 5. [Tian92] −KXが豊富で XがKähler-Einstein計量を持つとき, canonical extension sheaf E
は−KX-semistableである.

よって定理3と定理5から次を得る.

系 6. −KXが豊富で XがKähler-Einstein計量を持つとき,
(
c2(TX) − n

2(n+1) c1(TX)2
)

(−KX)n−2 ≥ 0

が成り立つ.

つまり,より簡単にMIyaoka-Yau不等式が証明できた.

3. Miyaoka-Yau不等式の等号成立の場合のXの構造.

canonical extension sheafを用いたMiyaoka-Yau不等式の証明は, かなり分かりやすいもので

はあるが,等号成立の場合のXの構造に関してはよくわからないという欠点もある. しかし近年

Greb-Kebekus-Peternellによって次のことがわかった.

定理 7. [GKP20] Xをklt多様体 2とし, −KXがネフであると仮定する. このとき次は同値である.

1. 豊富直線束Hがあって, canonical extension sheaf EがH-semistableであり, 次の等号が成

立する: (
ĉ2(Ω[1]

X ) − n
2(n + 1)

ĉ1(Ω[1]
X )2

)
[H]n−2 = 0.

2. XはCPnもしくはAbelian varietyを, codimension 1を除いて固定点自由な有限群の作用で

割った商である.

私は定理7を log smooth pair (X,D)に拡張した.

定理 8. [Iwa21] Dを simple normal crossing divisor, Hを豊富直線束とする. −(KX + D)がネフで

あると仮定する. log canonical extension sheaf E3 がH-semistableで(
c2

(
TX(− log D)

) − n
2(n + 1)

c1
(
TX(− log D)

)2
)

Hn−2 = 0

が成り立つとき, (X,D)に関して次のどちらかが成り立つ.

1. あるAbelian varietyの有限商Yがあって, (X,D)はY上の toric束である.

2. (X,D) � (Pn, 0)である.
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2 klt特異点を持つ多様体のこと
3これは定義 4を log smooth pair(X,D)に拡張したものである.


