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概 要

射影代数多様体 Xの正則接ベクトル束TXが正値性を持つとき, Xの構造は限定され
ることがわかっている. 一方でPeternellは「局所自由部分層F ⊂ TXが正値性を持つ
ときも, Xの構造は限られるであろう」と予想した. この講演ではPeternellの問題に
ついて,関連研究や講演者によって得られた結果を紹介する.

1.代数的な正値性

複素代数幾何学の最も基本的な概念は直線束やベクトル束の豊富性である. 豊富性は代数的な

正値性の基本的な概念であり,それは下の図のように強ネフ,ネフ,巨大,擬有効へ一般化される.
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これらの概念は代数多様体の分類や極小モデル理論で用いられる.

2.正則接ベクトル束が正値性を持つ代数多様体について

n次元射影代数多様体 Xの正則接ベクトル束TXが正値性を持つとき, Xの構造は限定されるこ

とがわかっている. 例えば,森 [Mor79]から「TXが豊富ならば, Xは複素射影空間CPnと双正則

である」ことが知られており, Campana-Peternell[CP91]と Demailly-Peternell-Schneider[DPS94]

から「TXがネフならば, XはFano多様体とAbel多様体で構成される」ことが知られている. こ

れらの結果は [LOY19], [FM19], [Iwa18], [HIM19]から TXが強ネフ,巨大,擬有効のときでも拡

張できることがわかっている.

3.正則接ベクトル束が正値性を持つ部分束を含むときの代数多様体の構造について

一方でPeternellは次のような問題を提起した.

問題 1. [Pet01]局所自由部分層F ⊂ TXが正値性を持つとき, Xの構造を調べよ.

「局所自由部分層F ⊂ TXが正値性を持つ」という,いささか弱い条件でもXの構造が限定さ

れるとはあまり思えないが,意に反して次の研究が知られている.

定理 2. [AW01][Liu19] 局所自由部分層F ⊂ TXが豊富ならば, XはCPnと双正則であり, F は
TCPnまたはOCPn(1)⊕rと同型である.

定理 3. [LOY20]局所自由部分層F ⊂ TXが強ネフならば, Xはhyperbolicな射影代数多様体Y上

のCPd束 f : X → Yである. また F は次のどちらかを満たす.

1. F はTX/Yと同型.

2. F は数値的射影的平坦 (numerically projectively flat)かつ f のファイバーCPd上でF |CPd �

OCPd (1)⊕rとなる.



4.主定理

この研究ではPeternellの問題1に関して以下のように部分的な解決をした.

定理 4. [Iwa20] F ⊂ TXをランク rの部分束とする. F が擬有効な葉層であるとき,ある滑らか

な射 f : X → YとY上の数値的平坦な部分束な葉層G ⊂ TYがあり,次を満たす.

• f のファイバーは全て有理連結.

• F = f −1G (F はGの”葉層の意味で”pull-backとなる).

• ベクトル束の完全列 0→ TX/Y → F → f ∗G → 0が存在する.

上の状況において,さらに以下が成り立つ.

1. F が豊富ならば, XはCPnと双正則であり, F はTCPnと同型.

2. F がネフならば, f の全てのファイバーはFano多様体である.

3. F が巨大ならば, f の全てのファイバーはCPrであり, F はTX/Yと同型.

4. F がネフかつ巨大ならば, XはCPnと双正則であり, F はTCPnと同型.

ざっくりゆうと,部分束な葉層F が正値性を持つとき, Xは「CPrやFano多様体などの有理連結

多様体」と「数値的平坦な部分束な葉層を持つ代数多様体」で構成される.「数値的平坦な部分

束な葉層G ⊂ TYを持つ代数多様体Y」の最も簡単な例は, Abel多様体 (トーラス)である. この

ときGを線形葉層とすれば良い. またTYが数値的平坦である場合は, Yのある有限被覆がAbel

多様体になることも知られている.

補足になるが,「数値的平坦な部分束な葉層を持つ代数多様体」は完全には分類されてない.

しかしGのランクが次元に近い場合には [Tou08], [PT13], [Dru17b], [Dru18b]により分類されて

いる.
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