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概 要

本講演では擬有効などの代数幾何学的な正値性について紹介し, 接ベクトル
束が代数的正値性を持つときの代数多様体の構造について,関連研究と得られ
た結果を紹介する. この研究は松村慎一氏と細野元気氏との共同研究である.

本文ではXをn次元複素射影代数多様体 (CPNの中の滑らかな閉複素多様体, 以下代
数多様体という)とし, TXを正則接ベクトル束とする. 標準束KXを TXの行列式束の
双対, つまりKX := det(TX)

∗とする. N>0を正の自然数とする.

1. 直線束の正値性
1.1. 代数幾何学的な正値性

定義 1.1. LをX上の直線束とする.

1. 曲率が正である滑らかな計量hをLが持つとき, Lは豊富 (ample)であるという.

2. 任意のカーブC ⊂ Xに関してL.C :=
∫
C
c1(L) ≥ 0となるとき, Lはネフ (nef)で

あるという.

3. 十分大きいm ∈ N>0について正則切断H0(X,L⊗m)の (Cの線型空間としての)次
元がmnぐらいであるとき, Lは巨大 (big)であるという.

4. ある豊富な直線束Aがあって任意のm ∈ N>0についてL⊗m ⊗ Aが巨大であると
き, Lは擬有効 (pseudo-effective)であるという.

このような概念が導入された経緯について述べておく. 代数幾何学には「代数多様
体の分類問題」という昔からの問題がある. 例えばXが1次元であるとき, Xはある種
数のRiemann面と双正則である. これで分類ができている.

Xが２次元であるとき, 双正則で分類は絶望的である (ブローアップ (blow up)とい
う操作があるから). しかしKXが擬有効であるときブローダウン (blow down)の有限
操作列

X := X0 → X1 → · · · → Xm

があって, KXmがネフとなる. あとはこのXmを分類すれば良い. 実際, 小平-Enriques

による曲面の分類がある.

KX が擬有効でありXが 3次元であるとき, フリップ (flip)や因子的収縮 (divisorial

contraction)と呼ばれる双有理写像 (”ほぼ双正則な写像”)の有限操作列

X := X0 99K X1 99K · · · 99K Xm
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があって, KXmがネフとなる.

こういう事象があってKXがネフである代数多様体は極小モデルと呼ばれる. KXが
擬有効である 3次元以下の代数多様体は極小モデルへの双有理写像をもつことがわか
る. ではXが4次元以上でも同様のことが言えるのだろうか, つまり以下の予想は正し
いのだろうか?

予想 1.2 (極小モデルの存在問題). KXが擬有効であるとき, Xはある極小モデルへの
双有理写像をもつのだろうか?

大きな部分的解決として次のBirkar-Cascini-Hacon-Mckernan[BCHM]による大定理
がある.

定理 1.3. [BCHM] KXが巨大であるとき, 予想1.2は正しい.

というわけでネフ, 巨大, 擬有効が代数幾何学 (双有理幾何学)で重要な概念となって
いる.

補足 1.4.

1. 実はXmとかは特異点を持つことがある. 滑らかな代数多様体のカテゴリーだけ
ではうまくいかない.

2. [BCHM]によりKXが擬有効でないときは, Xは森ファイバー空間Z (ラフに言う
と f : Z → Y があって fのファイバーがFano多様体になる. Fano多様体に関し
ては後述参照)への双有理写像をもつことがわかっている.

1.2. 特異Hermite計量との関係

引き続きLを直線束とする. あるL上の滑らかな計量h0と局所可積分な関数φが存在
して, h = h0e

−φ とかけるとき, h はLの特異Hermite計量であるという. このとき, h

の曲率カレントを
√
−1ΘL,h =

√
−1ΘL,h0 +

√
−1∂∂φと定義する. 代数的な正値性は以

下のように滑らかな計量や特異Hermite計量を用いて記述できる.

定理 1.5. [Dem1]ωをKähler形式とする.

1. Lがネフであることと, 任意の ϵ > 0について, ある滑らかな計量 hϵが存在して√
−1ΘL,hϵ ≥ −ϵωとなることは同値である.

2. Lが巨大であることと, ある ϵ > 0とある特異Hermite計量 hϵが存在してカレン
トの意味で

√
−1ΘL,h ≥ ϵωとなることは同値である.

3. Lが擬有効であることと, Lが曲率カレント半正な (カレントの意味で
√
−1ΘL,h ≥

0)特異Hermite計量hを持つことは同値である.

この定理によって以下の関係がすぐにわかる.
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曲率カレント半正とは多変数複素解析における劣調和函数と関連がある. 実際曲率
カレント半正の計量は局所的には劣調和函数を用いて記述できる. この定理により代
数多様体に多変数複素解析的な手法を使いやすくなった. 例えばSiuによる多重種数の
変形普遍性やAngehrn-Siuによる藤田予想の部分的解決などいろいろな定理が多変数
複素解析的な手法を用いて証明された. (代数多様体の研究を行なっている私が今回の
函数論シンポジウムで講演できるのもこういった事情である. ) 詳しい応用はDemaiily

のレクチャーノート [Dem2]を参照していただきたい.

2. ベクトル束の正値性
2.1. ベクトル束の代数幾何学的な正値性

定義 2.1. EをX 上のベクトル束とする. π : P(E) → X をX 上の Eの射影束とし,

OP(E)(1) をπ∗Eの普遍的商直線束とする (Serre line bundleや tautogical line bundle の
双対とも).

1. OP(E)(1)がP(E)の上で豊富なとき, Eは豊富であるという.

2. OP(E)(1)がP(E)の上でネフなとき, Eはネフであるという.

3. ある点 x ∈ Xがあって, 任意の a ∈ N>0 と任意の豊富直線束Aについて, ある
b ∈ N>0が存在して, Eの ab対称積とA⊗bの積 Symab(E) ⊗ A⊗b が xで大域切断
で生成されるとき, Eは擬有効であるという.

4. ある豊富な直線束Aとある自然数 bについてSymb(E)⊗A∗が擬有効であるとき,

Eは巨大であるという.

これらは直線束の定義のときのベクトル束への拡張になっている. ベクトル束の擬有
効に関しては文献によって定義が定まっておらず注意が必要である. 本文では上の定義
を採用する. 擬有効は中山の意味で弱正値 (weakly positive in the sense of Nakayama)

と同値である.

2.2. ベクトル束の特異Hermite計量

さて直線束においては特異Hermite計量が定義できた. Berndtsson-Păun[BP]はベク
トル束に対して特異Hermite計量の概念を拡張し, Păun-Takayama[PT]が詳しく調べ
た. ベクトル束の特異Hermite計量の理論を応用して, Cao-Păunは底空間がAbel多様
体のときの飯高予想 (全体空間の小平次元がファイバーの小平次元以上である)を示し
た. これは多変数複素解析を用いて代数多様体を調べる分野のブレイクスルーである.

Cao-Păunのこの結果は純粋な代数的証明がいまだに知られていない.

ベクトル束の特異Hermite計量の定義は以下の通りである. (Păun-Takayama以後,

Hacon-Popa-Schnell[HPS]がCao-Păunの結果を含めたわかりやすいサーベイをまとめ
ており, 今回はそちらの定義を採用する. 日本語訳がないため適宜英語でそのまま流用
する.)

定義 2.2. [HPS] 有限次元複素ベクトル空間V に対して | − |h : V → [0,+∞]が次を満
たすとき, | − |hは singular Hermitian inner product であるという.

1. 任意のα ∈ C \ 0と任意の v ∈ V について, |α · v|h = |α||v|h.



2. |0|h = 0.

3. 任意の v, w ∈ V について, |v + w|h ≤ |v|h + |w|h.

4. 任意の v, w ∈ V について, |v + w|2h + |v − w|2h = 2|v|2h + 2|w|2h.

定義 2.3. [BP][HPS] Eをベクトル束とする. 任意の点 x ∈ Xに対して singular Her-

mitian inner product | − |h,x : Ex → [0,+∞] が対応しており, さらに次が満たされると
き, hはEの特異Hermite計量であるという.

1. ほとんど全てのxについて |v|h,x = 0 ⇔ v = 0.

2. ほとんど全てのxについて, 任意の v ∈ Exについて, |v|h,x < +∞.

3. 任意の開集合Uと任意の正則切断 s ∈ H0(U,E)について

|s|h : U → [0,+∞] ; x → |s(x)|h,x

が可測関数である.

特異Hermite計量に対して正値性を定義する. 直線束のときは曲率カレントが定義
できたが, ベクトル束のときは曲率カレントが定義できない. そのため正値性を適切に
定義するのが非常に難しい (正値性が定義できても, 応用があまりないというものも多
い). 以下のGriffiths半正は適切に定義ができ, そして応用が凄まじいため非常に重要
な概念である.

定義 2.4. [BP] [PT][HPS] hをベクトル束Eの特異Hermite計量とする.

1. Eの任意の局所正則切断uについて log |u|2hが劣調和函数であるとき, hはGriffiths

半負 (Griffiths seminegative) という.

2. h∗ := th−1 がE∗上のGriffiths半負計量であるとき, hはGriffiths半正 (Griffiths

semipositive) という.

いくつか補足しておく. この定義はhが滑らかであるときのGriffiths半正の定義 (曲
率を使って定義するもの)と同値である. Eが直線束であるときはhがGriffiths半正と
hの曲率カレントが半正は同値である. Griffiths semipositive以外にも (semi)positively

curvedという呼び方があるが同じである.

2.3. 代数的正値性と特異Hermite計量の関係

直線束の場合にはネフ, 巨大などの代数的正値性が特異Hermite計量を用いて記述でき
た. ではベクトル束の場合にはどうなるだろうか? この問題に関して次の結果がある.

定理 2.5. [LSY][Iwa] Eをベクトル束とする.

1. Eが豊富であることは, ある b ∈ N>0が存在してSymb(E)が滑らかなGriffiths正
の計量を持つことと同値である.

2. Eがネフであることは,豊富直線束Aが存在して任意のa ∈ N>0についてSyma(E)⊗
Aが滑らかなGriffiths半正な計量を持つことと同値である.



3. Eが巨大であることは, ある b ∈ N>0と豊富直線束Aが存在してSymb(E)⊗A∗が
Griffiths半正な特異Hermite計量を持つことと同値である.

4. E が擬有効であることは, 豊富直線束 Aが存在して任意の a ∈ N>0 について
Syma(E)⊗ AがGriffiths半正な特異Hermite計量を持つことと同値である.

この定理を用いると (用いないものもあるが)以下の関係がすぐにわかる. （いずれ
も逆は成り立たない例がある. ）

豊富 (ample)
+3

��

巨大 (big)

��

+3 OP(E)(1) が 巨大 (big)

��
ネフ (nef)

+3 擬有効 (pseudo-effective)
+3 OP(E)(1) が 擬有効 (pseudo-effective)

Griffiths半正な
特異Hermite計量を持つ

KS

3. 接ベクトル束が代数幾何学的な正値性を持つときの代数多様体の構造
定理 3.1. [Mori] TXが豊富であるとき, XはCPnと双正則である.

これは Hartshorne 予想と呼ばれ, 森重文によって解かれた. TX がネフのときは
Campana-PeternellやDemailly-Peternell-Schneiderらが次を示している.

定理 3.2. [CP][DPS1] TXがネフであるとき, 次が成り立つ.

1. Xの有限エタールカバー (有限被覆空間)X ′とX ′からAbel多様体 (トーラスで代
数構造を持つもの)Aへの滑らかな全射 (沈め込み)ϕ : X ′ → Aが存在する.

2. ϕのファイバーをFとすると, TFはネフでFはFano多様体 (K∗
Fが豊富)である.

つまりTXがネフのとき, XはほぼほぼAbel多様体とFano多様体で構成されている.

ではTXが巨大や擬有効であるときのXの構造はどうなるのだろうか. TXが巨大の
ときはFulger-村山が次のことが示した.

定理 3.3. [FM] TXが巨大であるとき, XはCPnと双正則である.

証明にはCho-宮岡-Shepherd-Barronによる複素射影空間の特徴づけ [CMSB]を用い
る. 実は [CMSB]での特徴づけと定理 2.5を用いると定理 3.3はすぐ出てしまう. 事実
Fulger-村山の論文もベクトル束の Seshadri定数に関して調べた系として定理 3.3を得
ている. (ベクトル束のSeshadri定数も代数的正値性と関わりが深く重要である. )

我々が得た結果はTXが擬有効のときのXの構造についての結果である.

定理 3.4. [HIM] TXが擬有効であるとき次が成り立つ.

1. Xの有限エタールカバーX ′とX ′からAbel多様体Aへの滑らかな全射ϕ : X ′ → A

が存在する.

2. ϕのファイバーをF とすると, TF は擬有効でF は有理連結多様体 (任意の２点が
有理曲線 (CP1の像になってる曲線)で結べる多様体)である.



3. さらに TXがGriffiths半正な特異Hermite計量を持つとき, ϕは locally isotrivial

である. つまり任意の点 y ∈ Aに関して, yを含むEuclid開集合U ⊂ Aがあって
ϕ−1(U) ∼= U × Fである.

つまり TXが擬有効のとき, XはほぼほぼAbel多様体と有理連結多様体で構成され
ている. Campana [Cam]及びKóllar-宮岡-森 [KMM]により, Fano多様体は有理連結多
様体であることが知られている. そのため我々の主定理である, 定理3.4はTXがネフで
あるときの結果の拡張になっている.

4. 証明の概略
4.1. MRCファイブレーション

定理 3.4の証明にはCampana [Cam]及びKóllar-宮岡-森 [KMM]が導入したMRCファ
イブレーション (maximal rationally connected fibration)の解析が鍵となる.

定理 4.1. [Cam][KMM] Xを代数多様体とする. このときある代数多様体 Y への支配
的な有理写像φ : X 99K Y があって, 次の三つを満たす.

1. あるZariski開集合Y0 ⊂ Y があってX0 := φ−1(Y0)とするとき, φはX0上で固有
正則写像である.

2. Fをφの一般ファイバーとするときFは既約な有理連結多様体である.

3. X上の任意の有理曲線Rが一般ファイバーFと交わるとき, R ⊂ Fとなる.

この有理写像φをMRCファイブレーションと呼ぶ. この有理写像は双有理写像を除い
て一意に定まる.

簡単にいうとMRCファイブレーションは”有理連結多様体をつぶす写像で一番大きい
もの”である. このままではMRCファイブレーションを扱うのは難しいがGreb-Harris-

Starrの結果とBoucksom-Demailly-Păun-Peternellの結果を合わせると次がわかる.

定理 4.2. [GHS][BDPP] MRCファイブレーションφ : X 99K Y に関して Y の標準束
KY は擬有効である.

4.2. MRCファイブレーションが射のときの主定理の証明

ここからベクトル束と局所自由連接層を同一視する. 証明には以下の命題を使う.

命題 4.3. [DPS2] E,FをX上のベクトル束とする.

1. Eが擬有効でE → F を一般的全射 (generically surgective)のときF も擬有効で
ある. ここで一般的全射とは空でない Zariski開集合上で全射であることを意味
する.

2. Eが擬有効であるとき,任意のa ∈ N>0についてSyma(E)や∧aEは擬有効である.

3. Eが擬有効であるとき, ０でない正則切断 s ∈ H0(X,E∗)は零点を持たない.

上の全射は層としての射としての全射である. 層の単射 (全射)はベクトル束の単射
(全射)ではないことに注意する.



MRCファイブレーションが写像であるとき, つまりMRCファイブレーションφがX

上で定義されている固有正則全射であるとき,定理 3.4は次の定理に包含される. （次
の定理は擬有効をうまく定義すればコンパクトKählerでも良い）.

定理 4.4. f : X → Y を代数多様体の間の固有正則な全射とし, TXとKY は擬有効とす
る. Y の次元を1以上とするとき, 次が成り立つ.

1. KY は数値的に自明, つまり c1(KY ) = 0である.

2. fは滑らかである.

3. Abel多様体Aがあって, AはY の有限エタールカバーである.

Proof. 1. 以下の層の完全列を考える.

0 → ker df → TX
df−→ f ∗(TY )

TXが擬有効でdfは一般的全射であるためf ∗(TY )は擬有効である. よって命題4.3から
f ∗(K∗

Y )も擬有効である. 一方 f ∗(KY )も擬有効であるため, f ∗(KY )は数値的自明であ
りKY もそうである.

2. 上の層の完全列の双対を取ると

0 → f ∗(ΩY )
(df)∗−−−→ ΩX → (ker df)∗

を得る. これのdimY 回外積を取ると,

0 → f ∗(KY )
∧(df)∗−−−→ ∧dimYΩX

を得る. ∧(df)∗ ∈ Hom(f ∗(KY ),∧dimYΩX) ∼= H0(X, (f ∗(KY ) ⊗ ∧dimY TX)
∗) 及び

f ∗(KY ) ⊗ ∧dimY TXは擬有効であるから, 命題 4.3より∧(df)∗は零点を持たない. よっ
て (df)∗ : f ∗(ΩY ) → ΩXはベクトル束の単射であり, fは滑らかである. （局所座標を
用いてこの写像 (df)∗がどういう写像かを書き下すとわかる.）
3. 1と 2から TY は擬有効で KY は数値的自明である. [DPS2]により c1(TY ) =

c2(TY ) = 0である. よってYauの定理 ([Kob, Corollary 4.4.15]参照）により証明でき
た.

4.3. 特異葉層構造

MRCファイブレーションが正則写像と限らない場合について取り扱う. その際に使う
のが特異葉層構造である. F ⊂ TXを連接層とする. XFをFが局所自由層になる最大
のZariski開集合とする.

定義 4.5. [Laz, Chapter 4]

1. FやTX/Fはねじれがなく, [F ,F ] ⊂ F(Lieブラケットで閉じている)とき, Fを
特異葉層 (singular foliation) という.

2. TL = F|Lとなる連結な局所閉部分多様体L ⊂ XF で極大なものをFの葉 (leaf)

という.



葉層構造の最も簡単な例は写像から作られるものである. 代数多様体の間の射 f :

X → Y に関して微分 df : TX → f ∗(TY )の核 ker df ⊂ TXは特異葉層である. この葉層
の葉はfの一般ファイバーとなる. 特異葉層に関しては代数幾何学とも関連が深い. 詳
しい応用についてはLazićのレクチャーノート [Laz]を参照していただきたい.

MRCファイブレーションを特異葉層構造を用いて解析を行う手法はCao-Höring[CH]

が「K∗
XがネフのときのXの構造定理」を示す際にも使われている. その証明に使うの

がHöringの次の定理である. 定理3.4においても以下の定理が鍵となっている.

定理 4.6. [Hor, Corollary 2.11] F ⊂ TXを特異葉層とする. Fが局所自由層であり, F
のある一つの葉がコンパクトで有理連結多様体であるとする. このときある代数多様
体Y への滑らかな射 f : X → Y がありF = ker dfとなる. (fの全てのファイバーがコ
ンパクトで有理連結多様体となる.)

ここまでくると定理3.4の証明 (の概要)は以下のように述べられる.

Proof. 定理4.6を用いてMRCファイブレーションφ : X 99K Y を正則写像に取り替え
ることを考える. それには定理 4.6を満たす特異葉層F ⊂ TXを探せば良い. 安直に考
えればφ : X 99K Y の関しての微分の核”ker dφ”が特異葉層になりそうである. (ただφ

は有理写像であるため, ”ker dφ”が定義できない. )この安直さに従って”ker dφ”にあた
るものを探すことによって, 定理4.6を満たす特異葉層を作る.

locally isotrivialityに関しては定理3.4での滑らかな射ϕ : X ′ → Aから得られるベク
トル束の完全列

0 → ker dϕ → TX
dϕ−→ ϕ∗(TA) → 0

を考える. TXがGriffiths半正な特異Hermite計量をもち, det(ϕ∗(TA))が数値的自明で
あるためこの完全列が分裂する ([HIM, Theorem 1.4]). よってTX

∼= ker dϕ⊕ ϕ∗(TA)と
なる. ker dϕが局所自由な特異葉層であるため, Ehresmannの定理と Fischer-Grauert

の定理から従う. (詳しくは [Hor, Lemma 3.19]参照のこと)

5. さらなる構造定理
4節でも触れたが, Cao-HöringはK∗

XがネフのときのXの構造定理を特異葉層を用い
て示した.

定理 5.1. [CH][Cao] K∗
Xはネフとする.

1. XのAlbanese写像Alb : X → Aは locally isotrivialである.

2. Xが単連結であるとする. このとき有理連結多様体F と c1(KY ) = 0なる代数多
様体Y があってX ∼= Y × Fとなる.

3. Xの普遍被覆は複素Euclid空間CN と有理連結多様体とCalabi-Yau多様体とハ
イパーKähler多様体の直積である.

この定理から定理 3.2が従う. TXやK∗
Xに豊富やネフなどの代数的な正値性がある

と, どうも構造の分類ができやすい感じである. さてこの定理に関して少々気になる
点がある. TX がネフであるとき, 定理 3.2により ϕ : X ′ → Aは滑らかな写像である.

Cao-Höringの定理 (およびその証明)からこの写像 ϕは locally isotrivialである. この



locally isotrivialityはもっと簡単に言えないだろうか? (つまりCao-Höringの証明とは
違った方法で locally isotrivialityを言えないだろうか.)

最後に [HIM]にも述べた問題について紹介する. Demailly-Peternell-Schneider[DPS1]

の論文を見る限り次がわかる.

定理 5.2. TXがネフであり, χ(X,OX) ̸= 0 とする. このときXはFanoである. 特にX

が有理連結でありTXがネフならK∗
Xは豊富である.

Proof. c1(TX)
n = 0だと [DPS1, Proposition 3.10]からχ(X,OX) = 0となってしまう.

よって c1(TX)
n ̸= 0である. これよりK∗

X ネフかつ c1(K
∗
X)

n ̸= 0であるので, [DPS1,

Proposition 3.8]からK∗
Xは豊富である.

では同じようなことが擬有効でも成り立つのであろうか？

予想 5.3. [HIM] Xが有理連結でありTXが擬有効ならK∗
Xは巨大か？
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