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1. 相対的な設定での藤田予想

PopaとSchnellは次のような予想を提示した。

予想 1.1 (Popa-Schnell予想). f : X → Y を射影的複素多様体の間の全射とする。Y の次元を
nとしLをY 上の豊富な直線束とする。
この時、b ≥ a(n+ 1)を満たす任意の正整数a, bについて、f∗(K

⊗a
X )⊗ L⊗b は大域切断で生

成されるか？

f が恒等写像であり a = 1の時、Popa-Schnell予想は藤田予想と同じである。藤田予想と
同様に Popa-Schnell予想は未解決である。Popa-Schnell予想に関しては以下のような進展が
ある。Lが大域切断で生成される豊富な直線束の時、Popaと Schnellがこの予想が正しいこ
とを証明した。Lが豊富な場合、Duttaが b ≥ a(n

2+n
2 + 1)を満たす任意の正整数 a, bについ

て、f∗(K
⊗a
X )⊗ L⊗b がY 上の一般点で大域切断で生成されることを示した。同時期にDengが

b ≥ a(n+ 1) + n2 − nを満たす任意の正整数a, bについて、f∗(K
⊗a
X )⊗ L⊗b がY 上の一般点で

大域切断で生成されることを示した。

2. 主定理

定理 2.1 (I.17). f : X → Y を射影的複素多様体の間の全射とする。Y の次元をnとしLをY

上の豊富な直線束とする。
この時、b ≥ a(n+ 1) + n2−n

2 を満たす任意の正整数a, bについて、f∗(K
⊗a
X )⊗L⊗b はfの正

則値上で大域切断で生成される。

本研究によってDengの評価よりも良い評価や、f∗(K
⊗a
X )⊗ L⊗b が fの正則値で大域切断で

生成されることが得られた。この結果から、fが滑らかな射である時には b ≥ a(n+ 1) + n2−n
2

を満たす任意の正整数 a, bについて、f∗(K
⊗a
X ) ⊗ L⊗b が大域切断で生成されることがわかる。

以上により、Popa-Schnell予想に関する部分的解決が得られた。
また少し特異点を許した代数多様体においても次のような結果を得た。この結果に関しては、

Duttaと村山によって講演者と独立に示されている。

定理 2.2 (I.17, DM.17). (X,∆) を射影的正規代数多様体と有効因子の川又ログ末端的Q分解
的な組とし、Y を非特異射影代数多様体とする。f : X → Y を全射とし、Y の次元をn、Lを
Y 上の豊富な直線束とする。
この時、a(KX +∆)がカルティエ因子であり、b ≥ a(n + 1) + n2−n

2 を満たす任意の正整数
a, bについて、f∗(O(a(KX +∆))⊗ L⊗b はY 上の一般点で大域切断で生成される。

3. 証明のアイデア

示すことは、任意の正則値y ∈ Y と任意の正則切断0 ̸= sy ∈ H0(Xy,K
⊗a
X ⊗ f∗L⊗b|Xy)につい

て、あるX上の大域切断S ∈ H0(X,K⊗a
X ⊗ f∗L⊗b)があってS|Xy = syを示せばよい。証明は

主に3パート分かれる。

1. M = K⊗a−1
X ⊗ f∗L⊗bに良い特異エルミート計量hを入れる。具体的には正則切断に関し

て良い振る舞いを行うベルグマン型の特異エルミート計量を入れる。
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2. あるユークリッド開集合y ∈ UとsU ∈ H0(f−1(U),K⊗a
X ⊗f∗L⊗b|−1(U)) でsU |Xy = syと

なるものの存在を示す。これには先ほどのhの取り方と yが正則値であることによって、
大沢竹腰型のL2拡張定理から存在が言える。

3. yの近くで 1でありU以外の点では 0になるC∞関数 ρをとり、α = ∂̄(ρsU ) と置く。∂̄-

方程式と呼ばれる微分方程式を重みつきでとくことで、β|Xy = 0かつ ∂̄β = α を満たす
βを取ることができる。これによりS = ρsy − βとすれば、S ∈ H0(X,K⊗a

X ⊗ f∗L⊗b)が
あってS|Xy = syとなっている。

特異点がある多様体でも特異点解消を使えば、非特異代数多様体の時に帰着できるため、同
様の議論ができる。ただし、微分方程式を解く際に川又ログ末端的の条件が鍵になってくる。
実際、ログ標準的の場合ではこの証明ではうまくいかない。Duttaと村山は [DM.17]において、
ログ標準的の場合でも同様の結果を得ている。(ただし証明方法はこの証明とは全く別である。)
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