
1.距離空間の復習

岩井雅崇 2022/10/04

問 1.1 正の自然数 nについて Rn+1の部分集合 Snを

Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 |
n+1∑
i=1

x2i = 1}

と定める. Snは Rn+1の有界閉集合であることを示せ.

問 1.2 閉区間 [a,b]とし,

B[a, b] := {f | f は [a, b]上の実数値有界関数 }

とし f, g ∈ B[a, b]について

d(f, g) := sup
x∈[a,b]

{|f(x)− g(x)|}

と定める. (B[a, b], d)が距離空間であることを示せ.

問 1.3 実数列 x = {xn}∞n=1で
∑∞

i=1 x
2
i < ∞となるものの集合を l2とする. x, y ∈ l2について

d(x, y) =

√√√√ ∞∑
i=1

(xi − yi)2

と定める. dが well-definedであることを示し1, (l2, d)は距離空間となることを示せ. (この

空間はHilbert空間の一種である.)

問 1.4 距離空間 (X, d)とその部分集合A ⊂ X において次を示せ.

(a) Aの内部AiはAに含まれる最大の開集合である.

(b) Aの閉包AはAを含む最小の閉集合である.

ここでAiはAの内点の集合とし, AはAの触点の集合とする. またAが開集合であるとは

A = AiとなることとしAが閉集合であるとはA = Aとなることとする.(教科書 4章の定義

通りとする.)

問 1.5 d, d′をX 上の距離関数とする.

(a) ある正の数 C > 0があって任意の x, y ∈ X について d(x, y) ≦ Cd′(x, y)ならば, 恒等

写像 id : (X, d′) → (X, d)は連続であることを示せ.

(b) (X, d)における開集合全体の集合をOdとし, (X, d′)における開集合全体の集合をOd′と

する. ある正の数C > 0があって, C−1d′(x, y) ≦ d(x, y) ≦ Cd′(x, y)ならば, Od = Od′

であることを示せ.

1∑∞
i=1(xi − yi)

2 がなぜ収束するのかを示してください.

1



問 1.6 Aを距離空間X の部分集合とするとし, f : X → Rを f(x) = d(x,A)で定める. f は連続で

あることを示せ.

問 1.7 任意の空でない集合X について, ある距離関数 dがあって (X, d)は距離空間になることを

しめせ.

問 1.8 ∗ (X, d)を距離空間とする. Xの部分集合Aが有界であるとは, ある正の数M があって任意

の x, y ∈ Aについて d(x, y) ≦ M であることとする. B(X)をXの有界閉集合全体の集合と

する. 次の問いに答えよ.

(a) A,B ∈ B(X)について supx∈A d(x,B) < +∞であることを示せ.2

(b) A,B ∈ B(X)について

dH(A,B) = max{sup
x∈A

d(x,B), sup
y∈B

d(A, y)}

とする. 任意の x ∈ X について

d(x,A) ≦ d(x,B) + dH(A,B)

が成り立つことを示せ.

問 1.9 ∗ 問 1.8での (B(X), dH)は距離空間になることを示せ. (これはハウスドルフ距離と呼ばれ

る.)

2d(x,B) = infy∈B d(x, y)である.
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2.位相空間

岩井雅崇 2022/10/11

問 2.1 X = {0, 1},O = {∅, X, {0}}とするとき (X,O)は位相空間になることを示せ.

問 2.2 X = (0, 1)とし,

O =

{(
0, 1− 1

n

)
|n ∈ N, n ≧ 2

}
∪ {X,∅}

とする. (X,O)は位相空間になることを示せ.

問 2.3 (補有限位相) Rに関して部分集合の族Oc ⊂ P(R)を次で定める.

Oc = {V ⊂ R|R \ V は有限集合である } ∪ {∅}

次の問いに答えよ.

(a) (R,Oc)は位相空間になることを示せ.

(b) Rのユークリッド位相をOEucとするときOc ⊂ OEucを示せ.

(c) A ∈ OEucかつA ̸∈ OcなるAの例を一つあげよ.

問 2.4 (上半連続位相) Rに関して部分集合の族Ousc ⊂ P(R)を次で定める.

Ousc = {(−∞, t)|t ∈ R} ∪ {∅,R}

次の問いに答えよ.

(a) (R,Ousc)は位相空間になることを示せ.

(b) {0}は (R,Ousc)での閉集合ではないことをしめせ.

問 2.5 Rに関して部分集合の族Osc ⊂ P(R)を次で定める.

Osc = {U ∪A ⊂ R|U はユークリッド位相に関する開集合, Aは R \Qの部分集合 }

次を示せ.

(a) (R,Osc)は位相空間になることを示せ.

(b) {
√
2}は (R,Osc)での開集合かつ閉集合であることを示せ.

問 2.6 (Fortissimo Space) X = R ∪ {∞}とし3

OF = {V ⊂ X|X \ V は高々可算集合, または∞ ∈ V }

とおくと (X,OF )は位相空間になることを示せ.

3∞は Rの元ではないことに注意する. ∞という記号が嫌な場合は∞を Rに含まれない元だと思ってください.
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問 2.7 位相空間 (X,O)で距離化可能でないものの例をあげよ.4

問 2.8 Rにユークリッド位相OEucをいれる. X = (0, 1)∪ (2, 3]とし, XにRの部分位相を入れる.

このとき (2, 3]はX 上の開集合かつ閉集合であることを示せ.

問 2.9 Rにユークリッド位相OEucをいれる. A = QについてAi, Aを求めよ.

問 2.10 Rにユークリッド位相OEucをいれる. 次の問いに答えよ.

(a) A = Qとし, Aに相対位相OAを入れる. {0}はAの開集合かどうか判定せよ.

(b) {0}はAの閉集合かどうか判定せよ.

(c) Rの部分集合Bで, Bは無限集合であり, (B,OB)上において {0}が開集合かつ閉集合
となる例を一つあげよ. ここでOB は相対位相とする.

問 2.11 (X,O)を位相空間とし, AをX の部分集合とする. 次を示せ.

(a) (Ac)a = (Ai)c;

(b) (Ac)i = (Aa)c.

問 2.12 ∗ 位相空間 (X,O)とその部分集合A,B ⊂ X を考える. 次の主張に関して, 真である場合は

証明し, 偽である場合は反例をあげよ.

(a) (A ∩B)i = Ai ∩Bi

(b) (A ∪B)i = Ai ∪Bi

(c) (A ∩B)a = Aa ∩Ba

(d) (A ∪B)a = Aa ∪Ba

問 2.13 ∗ A,Ai, A,Ai, (A)
i
, (Ai)

i
, (A

i
)が全て違うような Aの例をあげよ. ここで Aiは Aの内部の

閉包, (A)
i
は Aの閉包の内部, (Ai)

i
は Aの内部の閉包の内部, (A

i
)は Aの閉包の内部の閉

包である.

問 2.14 ∗ (Zariski位相) Zを整数の集合とする. 素数 pについて

(p) := {a ∈ Z|ある b ∈ Zがあって a = bp} ⊂ Z

とし, Spec(Z) := {(p)|pは素数 }とする. また整数 nについて

Vn := {(p) ∈ Spec(Z)|n ∈ (p)} ⊂ Spec(Z)

と定義し, A := {Vn|n ∈ Z} ⊂ P(Spec(Z))とおく. このとき Aは閉集合の公理を満たし

(Spec(Z),A)は位相空間になることを示せ.

4つまり「ある距離 dがあってその位相が O となる」ということがない例を挙げてください.
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3.連続写像

岩井雅崇 2022/10/18

問 3.1 (X,OX), (Y,OY )を位相空間とし, f : X → Y を写像とする. 次の問いに答えよ．

(a) OX が離散位相ならば f は連続である.

(b) OY が密着位相ならば f は連続である.

問 3.2 a < b, c < dとなる実数 a, b, c, d ∈ Rについて, 次を示せ.

(a) (a, b)と (c, d)は同相である.

(b) (a, b)と Rは同相である.

(c) [a, b]と [c, d]は同相である.

問 3.3 f : R → Rを次で定める．

f(x) =

x (x ≦ 0)

x+ 2 (x > 0)

OEucを Rにおける通常の位相 (ユークリッド位相)とし Ocを補有限位相とする. 次の問い

に答えよ.

(a) f は (R,OEuc)から (R,OEuc)への連続写像かどうか判定せよ.

(b) f は (R,OEuc)から (R,Oc)への連続写像かどうか判定せよ.

(c) f は (R,Oc)から (R,OEuc)への連続写像かどうか判定せよ.

(d) f は (R,Oc)から (R,Oc)への連続写像かどうか判定せよ.

問 3.4 C([0, 1])を [0, 1]上の連続関数全体の集合とする. C([0, 1])上に距離 dを

d(f, g) := sup
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)|

で定める. また Rにユークリッド位相を入れる.

(a) C([0, 1], d)は距離空間であることを示せ.

(b) F : C([0, 1]) → Rを F (f) :=
∫ 1
0 f(x)dxで定める. F は連続であることを示せ.

(c) G : C([0, 1]) → RをG(f) :=
∫ 1
0 f(x)2dxで定める. Gは連続であることを示せ.

問 3.5 (X,O)を位相空間とし, Rにユークリッド位相を入れる. f, g : X → RをX から Rへの連
続写像とするとき, f + g, f − g, αf, f/gはX から Rへの連続写像となることを示せ. ここ

で α ∈ Rであり, f/gは g(x) = 0となる x ∈ X が存在しないときに定義される.

問 3.6 全単射な連続写像 f : X → Y で f−1が連続ではないものを構成せよ.

問 3.7 f : R → Rを写像とし, OEucをユークリッド位相, Ouscを上半連続位相 (問 2.4の位相)とす

る. f を (R,Ousc)から (R,OEuc)への連続写像とするとき, f は定数写像であることを示せ.
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問 3.8 ∗ f : R → Rを写像とし, OEucをユークリッド位相, Ouscを上半連続位相 (問 2.4の位相)と

する. 次は同値であることを示せ.

(a) f は (R,OEuc)から (R,Ousc)への連続写像である.

(b) 任意の a ∈ Rについて lim supx→a f(x) = f(a)である.

問 3.9 ∗ (X,OX),(Y,OY )を位相空間とし, A,BをX の部分集合でX = A ∪Bとなるものとする.

f : X → Y を (X,OX)から (Y,OY )への連続写像とし, fA : A → Y, fB : B → Y をそれぞ

れ f のA,B への制限とする. 次の問いに答えよ.

(a) A,Bが閉集合であり, fA, fB がそれぞれ A,Bに関して連続であるとき, f も連続であ

ることを示せ. ここでA,BにはX の相対位相を入れる.

(b) fA, fB がそれぞれA,Bに関して連続だが, f は連続ではない例をあげよ.

問 3.10 ∗ (X,O)を位相空間とする. Xの点列 {xn}∞n=1が点 x ∈ Xに収束するとは,「任意の xの近

傍 V についてあるN ∈ NがあってN < nならば xn ∈ V である」ことで定義をする.次の

問いに答えよ

(a) 位相空間 (X,O)で次を満たすものを構成せよ．

i. (X,O)は密着位相ではない.

ii. ある点 a ∈ X があって, 任意のX の点列 {xn}∞n=1は aに収束する.

(b) f : X → Y が点 x ∈ Xで連続とする. このとき xに収束する任意のXの点列 {xn}∞n=1

について, {f(xn)}∞n=1は f(x)に収束する.

(c) 上の逆は一般には成り立たない. その例を構成せよ.5 (つまり点列を用いた連続性の定

義は一般には弱いことを意味する.)

5位相空間の間の写像 f : X → Y と点 a ∈ X であって, 「a ∈ X に収束する任意の X の点列 {xn}∞n=1 について,
{f(xn)}∞n=1 は f(a)に収束する」が「f : X → Y が点 a ∈ X で連続」ではない例を構成してください.

6



4.開基と基本近傍系

岩井雅崇 2022/10/25

問 4.1 Rについて次の集合系Bu, Blを考える

Bu = {(a, b]|a, b ∈ R, a < b} , Bl = {[a, b)|a, b ∈ R, a < b}

次の問いに答えよ.

(a) Buを開基とする R上の位相Ouが存在することを示せ. この位相を上限位相という.

(b) Blを開基とする R上の位相Olが存在することを示せ. この位相を下限位相という.

(c) (0, 1]は上限位相において開集合であることを示せ. また下限位相において開集合であ

るかどうか判定せよ.

(d) (0, 1]は上限位相において閉集合であることを示せ. また下限位相において閉集合であ

るかどうか判定せよ.

問 4.2 引き続き上の下限位相上限位相について次の問いに答えよ.

(a) 上限位相および下限位相は, ユークリッド位相OEucよりも真に強いことを示せ.

(b) 上限位相と下限位相の両方より強い位相は離散位相に限ることを示せ.

問 4.3 距離空間 (X, d)に関して

B = {N(a, ϵ)|a ∈ X, ϵ > 0, ϵ ∈ Q}

は開基となることを示せ.

問 4.4 準開基だが開基でない例を構成せよ.

問 4.5 位相空間 (X,O)とし, S ⊂ O を部分集合とする. S が生成する位相を OS とするとき,

OS ⊂ O であることを示せ. (特にOS はS を含む最小の位相である.)

問 4.6 次を示せ.

(a) 第 2可算公理を満たすならば第 1可算公理を満たす.

(b) 第 2可算公理を満たすならば可分である.

問 4.7 次を示せ.

(a) 距離空間は第 1可算公理を満たす.

(b) 可分な距離空間は第 2可算公理を満たす

問 4.8 (a) Qは R上で稠密であることを示せ.

(b) 密着位相以外で, 空集合を除く任意の開集合が稠密であるような位相空間の例をあげよ.

問 4.9 ∗ 次の問いに答えよ.
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(a) 第 1可算公理を満たすが可分でない例をあげよ

(b) 可分であるが第 1可算公理を満たさない例をあげよ

問 4.10 ∗ 次の問いに答えよ.

(a) 可分でない距離空間の例をあげよ．

(b) 第 2可算公理を満たすが距離空間でない例をあげよ.

問 4.11 ∗ R2において

B = {(a, b]× (c, d]|a, b, c, d ∈ R, a < b, c < d}

を開基とする位相O を入れる. 次の問いに答えよ.

(a) (R2,O)は第 1可算公理を満たし, 可分であることを示せ.

(b) A = {(x, y) ∈ R2|x+ y = 1}とし, Aに (R2,O)の相対位相OAを入れる. このときOA

は離散位相であることをしめせ. またAは可分でないことを示せ.

(c) (R2,O)は第 2可算公理を満たさないことを示せ.

問 4.12 ∗ 整数の集合 Zと a, b ∈ Zについて aZ+ b := {ax+ b|x ∈ Z}と定め

B = {aZ+ b|a, b ∈ Z, a ̸= 0}

とおく. 次の問いに答えよ.

(a) Bを開基とする位相Oが存在することを示せ. (この位相は Furstenberg 位相と呼ばれ

る). 以下 (Z,O)という位相空間で開集合や閉集合を考える.

(b) 空でない有限集合は (Z,O)上で開集合ではないことを示せ.

(c) 任意の a, b ∈ Zについて aZ+ bは (Z,O)上で開集合かつ閉集合であることを示せ.

(d) 素数全体の集合を P とする.

Z \ {±1} =
∪
p∈P

pZ

であることを示せ.

(e) P が無限集合であることを示せ. つまり素数は無限個存在する.

問 4.13 ∗ これまで出てきた位相空間の例以外で面白い位相空間の例をあげよ. ただし以下の点に注

意すること.

(a) この問題は教官とTAが「面白い」と思わない場合, 正答とならない. (例えば {0, 1, 2}
に適当な部分集合を使った位相空間はよく見るので正答とはならない.)

(b) この問題は複数人が解答して良い.

(c) この問題の解答権は 2022年 10月中とする. 11月以後はこの問題に答えることはでき

ない.
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5. 積位相

岩井雅崇 2022/11/01

以下断りがなければ, Rnにはユークリッド位相を入れたものを考える. また集合系を表す際に用

いられる Λは空でないと仮定する.

問 5.1 f : R× R → Rを f(x, y) = x+ yで定めると連続写像になることを示せ.

問 5.2 f : X → Rを位相空間X から Rへの写像とする．次は同値であることを示せ.

(a) f は連続である.

(b) {(x, y) ∈ X×R|f(x) > y}と {(x, y) ∈ X×R|f(x) < y}は共にX×Rの開集合である.

問 5.3 f : X → Rを位相空間XからRへの写像とする. 次の主張が正しい場合は証明し, 間違って

いる場合は反例をあげよ.

「{(x, y) ∈ X × R|f(x) = y}がX × Rの閉集合であるとき, f は連続である.」

問 5.4 位相空間 (X,OX)について∆ : X → X ×Xを∆(x) = (x, x)で定める．∆は (X,OX)から

(X,OX)× (X,OX)への連続写像であることを示せ.

問 5.5 (X, d)を距離空間とする. 距離関数 d : X×X → Rは積位相に関して連続であることを示せ．

問 5.6 (X, dX), (Y, dY )を距離空間とする. 関数 dX×Y : (X × Y )× (X × Y ) → Rを

dX×Y ((x1, y1), (x2, y2)) := dX(x1, x2) + dY (y1, y2)

と定義する. dX×Y はX × Y 上の距離関数になり, dX×Y が定める位相がX × Y の積位相に

一致することを示せ.

問 5.7 Nを自然数の集合とし, 各 i ∈ Nについて, Xi = Rとする.
∏

i∈N(0, 1)は積空間
∏

i∈NXiの

開集合かどうか判定せよ.

問 5.8 (積位相の普遍性) {Xλ}λ∈Λを集合系とし, OλをXλの位相とする.「任意の位相空間 (T,OT )

と連続写像の族 gλ : T → Xλについて,ある積空間
∏

λ∈ΛXλへの連続写像 g : T →
∏

λ∈ΛXλ

がただ一つ存在して, 任意の µ ∈ Λについて gµ = pµ ◦ gとなる」ことを示せ.

問 5.9 Nを自然数の集合とする. 各 i ∈ Nについて Xi = {0, 1}とし Oi をXi の離散位相とする.

f :
∏

i∈NXi → Rを

f({xi}i∈N) =
∞∑
i=0

xi
2i

で定める. f がwell-definedであり, 積空間
∏

i∈NXiからRへの連続写像になることを示せ.

問 5.10 　 (X,OX), (Y,OY )を位相空間とし, A ⊂ X やB ⊂ Y をその部分集合とする. 次を示せ.

(a) (A×B)a = Aa ×Ba

(b) (A×B)i = Ai ×Bi
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問 5.11 {Xλ}λ∈Λを集合系とし, OλをXλの位相とする. 各 λ ∈ Λについて部分集合Aλ ⊂ Xλを考

える. 次の主張が正しい場合は証明し, 間違っている場合は反例をあげよ.

(a) (
∏

λ∈ΛAλ)
a =

∏
λ∈Λ(A

a
λ)

(b) (
∏

λ∈ΛAλ)
i =

∏
λ∈Λ(A

i
λ)
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6. 商位相

岩井雅崇 2022/11/08

この問題を解答するにあたり以下の用語を定義しておく.(これは次回の演習の内容でもある).

定義 1. 位相空間 (X,O)とする．Xがハウスドルフ空間 (または T2空間)であるとは, 任意

の a, b ∈ X について, ある U, V ∈ O があって a ∈ U, b ∈ V,U ∩ V = ∅となること.

また断りがなければ, Rnにはユークリッド位相を入れたものを考える. またRn+1の部分集合

Snを Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 |
∑n+1

i=1 x2i = 1} と定め, 位相は Rn+1の相対位相を入れる.

問 6.1 実数の集合 Rについて, 同値関係∼1を

x ∼1 y ⇔ x− y ∈ Z

を考える. π : R → R/ ∼1を標準写像とし πによりR/ ∼1に商位相を入れる. 以下の問いに

答えよ.

(a) f : R → S1を f(t) = (cos 2πt, sin 2πt)とする. このときある連続写像 f̃ : R/ ∼1→ S1

で f = f̃ ◦ πとなるものが唯一存在することを示せ.

(b) f̃ は全単射であることを示せ.

(c) f̃−1は連続であることを示せ. よって R/ ∼1と S1は同相である. 6

問 6.2 実数の集合 Rについて, 同値関係∼2を

x ∼2 y ⇔ x− y ∈ Q

とし R/ ∼2に商位相を入れる. R/ ∼2はハウスドルフ空間であるか判定せよ.

問 6.3 X = {(x, y) ∈ R2|y = 0または y = 1}とする. 同値関係∼を

(x1, y1) ∼ (x2, y2) ⇔「x1 ̸= 0 かつ x1 = x2」または「y1 = y2かつ x1 = x2」

としX/ ∼に商位相を入れる. X/ ∼はハウスドルフ空間であるか判定せよ.

問 6.4 次の問いに答えよ.

(a) 閉写像でも開写像でない連続写像の例をあげよ.

(b) 連続全単射が開写像であれば同相写像であることを示せ.

問 6.5 ∗ (X,OX)を位相空間とし, ∼をX上の同値関係とする. O(π)を標準写像 π : X → X/ ∼に
よる商位相とし, (X/ ∼,O(π))を商空間とする. 次の主張に関して, 真である場合は証明し,

偽である場合は反例をあげよ.

6もし別に同相を示す手段があるなら他の方法を用いて良い. 実は授業後半の事実を用いると (c) は簡単に示せる.
(おそらく現時点だと少々厄介である.).
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(a) 商写像 π : X → X/ ∼は開写像である.

(b) 商写像 π : X → X/ ∼は閉写像である.

問 6.6 Rn+1 \ {0}について, 同値関係∼を

x ∼ y ⇔ 0でない実数 αが存在して x = αy

と定義する. 商写像 π : Rn+1 \ {0} → (Rn+1 \ {0})/ ∼によって位相を入れたものを実射影
空間と呼び, RPn := (Rn+1 \ {0})/ ∼と書く. 以下 x = (x1, x2, . . . , xn+1)を RPnの元とみ

なしたものを (x1 : · · · : xn+1)と書き実同次座標と呼ぶ. 次の問いに答えよ

(a) i = 1, . . . , n + 1について Ui = {(x1 : · · · : xn+1)|xi ̸= 0}とおく. RPn = ∪n+1
i=1 Uiであ

ることをしめせ.

(b) i = 1, . . . , n + 1について写像 fi : Rn → Uiを fi(y1, . . . , yn) = (y1 : · · · : yi−1 : 1 : yi :

yi+1 : · · · : yn : 1)とする.7 fi : Rn → Uiは同相写像を定めることを示せ.

問 6.7 RP1は S1と同相であることを示せ.

問 6.8 次の問いに答えよ.

(a)

σ : Sn → RPn

(x1, . . . , xn+1) 7−→ (x1 : · · · : xn+1)

は全射連続写像であることを示せ.

(b) σは商写像であることを示せ.

(c) 任意の q ∈ RPnについて σ−1(q)の個数を求めよ.

(d) f : S2 → R3を f(x, y, z) = (yz, zx, xy)とする. このときある連続写像で f̃ : RP2 → R3

で f = f̃ ◦ σとなるものが唯一存在することを示せ.

問 6.9 ∗ GL(2,R)を 2× 2の正則行列とする.

(
a b

c d

)
∈ GL(2,R)を (a, b, c, d) ∈ R4と同一視する

ことで, GL(2,R)を R4の部分集合とみなし, R4の相対位相を入れる.

GL(2,R)に同値関係∼を

A ∼ B ⇔ P ∈ GL(2,R)が存在してA = P−1BP

を考える. 次の問いに答えよ.

(a) 任意の α ̸= 0なる実数について

(
1 α

0 1

)
∼

(
1 1

0 1

)
であることを示せ.

(b) 商空間GL(2,R)/ ∼はハウスドルフ空間であるか判定せよ.

7i = 1のときは f1(y1, . . . , yn) = (1 : y1 : · · · : yn)とし, i = n+ 1のときは fn+1(y1, . . . , yn) = (y1 : · · · : yn : 1)
とする.

12



7. 分離公理

岩井雅崇 2022/12/13

分離公理は正規や正則など色々あるが, ハウスドルフが一番大事だと思われるので, 今回ハウ

スドルフの問題を集めた.8

問題の上に •がついている問題は解けてほしい問題である. 問題の上に ∗がついている問題は

面白いかちょっと難しい問題である. 以下断りがなければRnにはユークリッド位相を入れたもの

を考える. また位相空間X は 2点以上の点を含むものとする.

問 7.1 • 演習で出てきた位相空間を 1つあげハウスドルフかどうか判定せよ. ただしこの問題はま

だ発表していない人のみ解答でき, 複数人の回答を可とする. 9

問 7.2 • f : X → Y を連続な単射写像とする. Y がハウスドルフならばX もハウスドルフである

ことを示せ. またハウスドルフ空間X の部分集合A ⊂ X に相対位相を入れたものはハウス

ドルフであることを示せ.

問 7.3 • 連続な全射写像 f : X → Y でXはハウスドルフだが Y がハウスドルフでない例を一つあ

げよ.

問 7.4 • 「位相空間 (X,O)についてXが T1空間であるとは, 任意の異なる 2点 a, b ∈ Xについて

ある U ∈ O があって a ∈ U かつ b ̸∈ U となること」とする. 次の問いに答えよ.

(a) Xが T1空間であることは, 任意の点 x ∈ Xについて {x}が閉集合であることと同値で
あることを示せ.

(b) X がハウスドルフ空間 (T2空間)であれば T1空間であることを示せ.

(c) T1空間であるがハウスドルフ空間 (T2空間)でない例を一つあげよ.

問 7.5 X を位相空間とする. 次は同値であることを示せ.

(i) X はハウスドルフである.

(ii) 対角集合 {(x, x) ∈ X ×X}はX ×X の閉集合である.

(iii) 任意の位相空間 T と任意の連続写像 f, g : T → X に対し, Ker(f, g) = {t ∈ T |f(t) =
g(t)}は T の閉集合である.

(iv) 任意の位相空間 T と任意の連続写像 f : T → X について {(t, x) ∈ T ×X|f(t) = x}は
T ×X の閉集合である.

問 7.6 f, g : X → Y を位相空間の間の連続写像とし, AをXの稠密な部分集合とする. Y がハウス

ドルフかつ f |A = g|Aならば, f = gであることを示せ.

8T2 1
2
空間など出しても良かったが, 無駄知識になる気がしたのでやめておきました. もし正規や正則などの分離公

理が期末試験にでたらすみません.
9例えば距離空間, 離散位相空間, 密着位相空間などが挙げられる. なお難しそうな空間に関して解答したい人は第 9

回の最後の問題を見てください.
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問 7.7 R2に対し同値関係∼を

(x1, y1) ∼ (x2, y2) ⇔ x1 − x2 ∈ Zかつ y1 − y2 ∈ Z

で定め, 2次元トーラス T 2 := R2/ ∼とする. π : R2 → T 2という商写像により T 2に商位相

を入れるとき, T 2はハウスドルフ空間であることを示せ.

問 7.8 問 6.8を用いて RPnはハウスドルフ空間であることを示せ.

問 7.9 M(n+1,R)を (n+1)× (n+1)実行列の集合とし, M(n+1,R)をR(n+1)2 と同一視して位
相を入れる. σ : Rn+1 \ {0} → M(n+ 1,R)を次で定める:

σ : Rn+1 \ {0} → M(n+ 1,R)

(x1, . . . , xn+1) 7→ 1
x2
1+···+x2

n+1


x2
1 x1x2 · · · x1xn+1

x2x1 x2
2 · · · x2xn+1

...
... · · ·

...

xn+1x1 xn+1x2 · · · x2
n+1



σは連続な単射写像 σ̃ : RPn → M(n+1,R)を引き起こすことを示し, それを用いてRPnは

ハウスドルフ空間であることを示せ.

問 7.10 X を位相空間とする. 「任意の異なる 2点 p, q ∈ X について, ある連続関数 f : X → Rで
f(p) = 0, f(q) ̸= 0となるものが存在する」と仮定する. このときX はハウスドルフ空間で

あること示せ. またこれを用いて RPnはハウスドルフ空間であることを示せ. 10

問 7.11 Cn+1 \ {0}について, 同値関係∼を

z ∼ w ⇔ 0でない複素数 αが存在して z = αw

と定義する. CPn := (Cn+1 \ {0})/ ∼と書き複素射影空間と呼ぶ. 11 CPnに商位相を入れ

るとき, CPnはハウスドルフ空間であることを示せ.

問 7.12 ∗ 1 ≤ k < nとなる自然数について, Ak,nを k × n実数行列でランクが kとなる行列全体の

集合とし, Rknの部分集合とみなすことで Ak,nに Rknの相対位相を入れる. Ak,nに同値関

係∼を
A ∼ B ⇔正則な k × k実数行列Gが存在してA = GB

と定義する. Gk,n := Ak,n/ ∼と書き実グラスマン多様体と呼ぶ. Gk,nに商位相を入れると

き, Gk,nはハウスドルフ空間であることを示せ.

10ヒント: 直線への射影を用いる. この手法は後の問題でも使える.
11実射影空間と同様に z = (z1, z2, . . . , zn+1)を CPn の元とみなしたものを (z1 : · · · : zn+1)と書き複素同次座標と

呼ぶ.
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8.コンパクト

岩井雅崇 2022/12/13

問題の上に •がついている問題は解けてほしい問題である. 問題の上に ∗がついている問題は

面白いかちょっと難しい問題である. 以下断りがなければ, Rnにはユークリッド位相を入れたも

のを考える. また位相空間X は 2点以上の点を含むものとする.

問 8.1 • 演習で出てきた位相空間を 1つあげコンパクトかどうか判定せよ. ただしこの問題はまだ

発表していない人のみ解答でき, 複数人の回答を可とする.12

問 8.2 •f : X → Y を連続な全射写像とする. X がコンパクトならば Y もコンパクトであることを

示せ. またこれを用いて Rと [0, 1]は同相ではないことを示せ.

問 8.3 •コンパクト位相空間の閉部分集合はコンパクトであることを示せ. またコンパクト位相空

間のコンパクトな部分集合で閉集合でないものの例を一つあげよ.

問 8.4 •コンパクト位相空間X の実数値連続関数 f : X → Rは最大値・最小値を持つことを示せ.

問 8.5 •ハウスドルフ空間のコンパクト集合は閉集合であることを示せ. またこれを用いてコンパ

クト空間X からハウスドルフ空間 Y への連続全単射 f : X → Y は同相であることを示せ.

問 8.6 φ : CP1 → S2を
φ : CP1 → S2

(z : w) 7→
(

2Re(zw̄)
|z|2+|w|2 ,

2Im(zw̄)
|z|2+|w|2 ,

|z|2−|w|2
|z|2+|w|2

)
とするとき, φはwell-definedな同相写像であることを示せ. (複素射影空間CPnに関しては

問題 7.11参照.) ただし z̄は zの複素共役で |z|2 = zz̄とする. また z ∈ Cがある実数 u, v ∈ R
を用いて z = u+

√
−1vと表されているとき, Re(z) := u, Im(z) := vと定義する.

問 8.7 (一点コンパクト化の普遍性)位相空間 (X,O)の一点コンパクト化を (X∗,O∗)とする. さら

にX をコンパクトではない局所コンパクトハウスドルフ空間であると仮定する. このとき

任意のコンパクトハウスドルフ空間K と連続写像 i : X → K で i : X → i(X)が同相かつ

i(X) ⊂ K がK の中で稠密となるものについて, ある連続写像 ϕ : K → X∗がただ一つ存在

して次の図式を満たすことを示せ.

X

��

i // K

ϕ}}
X∗

問 8.8 Cの一点コンパクト化が S2と同相であることを示せ. またこれを用いて S2と CP1は同相

であることを示せ.

問 8.9 ∗ 2次元トーラス T 2を問題 7.7のように定義する. 0でない実数 αについて, fα : R → T 2を

fα(x) = (x, αx)で定め, fα(R) ⊂ T 2に T 2の相対位相を入れる. 次の問いに答えよ.

(a) αが有理数であるとき, fα(R)は S1と同相であることを示せ.

12例えば Rn, Sn, 離散位相空間, 密着位相空間, T 2, RPn, CPn, 実グラスマン多様体などが挙げられる.
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(b) αが無理数であるとき, fα : R → fα(R)は全単射な連続写像だが, 同相写像ではないこ

とを示せ. ただし中間テスト第 5問にあった無理数の特徴づけは証明なしに用いて良い.

問 8.10 ∗∗ X を位相空間とする. 次は同値であることを示せ.13

(i) X はコンパクトである.

(ii) 任意の位相空間 Y , 任意の y ∈ Y , X × {y}の任意の開近傍W ⊂ X × Y について, あ

る yの開近傍 V ⊂ Y があって, X × V ⊂ W となる.

(iii) 任意の位相空間 Y に対し第二射影 p2 : X × Y → Y , p2(x, y) = yは閉写像である.

問 8.11 ∗∗ (Stone 1937) Xをコンパクトハウスドルフ空間とし, C(X) := {f : X → R, f は連続 }と
する. 写像 T : C(X) → Rで

T (f+g) = T (f)+T (g), T (fg) = T (f)T (g), T (λf) = λT (f), T (1) = 1 (∀f, g ∈ C(X), ∀λ ∈ R)

となるものを考える.14 次の問いに答えよ.

(a) 任意の x ∈ X について g(x) ̸= 0ならば T (g) ̸= 0であることを示せ.

(b) ある xT ∈ Xがあって, 任意の f ∈ C(X)について T (f) = f(xT )となることを示せ. 15

問 8.12 ∗∗ (Genfand-Kolomogolov 1939) X,Y をコンパクトハウスドルフ空間とし, C(X), C(Y )を

問 8.11の通りとする. 写像 T : C(X) → C(Y )で

T (f+g) = T (f)+T (g), T (fg) = T (f)T (g), T (λf) = λT (f), T (1) = 1 (∀f, g ∈ C(X), ∀λ ∈ R)

となるものを考える.このとき連続写像 φ : Y → X であって

T (f)(y) = f(φ(y)) (∀f ∈ C(X), ∀y ∈ Y )

となるものが存在することを示せ. 16 また T が全単射ならば φは同相であることを示せ.

問 8.13 ∗∗ 3次特殊直交群 SO(3,R)を 3× 3実数行列Gで tGG = E3かつ det(G) = 1なる行列全体

の集合とする. R9の部分集合とみなすことで SO(3,R)にR9の相対位相を入れる. SO(3,R)
は RP3と同相であることを示せ.17

13(iii)から (i)が難しい. 難しければ (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii)だけを発表しても良い.
14T (1) = 1の左辺の”1”は x ∈ X について 1 ∈ Rを返す定数関数である.
15ヒント: 背理法を用いる. もし任意の x ∈ X についてある fx ∈ C(X)があって T (fx) ̸= f(x)ならば fx を使って

X の開被覆が作れる. あとはコンパクト性を使って (a)を満たさない関数を作れば良い.
16ヒント: 問 8.11を使って φを構成する. 連続性は X の閉集合の逆像が Y の閉集合であることを示せば良い. どち

らにもウリゾーンの補題を用いる.
17ヒント: 四元数体のノルム 1の集合が S3 となる. ノルム 1の四元数の元から SO(3,R)の元を作れば良い (実はこ

れはゲーム開発にも用いられている. 物理だとスピノルと関係あるらしい.)
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9. 連結

岩井雅崇 2022/12/13

問題の上に •がついている問題は解けてほしい問題である. 問題の上に ∗がついている問題は

面白いかちょっと難しい問題である. 以下断りがなければRnにはユークリッド位相を入れたもの

を考える. また位相空間X は 2点以上の点を含むものとする.

問 9.1 • 演習で出てきた位相空間を 1つあげ連結かどうか判定せよ. ただしこの問題はまだ発表し

ていない人のみ解答でき, 複数人の回答を可とする. 18

問 9.2 • 連続な全射写像 f : X → Y についてX が連結ならば Y も連結であることを示せ. またこ

れを用いて (0, 1), [0, 1), [0, 1]はどれも互いに同相ではないことを示せ.

問 9.3 • X を位相空間とし, A ⊂ X をX の連結集合とする. 任意のA ⊂ B ⊂ Aとなる部分集合B

はX の連結集合であることを示せ.

問 9.4 • X をコンパクト位相空間, Y を連結ハウスドルフ空間とする. 連続写像 f : X → Y が開写

像であるならば, f は全射であることを示せ.

問 9.5 • X を集合とし, O1,O2を O1 ⊂ O2となる開集合系とする. 次の問いに答えよ.19

(a) 位相空間 (X,O1)がハウスドルフならば, 位相空間 (X,O2)もハウスドルフである.

(b) 位相空間 (X,O2)がコンパクトならば, 位相空間 (X,O1)もコンパクトである.

(c) 位相空間 (X,O2)が連結ならば, 位相空間 (X,O1)も連結である.

問 9.6 X を位相空間とする. 次は同値であることを示せ．

(i) X は連結である.

(ii) 任意の実連続関数 f : X → Rと任意の u, v ∈ X, t ∈ Rについて, f(u) ≤ t ≤ f(v)な

らば, ある w ∈ X が存在して f(w) = tとなる.

問 9.7 R2から Rへの全単射は存在するが, R2から Rへの同相写像は存在しないことを示せ.

問 9.8 位相空間Xと x ∈ Xについて, xを含む最大の連結集合をxを含むX の連結成分という. 次

の問いに答えよ.

(a) 0 ∈ Rを含む Rの連結成分を求めよ.

(b) Q ⊂ Rに Rの相対位相を入れる. 0 ∈ Qを含むQの連結成分を求めよ.

(c) 連結成分は常に連結なX の閉集合であることを示せ.

(d) 連結成分は常にX の開集合になるか. 正しければ証明し, 間違いならば反例を与えよ.

問 9.9 A ⊂ R2を可算集合とする. R2 \Aは弧状連結であることを示せ. (特に連結な集合となる.)

18例えば Rn, Sn, 離散位相空間, 密着位相空間, T 2, RPn, CPn, グラスマン多様体などが挙げられる.
19開集合が多ければハウスドルフになりやすく, 開集合が少なければコンパクト・連結になりやすいということであ

る.
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問 9.10 位相空間Xについて, 任意の x ∈ Xとその任意の近傍N について xの弧状連結な近傍U が

あって U ⊂ N となるときX は局所弧状連結と呼ばれる. 次の問いに答えよ.

(a) 局所弧状連結だが弧状連結でない空間の例をあげよ.

(b) 連結かつ局所弧状連結ならば弧状連結であることを示せ. またRnの連結開集合は弧状

連結になることを示せ.

問 9.11 ∗ (topologist’s comb) R2の部分集合X を

X := {0} × (0, 1] ∪ (0, 1]× {0} ∪
∞∪
n=1

{
1

n
× (0, 1]

}

とし, X に R2の相対位相を入れる. 次の問いに答えよ.

(a) X を図示せよ.

(b) X は連結であることを示せ.

(c) X は弧状連結ではないことを示せ. また局所連結ではないことを示せ.

問 9.12 ∗問 1.2, 1.3, 1.9, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.14, 4.1, 4.11, 4.12で出てきた位相空間のハウスドルフ

性・コンパクト性・連結性を各々調べよ. なおこの問題は何回も答えて良いし複数人が分担

して解答してもよい. なお答えた空間によって配点が異なる.
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10.距離空間の完備化

岩井雅崇 2022/12/13

問題の上に •がついている問題は解けてほしい問題である. 問題の上に ∗がついている問題は

面白いかちょっと難しい問題である. 以下断りがなければRnにはユークリッド位相を入れたもの

を考える. また位相空間X は 2点以上の点を含むものとする.

問 10.1 • C[0, 1] := {f : [0, 1] → R | f は実数値連続関数 }とおく. 以下この問題では, 関数列 {fi}∞i=1

と言えば fi ∈ C[0, 1]となる関数の列とする. 次の問いに答えよ.

(a) 「関数列 {fi}∞i=1が f ∈ C[0, 1]に各点収束する」ことの定義を述べよ.

(b) 「関数列 {fi}∞i=1が f ∈ C[0, 1]に一様収束する」ことの定義を述べよ.

(c) 関数列 {fi}∞i=1が f ∈ C[0, 1]に一様収束するならば, 各点収束することを示せ.

(d) (c)の逆は一般には成り立たない. その関数列の例を一つあげよ.

(e) f, g ∈ C[0, 1]に関して d∞(f, g) = supx∈[0,1]{|f(x)− g(x)|} とおく. 問題 1.2と同様に

して (C[0, 1], d∞)は距離空間になる. (C[0, 1], d∞)は完備であることを示せ.

問 10.2 • 実数列 x = {xn}∞n=1で
∑∞

n=1 x
2
n < ∞となるものの集合を l2とする. x, y ∈ l2について

dl2(x, y) =
√∑∞

n=1(xn − yn)2 と定めると, 問 1.3から (l2, dl2)は距離空間となる. l2はこの

距離 dl2 に関して完備であることを示せ.

問 10.3 • 次の問いに答えよ.

(a) 距離空間上のコンパクト集合は有界閉集合であることを示せ.

(b) (l2, dl2)を 問 10.2の通りとし, A := {x ∈ l2 | dl2(x, x) = 1} とおく. Aは (l2, dl2)の有

界閉集合であるがコンパクト集合ではないことを示せ. また (l2, dl2)もコンパクトでは

ないことを示せ.

問 10.4 (X, d)を距離空間とし, X の部分集合 A,Bについて d(A,B) := infa∈A,b∈B{d(a, b)} と定め
る. 次の問いに答えよ.

(a) ある距離空間と互いに交わらない閉集合A,Bで d(A,B) = 0となるものの例をあげよ.

(b) Aをコンパクト集合, Bを閉集合とするとき, AとBが互いに交わらなければd(A,B) = 0

であることを示せ.

問 10.5 ∗ (C[0, 1], d∞)を問 10.1の通りとする. 次の問いに答えよ.

(a) A = {f ∈ C[0, 1] | f([0, 1]) ⊂ [0, 1]}とおくと, Aは (C[0, 1], d∞)のコンパクト集合では

ないこと示せ.

(b) B = {f ∈ A |任意の x, y ∈ [0, 1]について |f(x) − f(y)| ≤ |x − y|}とおくと, B は

(C[0, 1], d∞)のコンパクト集合であることを示せ.

問 10.6 ∗ C[0, 1]を問 10.1の通りとし, f, g ∈ C[0, 1]に関して

d1(f, g) :=

∫ 1

0
|f(x)− g(x)|dx
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とおくと d1は C[0, 1]の距離となる. d1の距離に関して関数列 {fi}∞i=1が f ∈ C[0, 1]に収束

するとき, {fi}∞i=1は f に L1収束すると呼ぶ. 次の問いに答えよ.

(a) (C[0, 1], d1)は完備ではないことを示せ.

(b) 関数列 {fi}∞i=1が f ∈ C[0, 1]に一様収束するならば, L1収束すること示せ.

(c) L1収束するが一様収束しない関数列の例を一つあげよ.

(d) 各点収束するが L1収束しない関数列の例を一つあげよ.

(e) 関数列 {fi}∞i=1であって, L1収束するが, 任意の x ∈ [0, 1]について {fi(x)}∞i=1が収束

しない関数列の例を一つあげよ.

問 10.7 ∗ C[0, 1] を問 10.1 の通りとする. x ∈ [0, 1] について Xx = R とおくことで, C[0, 1] ⊂∏
x∈[0,1]Xx とみなせる. そこで

∏
x∈[0,1]Xx の積位相の C[0, 1]への相対位相を Op とおく.

次の問いに答えよ.

(a) 関数列 {fi}∞i=1 が f ∈ C[0, 1]に各点収束することは, 位相空間 (C[0, 1],Op)において

{fi}∞i=1が f ∈ C[0, 1]に収束することと同値であることを示せ. (後者の収束の定義に

関しては問題 3.10を参照せよ.)

(b) Opは距離空間 (C[0, 1], d∞)が作る位相 O∞よりも真に小さい, つまり Op ⊊ O∞であ

ることを示せ.20

問 10.8 ∗ pを素数とする. 0でない有理数 r ∈ Qについて, r = pe n
m(m,nはともに pと互いに素な

整数)と表せるとき, vp(r) := eと定義する. r ∈ Qについて

|r|p =

p−vp(r) (r ̸= 0)

0 (r = 0)

とおく. 次の問いに答えよ.

(a) 0でない有理数 r, s ∈ Qについて, r + s ̸= 0ならば vp(r + s) ≥ min(vp(r), vp(s))であ

ることを示せ.

(b) x, y ∈ Qについて dp(x, y) := |x− y|pとおくと dpはQの距離になることを示せ. 以下

Qpを Qの dpによる完備化とする. また完備化によって誘導される Qp上の距離を dp

と同じ記号で書くことにする.

(c) {an}∞n=0 を有理数の数列とする. (Qp, dp) 上で
∑∞

n=0 an がある値に収束することは

limn→∞ |an|p = 0 であることと同値であることを示せ.

(d) (Qp, dp)上で
∑∞

n=0 p
n = 1

1−p であることを示せ.

(e) bn ∈ {0, 1}かつ (Q2, d2)上で 2
7 =

∑∞
n=0 bn2

nとなるような数列 {bn}∞n=0を決定せよ.

演習の問題は授業ページ (https://masataka123.github.io/2022_

winter_generaltopology/)にもあります. 右下のQRコードからを読み込

んでも構いません.

20問 10.1と合わせると位相が小さいほど収束しやすいことがわかる.
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