
1-4. 多様体の復習・多様体の例・接ベクトル空間

岩井雅崇 2022/10/07

講義では多様体の復習・多様体の例・接ベクトル空間を 4回かけて行う (と聞いている). ただ
演習では問題作成の都合上, 1-4回の内容をまとめた. なお今回の演習問題は難易度が高いため, 解
けない場合は適宜教科書やインターネット, TA・教官に頼っても良い. (わからなければこちらか
らヒントを出していきます).

多様体の作り方は大きく分けて次に分けられる.

• 多様体M,N について, その直積M ×N は多様体

• 多様体M の開集合 U は多様体.

• 多様体間の写像 f :M → N と y ∈ N について, f−1(y)は”だいたい”M の部分多様体. これ
は次の定理を用いる.

定理 1. [多様体の基礎 定理 15-1]

f : M → N を多様体の間の Cr 級写像とする. さらに q ∈ N を正則値であると仮定
する. f−1(q) ̸= ∅ならば, f−1(q)は dimM − dimN 次元の Cr級部分多様体である.

ここで q ∈ N が f : M → N の正則値であるとは, 任意の p ∈ f−1(q)について, 微分
写像

(df)p : Tp(M) → Tf(p)(N)

が全射であることとする.

• 多様体M を同値関係∼で割ってできる多様体M/ ∼. ただし常にM/ ∼が多様体になると
は限らない.1 参考までに次の事実が知られている.[リー群と表現論 第 6章]「Lie群Gが多
様体M に推移的かつ連続に作用しているとき, Gx = {g ∈ G|gx = x}(x ∈ M)は閉部分群
になりG/GxはM と C∞微分同相となる.」

講義ではやらないが演習でちょっと使う重要な事実なので次の内容もまとめておく.

定義と定理 2. [埋め込みとはめ込み] f :M → N を多様体の間の Cr級写像とする.

• fがはめ込みであるとは,任意の点p ∈Mについて微分写像 (df)p : Tp(M) → Tf(p)(N)

が単射であること.

• f が埋め込みであるとは, f がはめ込みであり, f :M → f(M)が同相であることとす
る． ここで f(M)にはN の相対位相を入れる. このとき f(M)はN の部分多様体で
あることが知られている.

1私が学部生だったとき群 Gが多様体M に固定点自由かつ真性不連続に作用している場合の内容をやった. 調べて
みると担当教官がその道のプロであることがわかった.
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問 1.1 ∗ Give an example of a topological space that is connected but not path-connected.

問 1.2 ∗ Show that any connected manifold is path-connected.

問 1.3 次の問いに答えよ．

(a) 実数の集合 Rについて, 同値関係∼1を

x ∼1 y ⇔ x− y ∈ Z

とし R/ ∼1に商位相を入れる. このとき R/ ∼1は多様体になることを示せ.

(b) 実数の集合 Rについて, 同値関係∼2を

x ∼2 y ⇔ x− y ∈ Q

とし R/ ∼2に商位相を入れる. このとき R/ ∼2は多様体とならないことを示せ.

問 1.4 Sm := {(x1, x2, . . . , xm+1) ∈ Rm+1|
∑m+1

i=1 x2i = 1}とおく. Smがm次元のC∞級多様体で
あることを 2通りの方法で示したい. 次の問いに答えよ.

(a) N = (0, 0, . . . , 1), S = (0, 0, . . . ,−1)とし, UN = Sm \N , US = Sm \ Sとおく.

φN : UN → Rm

(x1, x2, . . . , xm+1) 7−→ ( x1
1−xm+1

, . . . , xm
1−xm+1

)

φS : US → Rn

(x1, x2, . . . , xn+1) 7−→ ( x1
1+xm+1

, . . . , xm
1+xm+1

)

とおく. {(UN , φN ), (US , φS)}が Smの座標近傍系を与えることを示し, これにより Sm

はm次元の C∞級多様体となることを示せ.

(b) f : Rm+1 → Rとなる C∞ 級写像で f−1(1) = Sm かつ 1 ∈ Rが f の正則値であるよ
うなものを一つ求めよ. またこれを用いて Smはm次元の C∞級多様体であることを
示せ.

問 1.5 i : Sm → Rm+1を包含写像とする. 次の問いに答えよ.

(a) 任意の点 a ∈ Smについて, 微分写像 (di)a : TaS
m → TaRm+1は単射であることをし

めせ.

(b) a ∈ Smを Smの点とする. (di)aが単射であることと TaRm+1 ∼= Rm+1により TaS
m ⊂

Rm+1とみなす. このとき

TaS
m = {v ∈ Rm+1| < a, v >= 0}

となることを示せ. ここで< •, • >は Rm+1上のユークリッド内積とする.
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問 1.6 f : C → Cを f(z) = z(z + 1)とする. 次の問いに答えよ.

(a) z = x+
√
−1yによって Cに座標 (x, y)を入れ f を座標表示せよ.

(b) z ∈ Cにおいてヤコビ行列を求めよ.

(c) (df)p : TzC → TzCが同型でない zを全て求めよ.

問 1.7 (多様体の基礎 11章) Cn+1 \ {0}について, 同値関係∼を

z ∼ w ⇔ 0でない複素数 αが存在して z = αw

と定義する.CPn := (Cn+1 \ {0})/ ∼と書き複素射影空間と呼ぶ. 以下 z = (z1, z2, . . . , zn+1)

を CPn の元とみなしたものを (z1 : · · · : zn+1)と書き複素同次座標と呼ぶ. 次の問いに答
えよ.

(a) CPnがハウスドルフであることを示せ.

(b) Ui = {(z1 : z2 : . . . : zn+1)|zi ̸= 0}とおき,

φi : Ui → Cn

(z1 : z2 : . . . : zn+1) 7−→ ( z1zi , . . . ,
zi−1

zi
, zi+1

zi
, . . . , znzi )

と定める. {(Ui, φi)}n+1
i=1 は座標近傍系となることを示し, CPnは (実)2n次元の C∞級

多様体であることを示せ.

問 1.8 CP1と S2は C∞級微分同相であることをしめせ.

問 1.9 i : C → CP1 を i(z) = (z : 1) とすることにより, C を CP1 の開部分多様体と見なす.

f : C → Cを f(z) = z2 + 1とおく. このときある F : CP1 → CP1 となる C∞ 級写像で
F |C = f となるものがあることを示せ.

問 1.10 (多様体の基礎 11章)

(a)

π : S2n+1 → CPn

(x1, x2, . . . , x2n+1, x2n+2) 7−→ (x1 +
√
−1x2, x3 +

√
−1x4, . . . , x2n+1 +

√
−1x2n+2)

とおく． この写像が全射 C∞級写像であることを示せ.

(b) CPnはコンパクトであることを示せ.

(c) 任意の z ∈ CPnについて f−1(z)は S1と位相同相であることを示せ.

問 1.11 ∗ nを 2以上の整数とする. H = {(z1 : z2 : . . . : zn+1) ∈ CPn|z1 + · · ·+ zn+1 = 0}がC∞級
多様体であることを示し, その次元を求めよ.

問 1.12 ∗∗ nを 2以上の整数とする. Q = {(z1 : z2 : . . . : zn+1) ∈ CPn|z21 + · · · + z2n+1 = 0}が C∞

級多様体であることを示し, その次元を求めよ.

問 1.13 M(n,R)を n× n行列の全体の集合とする. M(n,R)をRn2
と同一視する. 特にM(n,R)が

n2次元 C∞級多様体となる. 次の問いに答えよ.

(a) GL(n,R) = {A ∈ M(n,R)| detA ̸= 0}が C∞級多様体であることを示し, その次元を
求めよ.
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(b) SL(n,R) = {A ∈ M(n,R)|detA = 1}が C∞級多様体であることを示し, その次元を
求めよ.

問 1.14 (多様体の基礎 15章) O(n,R) = {A ∈ M(n,R)|tAA = E}が C∞級多様体であることを示
し, その次元を求めよ.

問 1.15 SO(n,R) = {A ∈M(n,R)| detA = 1, tAA = E}がC∞級多様体であることを示し, その次
元を求めよ.

問 1.16 SO(2,R)が S1と C∞級微分同相であることを示せ.

問 1.17 ∗ 次の問いに答えよ

(a) GL(n,R)は弧状連結ではないことを示せ.

(b) GL(n,R)+ = {A ∈M(n,R)| detA > 0}は弧状連結であること示せ.

問 1.18 ∗ SO(n,R)は弧状連結であることを示せ.

問 1.19 (多様体の基礎 15章) k,mを 1 ≥ k ≥ mとなる自然数としMk,mを実数係数 k ×m行列全
体とする.

Vk,m = {A ∈Mk,m|A(tA) = E}

とする. 次の問いにこたえよ.

(a) f : R2m → R3を次で定める.

f : R2m → R3

(x1, . . . , xm, y1, . . . , ym) 7−→ (
∑m

i=1 x
2
i ,
∑m

i=1 y
2
i ,
∑m

i=1 xiyi)

(x1, . . . , xm, y1, . . . , ym) ∈ Rmでの f のヤコビ行列を求めよ

(b) V2,mは R2mの C∞級部分多様体であることを示し, その次元を求めよ.

(c) V3,mは R3mの C∞級部分多様体であることを示し, その次元を求めよ.

問 1.20 ∗

f : S3 → R
(x, y, z, w) 7−→ xy − zw

とおく. f−1(0)は S3の部分多様体であることをしめせ.
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問 1.21 ∗

M = {(x, y, z, w) ∈ R4|2x2 + 2 = 2z2 + w2, 3x2 + y2 = z2 + w2}

とおく.　次の問いに答えよ.

(a) M は R4の部分多様体であることを示し, その次元を求めよ

(b) F :M → R2を F (x, y, z, w) = (x2, y2)とする. p = (X,Y ) ∈ R2について F−1(p)の元
の個数を求めよ.

(c) M はコンパクトかどうか判定せよ

問 1.22 ∗ M,N を連結な C∞級多様体とし, f : M → N を C∞級写像とする. 任意の p ∈ M につ
いて (df)p : Tp(M) → Tf(p)(N)が零写像であるならば, f はM をN の一点へ写す定値写像
であることを示せ.

問 1.23 ∗ M,N をそれぞれm次元, n次元の C∞多様体とし C∞写像 f : M → N とする. さらに
M はコンパクトとしN は連結コンパクトでm ≥ nであると仮定する. 任意の x ∈ M につ
いて (df)p : Tp(M) → Tf(p)(N)が全射であるとき f も全射であることを示せ.

問 1.24 ∗ Rn+1 \ {0}について, 同値関係∼を

x ∼ y ⇔ 0でない実数 αが存在して x = αy

と定義する.RPn := Rn+1 \ {0}/ ∼と書き実射影空間と呼ぶ. RPn は n次元 C∞ 級多様
体となることが知られている. 以下 x = (x1, z2, . . . , xn+1)を RPn の元とみなしたものを
(x1 : · · · : xn+1)と書き実同次座標と呼ぶ. 次の問いに答えよ.

(a)

π : Sn → RPn

(x1, . . . , xn+1) 7−→ (x1 : · · · : xn+1)

は全射 C∞級写像であることをしめせ．

(b) 任意の q ∈ RPnについて f−1(q)の個数を求めよ.

(c) f : S2 → R3を f(x, y, z) = (yz, zx, xy)とする. f と πを使って自然に f̃ : RP2 → R3

が定義できることを示せ.

(d) f̃ ははめ込みではないことをしめせ.

問 1.25 ∗∗上の記法において g : S2 → R4を g(x, y, z) = (yz, zx, xy, x2 + 2y2 + 3z2)とする. gと π

を使って自然に g̃ : RP2 → R4が定義でき, g̃は埋め込みであることを示せ.

問 1.26 ∗∗ 複素ベクトル空間 Cnについて, その k次元ベクトル部分空間全体の集合をGn,k とおく.

Gn,kは自然に C∞級多様体の構造を持つことを示し, その次元を求めよ.(複素グラスマン多
様体と呼ばれる).

問 1.27 ∗∗ G4,2は {(z0 : z1 : z2 : z3 : z4 : z5) ∈ CP5|z0z5 − z1z4 + z2z3 = 0}と C∞級同相であるこ
とを示せ. (プリュッカー埋め込みと呼ばれる).

問 1.28 ∗ 授業や演習などこれまで出てきた多様体の例以外で面白い多様体の例をあげよ. ただし以
下の点に注意すること.

(a) この問題は教官と TAが「面白い」と思わない場合, 正答とならない. (例えば R4の開
集合やトーラス・メビウスの帯・クラインの壺などはよく見るので正答とはならない.)

5



(b) この問題は複数人が解答して良い.

(c) この問題の解答権は 2022年 10月中とする. 11月以後はこの問題に答えることはでき
ない.
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5-6 ベクトル場と積分曲線

岩井雅崇 2022/11/18

1 おわび

前回の問題は「あまり教育的でない・難しすぎる」など少々良くなかった気がします. 今回は教育
的な問題などを集めました. 2 また演習でも糟谷先生のプリントの問題も解いて良いです.3

2 多様体に関する諸注意

前回の演習の授業で少々気になった点があったので, 何点か補足する.

2.1 多様体の座標近傍の書き方.

多様体の基礎の座標近傍の定義や多様体の定義は次のとおりである.

定義 3. 位相空間M の開集合 U から Rm の開集合 V への同相写像 φ : U → V について
(U,φ)をm次元座標近傍といい, φを U 上の局所座標系という.

p ∈ U について, φ(p) = (x1, . . . , xm)とかける. x1, . . . , xmを (U,φ)に関する pの局所座標
という.(U,φ)のことを (U ;x1, . . . , xm)と書くことがある.

定義 4. M をハウスドルフ空間とする. 次の条件が成り立つときM はm次元 C∞級多様
体と呼ばれる.

1. 座標近傍系 {(Uλ, φλ)}λ∈Λがあって, M = ∪λ∈ΛUλとなる.

2. Uλ ∩ Uµ ̸= ϕなる λ, µ ∈ Λについて φµ ◦ φ−1
λ : φλ(Uλ ∩ Uµ) → φµ(Uλ ∩ Uµ) は C∞

級写像である

「多様体の基礎」の定義のおける x1, . . . , xmは厳密に言えば xi : U → Rm → RとなるU 上の
関数である. 一方でこの本は後の方で「(x1, . . . , xm) ∈ φ(U)について...」と x1, . . . , xmが点を表
しているように書いている. （これは初学者が大変困惑する同一視である. 慣れたらこっちの方が
楽ではあるが.)4

また局所座標系を明示する際には (U,φ)と (U ;x1, . . . , xm)の二つがあるが私は後者を使うこ
とをお勧めする. これは接ベクトル空間の定義 5の (3)をよく使うからである.5

2.2 接ベクトル空間の定義と書き方について.

定義 5 (接ベクトル空間). m次元C∞級多様体M と p ∈M について次の集合は一致する.

1. pにおける方向微分 vの集合 D∞
p (M). ここで vが pにおける方向微分であるとは, p

の開近傍で定義された C∞級関数 ξについて実数 v(ξ)を対応させる操作であって次

2演習の授業を担当していて気づいたのですが, 学生のみなさんは「演習問題は全て解けるもの」を用意してると思
われているようです. 難しい問題や良くない問題も用意しているので, 全部解こうとはしないほうが賢明です.

3演習でプリントの問題を発表して CLEで提出するのも良いです.
4気になって別の本「トゥー 多様体 (L. W. Tu An introduction to Manifolds.)」を見たが, その本では区別して書

いていた. 「トゥー 多様体」の英語版は学内から Springer Linkを経由することで無料で入手可能である.
5「トゥー 多様体」では「局所座標系を (U,φ) = (U ;x1, . . . , xm)とする」と言う書き方をしていた. 要するに座標

系の書き方は世界共通ではなさそうだ. 気になる人は「トゥー 多様体」の書き方でも良い.
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を満たすものとする.

(a) ξ, ηが pの周りで一致すれば v(ξ) = v(η).

(b) 実数 a, bについて v(aξ + bη) = av(ξ) + bv(η).

(c) v(ξη) = v(ξ)η(p) + ξ(p)v(η).

2. 曲線 cに沿った方向微分vc全体の集合. ここで cはMにはいるC∞級曲線 c : (−ϵ, ϵ) →
M で c(0) = pを満たすものとし, vcは pの開近傍で定義された C∞級関数 ξについ
て実数

vc : ξ 7→
dξ(c(t))

dt

∣∣∣
t=0

を対応させるものとする.

3. (U ;x1, . . . , xm)を pの周りの座標系とした場合の ( ∂
∂x1

)p, . . . , (
∂

∂xm
)pではられるRベ

クトル空間 Tp(M). ここで ( ∂
∂xi

)pとは pの開近傍で定義された C∞級関数 ξについ
て実数 (

∂

∂xi

)
p

: ξ 7→ ∂ξ

∂xi
(p)

を対応させるものとする.

この R上のベクトル空間をM の接ベクトル空間と呼び TpM とかく.

補足 6. C∞級でない場合でも (3) ⊂ (2) ⊂ (1)は成り立つ. ただ (1) ⊂ (3)が成り立つのは C∞級
の多様体のみである (多様体の基礎 p.86 注意を見よ).

また定義 5の (3)においても定義 3のような同一視がなされている. もっと正確に書けば, 座標
系を (U,φ) = (U ;x1, . . . , xm)とし, φ(U) ⊂ Rmの標準座標を r1, . . . , rmとするとき,

∂ξ

∂xi
(p) :=

∂(ξ ◦ φ−1)

∂ri
(φ(p))となる.

要するに接ベクトル空間 TpM の元を表す方法は 3つある. 人にもよるが私は定義 5の (3)の書
き方がわかりやすいと思う. つまり v ∈ TpM の元はある a1, . . . , am ∈ Rを用いて

v =

m∑
i=1

ai

(
∂

∂xi

)
p

と書くことができる.6

定義 7. M をm次元C∞級多様体, N を n次元C∞級多様体, f :M → N をC∞級写像と
する. p ∈M をとり q := f(p) ∈ N とする. 次の写像 (df)p : Tp(M) → Tq(N)は一致する.

1. pにおける方向微分 vについて

(df)p(v) : η 7→ v(η ◦ f)

と定義する. (ηは qの開近傍で定義されたC∞級関数である). (df)p(v)は qにおける
方向微分となり, Tq(N)の元となる.

2. 曲線 cに沿った方向微分 vc(ただし cはC∞級写像 c : (−ϵ, ϵ) →M で c(0) = pを満た

6接ベクトル空間を「何かよくわからないもの ( ∂
∂xi

)p が R上ではられるもの」と思うという荒技もある. これはベ
クトル束の立場から見るとそうなる. 恥ずかしながら接ベクトル空間の厳密な定義を最近まで忘れていた. (ベクトル場
を構成した論文を出してたので油断していました. )
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すもの)について,

(df)p(vc) := vf◦c

と定義する. f ◦ c(0) = qを満たすため vf◦cは Tq(N)の元である.

3. (V, y1, . . . , yn)を qの周りの座標系, (U ;x1, . . . , xm)を f(U) ⊂ V となる pの周りの座
標系とする. f を (U ;x1, . . . , xm)と (V, y1, . . . , yn) によって局所座標表示したものを

y1 = f1(x1, . . . , xm), . . . , yn = fn(x1, . . . , xm)

としたとき, (df)p : Tp(M) → Tq(N)を次のように定義する.

(df)p :

m∑
i=1

ai

(
∂

∂xi

)
p

7→
n∑

j=1

(
m∑
i=1

ai
∂fj
∂xi

(p)

)(
∂

∂yj

)
q

この (df)p : Tp(M) → Tq(N)をpにおける f の微分という.

補足 8. 定義 7 (3)において, bj =
∑m

i=1 ai
∂fj
∂xi

(p) とおき, n×m行の行列 (Jf)pを

(Jf)p =


∂f1
∂x1

(p) ∂f1
∂x2

(p) · · · ∂f1
∂xm

(p)
...

... · · ·
...

∂fn
∂x1

(p) ∂fn
∂x2

(p) · · · ∂fn
∂xm

(p)

とすれば,

b1...
bn

 = (Jf)p

a1
...

am

が成り立つ.

(Jf)pをヤコビ行列と呼ぶ.7 またここでも定義 3のような同一視がなされている. 正確に書けば次
のとおりである: 座標系を (U,φ) = (U ;x1, . . . , xm)とする. φ(U) ⊂ Rmの標準座標を r1, . . . , rm
とする. (V, ψ) = (V, y1, . . . , yn)を qの座標系とする. ψ(z) = (y1(z), . . . , yn(z))に注意すれば,

∂fj
∂xi

(p) :=
∂(yj ◦ f ◦ φ−1)

∂ri
(φ(p))となる.

3 ベクトル場の定義と性質

以下断りがなければM をm次元 C∞級多様体とする.

定義 9 (ベクトル場).

1. p ∈M についてXp ∈ TpM が一つずつ対応しているとき, その対応X = {Xp}p∈M を
M 上のベクトル場という.

2. 座標近傍 (U, x1, . . . , xm)について, U 上のベクトル場 ∂
∂xi
を

∂

∂xi
:=

{(
∂

∂xi

)
p

}
p∈U

と定義する.

3. M上のベクトル場Xと座標近傍 (U, x1, . . . , xm)について,あるU上の関数 ξi : U → R
があって

X|U = {Xp}p∈U = ξ1
∂

∂x1
+ · · ·+ ξm

∂

∂xm

7これは座標系 (U ;x1, . . . , xm), (V, y1, . . . , yn)に依存する.
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とかける. 各座標近傍 (U, x1, . . . , xm) について上の ξi が C∞ 級となるとき, X は
C∞ベクトル場であるというM 上の C∞級ベクトル場の集合をX (M)で表す.

定義 10 (ベクトル場の演算). X,Y をM 上の C∞ベクトル場, f をM 上の C∞級関数と
する.

1. p ∈ M についてXf(p) := Xp(f)と定義する (定義 5の (1)を使った). Xf を関数 f

にベクトル場を作用させて得られる関数と呼ぶ. 座標近傍 (U, x1, . . . , xm)について
X|U = ξ1

∂
∂x1

+ · · ·+ ξm
∂

∂xm
と書けている場合

Xf(p) = ξ1(p)
∂f

∂x1
(p) + · · ·+ ξm(p)

∂f

∂xm
(p)となる.

2. X,Y のかっこ積 (Lie bracket)を [X,Y ] := XY − Y X と定める. [X,Y ] は C∞ 級
ベクトル場となる. 座標近傍 (U, x1, . . . , xm) について X|U =

∑m
i=1 ξi

∂
∂xi
, Y |U =∑m

i=1 ηi
∂
∂xi
と書けている場合

[X,Y ]|U = (XY − Y X)|U =
m∑
i=1


m∑
j=1

(
ξj
∂ηi
∂xj

− ηj
∂ξi
∂xj

) ∂

∂xi
となる.

3. F :M → N をC∞級微分同相写像とする. M 上のC∞級ベクトル場Xについて, N

上のベクトル場 F∗X を (F∗X)f(p) := (dF )p(Xp)とする.

4 積分曲線・1パラメーター変換群・リー微分

以下断りがなければM をm次元 C∞級多様体とし, X を C∞級ベクトル場とする.

定義 11 (積分曲線). aを実数または−∞, bを実数または+∞とし, 開区間 (a, b)は 0を含
むとする. C∞ 級曲線 c : (a, b) → M がX の積分曲線であるとは, 任意の α ∈ (a, b)につ
いて

dc

dt

∣∣∣
t=α

= Xc(α)

が成り立つこととする (左辺に関しては定義 5参照)．c(0) = pを cの初期値という.

定理 12 (積分曲線の局所的な存在と一意性).

1. 任意の p ∈ M について, 正の数 ϵ > 0と c(0) = pとなる積分曲線 c : (−ϵ, ϵ) → M が
存在する.

2. 0を含む開区間 (a1, b1), (a2, b2)と積分曲線 c1 : (a1, b1) → M , c2 : (a2, b2) → M につ
いて, c1(0) = c2(0)ならば, c1と c2は (a1, b1) ∩ (a2, b2)上で一致する.

定義 13.

1. p ∈ M を初期値とする積分曲線 cp : (a, b) → M で定義域をこれ以上広げられないも
のを極大積分曲線という.
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2. 任意の p ∈M を初期値とする極大積分曲線 cp : (a, b) →M の定義域 (a, b)が Rであ
るとき, X は完備なベクトル場であるという.

cpを pを初期値とする極大積分曲線 8とすると, t ∈ Rについて cp(t)は”ベクトル場X に沿っ
て時間 tだけ流した時の位置”を対応させているとみれる.

定理 14. X を完備な C∞級ベクトル場とし, p ∈M を通る極大積分曲線を cp : R →M と
する. t ∈ Rについて φt :M →M を

φt : M → M

p 7→ cp(t)

とおく. このとき φt :M →M は C∞級同相写像であり次が成り立つ.

1. φ0 = idM .

2. φt+s = φt ◦ φs (∀t, s ∈ R).
3. φ−t = (φt)

−1 (∀t ∈ R).
4. 次の写像 F : R×M →M は C∞級写像である

F : R×M → M

(t, p) 7→ φt(p)

逆に C∞級同相写像の族 {φt :M →M}t∈Rが上の 4条件を満たすとき, 定義 5の (2)を用
いてベクトル場X = {Xp}p∈M を

Xp :=
dφt(p)

dt

∣∣∣
t=0

∈ TpM

で定義すると, X が完備なベクトル場であり pを初期値とする極大積分曲線は c(t) = φt(p)

で与えられる.

このような C∞級同相写像の族 {φt :M →M}t∈Rを1パラメーター変換群と呼ぶ.

要するに「完備なベクトル場」と「1パラメーター変換群」は 1対 1に対応する. 完備なベク
トル場X に対応する 1パラメーター変換群 {φt}t∈Rを {Exp(tX)}t∈Rと表すこともある.

補足 15. C∞級写像 F : R ×M → M がフローとは F (0, p) = pかつ F (t, F (s, p)) = F (t + s, p)

を満たすこととする. フローと 1パラメーター変換群が一対一に対応する.

定理 16. X を完備な C∞級ベクトル場とし, C∞級同相写像の族 {φt : M → M}t∈Rを 1

パラメーター変換群とする. C∞級関数 f とベクトル場 Y についてリー微分LX(f),LX(Y )

をそれぞれ以下で定める.

LX(f) = lim
t→0

φ∗
t f − f

t
LX(Y ) = lim

t→0

(φ−t)∗Y − Y

t

このとき次が成り立つ.

1. LX(f) = Xf , LX(Y ) = [X,Y ].

2. [X,Y ] = 0であることは任意の t ∈ Rについて (φt)∗Y = Y となることと同値である.

8多様体の基礎では cp(t)を c(t, p)と書いている.
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3. {ψt}t∈Rを Y の 1パラメーター変換群とする. [X,Y ] = 0であることは任意の s, t ∈ R
について φt ◦ ψs = ψt ◦ φsを満たすことと同値である.

定理 17. C∞ 級写像 f : M → Rが固有な沈め込みであれば, 任意の a, b ∈ Rについて
f−1(a)と f−1(b)はC∞級微分同相である. ここで f が固有とは任意のコンパクト集合の f

の逆像がコンパクトになることとし, f が沈め込みとは任意の p ∈M について (df)pが全射
であることとする.
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5 演習問題

以下断りがなければM,N は C∞級多様体とし, m = dimM とする.

•ベクトル場の問題

問 2.1 次の問いに答えよ.

(a) XをC∞級ベクトル場とし f をM 上のC∞関数とする. Xf と fXの厳密な定義とそ
の違いを述べよ.

(b) R2上でのベクトル場のかっこ積 [−y ∂
∂x + x ∂

∂y ,
∂
∂x ]を計算せよ.

問 2.2 a, b ∈ RとX,Y, Z ∈ X (M)について, 次が成り立つことを示せ.9

(a) (双線型性) [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z], [Z, aX + bY ] = a[Z,X] + b[Z, Y ].

(b) (交代性) [Y,X] = −[X,Y ].

(c) (ヤコビ恒等式) [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0.

問 2.3 ∗ Let (x1, y1, . . . , xn, yn) be the standard coordinates on R2n. The unit sphere S2n−1 in

R2n is defined by the equation
∑n

i=1 x
2
i + y2i = 1. Show that

X =

n∑
i=1

−yi
∂

∂xi
+ xi

∂

∂yi

is a no where-vanishing C∞ vector field on S2n−1.

問 2.4 TM = ∪p∈MTpM = ∪p∈M{(p, v)|v ∈ TpM}とし, {(Uλ, φλ) = (Uλ, x
λ
1 , . . . , x

λ
m)}λ∈ΛをM

の座標近傍系とする. λ ∈ Λについて次のように写像を定める.

π : TM → M Φλ : π−1(Uλ) → φλ(Uλ)× Rm

(p, v) 7→ p (p,
∑m

i=1 ai

(
∂

∂xλ
i

)
p
) → (φ(p), (a1, . . . , am))

次の問いに答えよ.

(a) Φλは π−1(Uλ)と φλ(Uλ)× Rmの一対一対応を与えることを示せ.

(b) TM の位相で任意の λ ∈ Λについて π−1(Uλ)が開集合で Φλが位相同型になるような
ものが存在することを示せ.

(c) TM には {(π−1(Uλ),Φλ)}λ∈Λが座標近傍系になるような 2m次元のC∞級多様体の構
造が入ることを示せ. (TM, π)をM の接ベクトル束という. 10

問 2.5 ∗ 引き続き接ベクトル束 TM に関する次の問いに答えよ.

(a) π : TM →M は全射 C∞級写像であることを示せ.

(b) 「C∞ベクトル場X」は「C∞級写像 χ : M → TM で π ◦ χ = idM となるもの」と 1

対 1に対応することを示せ.

9(X (M), [, ])がリー代数の構造をもつ
10ベクトル束に関しては, 例えば「今野 微分幾何学」を参照のこと. 実はヤコビ行列を用いても接ベクトル束を構成

することができる.
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(c) M 上の C∞ ベクトル場 X1, . . . , Xm で, 任意の p ∈ M について (X1)p, . . . , (Xm)p が
TpM の基底となるものが存在すると仮定する. このとき TM とM ×Rmは微分同相で
あることを示せ.

問 2.6 TS1は S1 ×Rと微分同相であることを示せ. ただしこの問題の解答期限は問 2.3と問 2.5が
解かれるまでとする. 11

問 2.7 ∗ TSnは {(z1, . . . , zn+1) ∈ Cn+1|
∑n+1

i=1 z
2
i = 1}と微分同相であることを示せ. 12

問 2.8 ∗ i : C → CP1を i(z) = (z : 1)とすることにより, Cを CP1の開部分多様体と見なす. C上
のベクトル場X = x ∂

∂x + y ∂
∂y と定める (ただし z = x +

√
−1yとして (x, y)を Cの座標を

考えている). このときX は CP1上の C∞級ベクトル場 X̃ に拡張されることを示せ. また
X̃p = 0となる p ∈ CP1を全て求めよ.

問 2.9 Let F :M → N be a C∞ diffeomorphism of manifolds.

(a) Prove that if g is a C∞ function and X is a C∞ vector field on M , then F∗(gX) =

(g ◦ F−1)F∗X.

(b) Prove that if X and Y are C∞ vector fields on M , then F∗[X,Y ] = [F∗X,F∗Y ].

•積分曲線の問題

問 2.10 (a) Find the maximal integral curve of X = x ∂
∂x + y ∂

∂y starting at (1, 1) ∈ R2.

(b) Find the maximal integral curve of Y = ∂
∂x + y ∂

∂y starting at (1, 1) ∈ R2.

問 2.11 R2上のベクトル場をX = −y ∂
∂x + x ∂

∂y とする. 次の問いに答えよ.

(a) X は完備であることを示せ.

(b) {φt}t∈Rを 1パラメーター変換群とする. φt :M →M を求めよ.

(c) Xp =
dφt(p)

dt

∣∣∣
t=0
を確かめよ.

問 2.12 ∗R2に対し同値関係∼を

(x1, y1) ∼ (x2, y2) ⇔ x1 − x2 ∈ Zかつ y1 − y2 ∈ Z

で定め, 2次元トーラス T 2 := R2/ ∼とする. π : R2 → T 2という商写像により T 2に位相を
入れる. 13 次の問いに答えよ.

(a) Y = ∂
∂x をR2上のC∞級ベクトル場とする. このとき T 2上のC∞級ベクトル場Xで,

任意の p ∈ R2について (dπ)p(Y ) = Xπ(p)となるものが存在することを示せ.

(b) X が生成する 1パラメーター変換群 {φt}t∈Rを求めよ.

(c) T (T 2)は T 2 × Rと微分同相であることを示せ.

問 2.13 コンパクト C∞級多様体M 上の任意の C∞級ベクトル場は完備であることを示せ.

問 2.14 定理 16の (1)-(3)をそれぞれ示せ.

11問 2.3と問 2.5(c)から TS1 と S1 × Rは微分同相であることがいえる. もし別解があれば発表してもよい.
12ヒント. 前回演習の問 1.5を用いる.
13T 2 = R2/Z2 ともかく. この問題では T 2 が C∞ 級多様体であることを認めて良い. また T 2 は S1 × S1 と微分同

相である.
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問 2.15 ∗ M をコンパクト C∞ 級多様体とし X を C∞ 級ベクトル場とする. M 上の C∞ 級関数
f, g :M → RがXf = g,Xg = f を満たすとする. 次の問いに答えよ.

(a) X の任意の積分曲線 c : R →M について (f ◦ c)′′(t) = (f ◦ c)(t)であることを示せ.

(b) f, gは恒等的に 0であることを示せ.

•教育的な問題
第 1-4回の演習で出した問題以外でとても教育的な問題を追加で出しておく.

問 2.16 M をm次元コンパクト C∞級多様体とする. C∞級写像 f :M → Rmではめ込みとなるも
のは存在しないことを示せ. (m = dimM に注意すること).

問 2.17 M とN が微分同相であるならば dimM = dimN を示せ.

問 2.18 f : RPn → Rを

f([x1 : · · · : xn+1]) =
x21

x21 + · · ·+ x2n+1

とおく. 次の問いに答えよ.

(a) f が well-definedな C∞級写像であることを示せ.

(b) (df)pが消える p ∈ RPnの点を全て求めよ.

(c) f の最大値・最小値を求めよ

問 2.19 (糟谷先生の第 3回のプリントの問題) f :M → Rを C∞級写像とする.

(a) p ∈ M において (df)p ≠ 0ならば, ある C∞級写像 c : (−1, 1) → M で c(0) = pかつ
(f ◦ c)′(0) > 0となるものが存在することを示せ.

(b) M がコンパクトならば (df)p = 0となる p ∈M が存在することを示せ.

問 2.20 m, kを正の自然数とする. C∞級写像 f : Rm+k → Rkとその正則値 cを考える. M = f−1(c)

はRm+kの部分多様体となり,任意のp ∈MについてTpM = Ker(df)pとなることを示せ．ま
たこれを用いて問題 1.5を示せ.（つまり a ∈ SmについてTaS

m = {v ∈ Rm+1| < a, v >= 0}
となることを示せ. ここで < •, • >は Rm+1上のユークリッド内積とし, TaRm+1と Rm+1

を同一視する.)

•発展課題
以下の問題は私が少々気になった事柄である. 余裕のある人向けの問題となっております. 14

問 2.21 ∗ C∞(M)をM 上の C∞級関数全体のなす集合とする. 次の問いに答えよ.15

(a) C∞ 級ベクトル場 X について DX : C∞(M) → C∞(M)を DX(f) := Xf で定める.

DX が線形かつライプニッツ則を満たすことを示せ.

(b) 写像D : C∞(M) → C∞(M)が線形でありライプニッツ則を満たすとき, ある C∞級
ベクトル場X があってD = DX となることを示せ.

(c) C∞級ベクトル場X,Y についてX = Y であることはDX = DY であることと同値で
あることを示せ. 16

14教育的な問題からそうでない問題まで揃えております.
15必要であれば多様体の基礎 命題 13.11を用いて良い.
16多様体の基礎 命題 16.5の証明を見ていると, この本ではこの事実を認めている気がする.
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ここで「線形」と「ライプニッツ則」については次のように定義する.

• Dが線形であるとは a, b ∈ R, f, g ∈ C∞(M)についてD(af + bg) = aD(f)+ bD(g)で
あることとする.

• Dがライプニッツ則を満たすとは f, g ∈ C∞(M)についてD(fg) = D(f)g+ fD(g)で
あることとする.

問 2.22 f :M → N を C∞級写像とする. C∞(M)をM 上の C∞級関数全体の集合として,

f∗ : C∞(N) → C∞(M)

ξ 7→ ξ ◦ f

と定める. X ∈ X (M), Y ∈ X (N)についてXとY が f -関係にあるとはDX ◦f∗ = f∗◦DY

であることとする. 次の問いに答えよ.

(a) X と Y が f -関係にあることは, 任意の p ∈ M について (df)p(Xp) = Yf(p)であること
と同値であることを示せ.

(b) f が微分同相写像のとき, 任意のX ∈ X (M)について, X と f -関係にあるベクトル場
Y がただ一つ存在することを示せ.

(c) X1と Y1が f -関係にあり, X2と Y2が f -関係にあるとき, [X1, X2]と [Y1, Y2]も f -関係
にあることをしめせ.

問 2.23 M = N = Rとし, f : M → N を f(x) = x
1
3 とする. M は Rへの通常の C∞級多様体の構

造を入れる. またN には f−1 : N →M = RによってC∞級多様体の構造を入れる (つまり
{(N, f−1)}がN の座標近傍系となる). 次の問いに答えよ.

(a) φ :M → N を恒等写像とする. φは全単射な C∞級写像であることを示せ

(b) φ−1は C∞級写像ではないことを示せ.つまり φは C∞級微分同相ではない.

(c) X = ∂
∂x について φ-関係にあるN 上の C∞級ベクトル場は存在しないこと示せ.

問 2.24 ∗∗ TS3は S3 × R3と微分同相であることを示せ. 17

問 2.25 ∗∗∗ TSnが Sn × Rnと微分同相となるような自然数 nを決定せよ. 18

17ヒント: 四元数体のノルム 1の全体集合が S3 になる.
18nが偶数ではないことは Poincare-Hopfの定理からわかる. nが奇数のときどのように議論するか私はわからない.
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8-12. 微分形式とストークスの定理

岩井雅崇 2022/12/02

6 ベクトル空間のテンソル積

定義 18. V をm次元の Rベクトル空間とする.

• V の双対ベクトル空間 V ∗を V ∗ := {ω : V → R |ωは線型写像 }とする.

• {e1, . . . , em}を V の基底とするとき, 1 ≤ i ≤ mなる iについて ωi ∈ V ∗を

ωi : V → R
a1e1 + · · ·+ amem 7→ ai

と定義する. {ω1, . . . , ωm}は V ∗の基底で, {e1, . . . , em}の双対基底と呼ばれる.

• V 上のk次多重線型形式とは ω : V k = V × · · · × V → Rとなる写像で ω(v1, . . . , vk)

が各 viについて線型であることとする. V 上の k次多重線型形式なすmk次元のベク
トル空間を⊗kV ∗と表す.

• ω ∈ ⊗kV ∗がk次対称形式であるとは,任意のk次の置換σと,任意の (v1, . . . , vk) ∈ V k

について ω(vσ(1), . . . , vσ(k)) = ω(v1, . . . , vk)となることとする.

• ω ∈ ⊗kV ∗がk次交代形式であるとは,任意のk次の置換σと,任意の (v1, . . . , vk) ∈ V k

について ω(vσ(1), . . . , vσ(k)) = sgn(σ)ω(v1, . . . , vk)となることとする. V の k次交代
形式の mCk次元のベクトル空間を ∧kV ∗で表す.

例 19. η1, . . . , ηk ∈ V ∗について

η1 ⊗ · · · ⊗ ηk : V × · · · × V → R η1 ∧ · · · ∧ ηk : V × · · · × V → R
(v1, . . . , vk) 7→ η1(v1) · · · ηk(vk) (v1, . . . , vk) 7→ det((ηi(vj))1≤i,j≤k)

と定義する. η1 ⊗ · · · ⊗ ηk ∈ ⊗kV ∗でありη1, . . . , ηkのテンソル積と呼ばれる.

{e1, . . . , em}をV の基底とし, {ω1, . . . , ωm}を {e1, . . . , em}の双対基底とするとき, {ωi1⊗· · ·⊗
ωik}i1,...,ik=1,...,mは⊗kV ∗の基底となる.また {ωi1 ∧ · · · ∧ωik}1≤i1<···<ik≤mは∧kV ∗の基底となる.

定義から ω2 ∧ ω1 = −ω1 ∧ ω2や ω1 ∧ ω1 = 0であることがわかる.

7 微分形式

定義 20. • p ∈M について, 接ベクトル空間 TpM の双対空間を余接ベクトル空間と呼
び T ∗

pM と表す.

• 任意の p ∈ M について ωp ∈ T ∗
pM が一つずつ対応しているとき, その対応 ω =

{ωp}p∈M をM 上の 1次微分形式という.

• 座標近傍 (U, x1, . . . , xm)について (dxi)pを

(dxi)p : TpM → R
a1

(
∂

∂x1

)
p
+ · · ·+ am

(
∂

∂xm

)
p

7→ ai
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とし, U 上の 1次微分形式 dxi := {(dxi)p}p∈U と定義する. これによりM 上の 1次微
分形式は座標近傍 (U, x1, . . . , xm)について, ある U 上の関数 fi : U → Rがあって

ω|U = f1dx1 + · · ·+ fmdxm

とかける. 各座標近傍 (U, x1, . . . , xm) について上の fi が C∞ 級となるとき, ω は
C∞級 1次微分形式という.

例 21. f : M → Rを C∞ 級写像とすると, 微分写像 dfp : TpM → Tf(p)R ∼= Rにより, df :=

{dfp}p∈M はM 上の 1次微分形式だと思える. 座標近傍 (U, x1, . . . , xm)を用いて 1次微分形式 df

は

df |U =
∂f

∂x1
dx1 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxnと表せられる.

定義 22. k = 1, . . . ,m = dimM となる自然数とする.

• 任意の p ∈ M について ωp ∈ ∧kT ∗
pM が一つずつ対応しているとき, その対応 ω =

{ωp}p∈M をM 上の k次微分形式という.

• M上の k次微分形式ωは座標近傍 (U, x1, . . . , xm)について,あるU上の関数 fi1i2···ik :

U → R(1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m)があって

ω|U =
∑

1≤i1<···<ik≤m

fi1i2···ikdxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

とかける. 各座標近傍 (U, x1, . . . , xm)について上の fi1i2···ik が C∞級となるとき, X

はC∞級 k次微分形式であるという.

断りのない限り微分形式は全て C∞級であるとする.

定義 23 (外積). M 上の k次微分形式 ωと l次微分形式 ηについて, その外積 ω ∧ ηを

ω∧η(X1, . . . , Xk+l) =
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgn(σ)ω(Xσ(1), . . . , Xσ(k))η(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l))とする.

ω =
∑

1≤i1<···<ik≤m fi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik , η =
∑

1≤j1<···<jl≤m gj1···jldxj1 ∧ · · · ∧ dxjl と座
標近傍 (U, x1, . . . , xm)上でかけている場合,

ω ∧ η =
∑

1≤i1<···<ik≤m

∑
1≤j1<···<jl≤m

fi1···ikgj1···jldxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjlとなる.

定義 24 (外微分). M 上の k次微分形式 ωについて, 外微分 dωを

dω(X1, . . . , Xk+1) =
k+1∑
i=1

(−1)i+1Xi(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xm))

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xm).
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とする. ここで (X1, . . . , Xk+1) はベクトル場とし, (X1, . . . , X̂i, . . . , Xm) は
(X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xm)を意味する. ω =

∑
1≤i1<···<ik≤m fi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik と座

標近傍 (U, x1, . . . , xm)上でかけている場合,

dω =
∑

1≤i1<···<ik≤m

dfi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

1≤i1<···<ik≤m

 m∑
j=1

∂fi1···ik
∂xj

dxj

 ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxikとなる.

定義 25 (引き戻し). φ :M → N を C∞写像とする. N 上の l次微分形式 ηについて, ηの
φによる引き戻し φ∗ηを

(φ∗η)p(Xp) := ηφ(p)((dφ)pXp) (∀p ∈M, ∀X ∈ TpM)

と定める. これはM 上の l次微分形式となる. M の座標近傍 (U, x1, . . . , xm), N の座標近
傍 (V, y1, . . . , yn)に関して, η =

∑
1≤j1<···<jl≤m gj1···jldyj1 ∧ · · · ∧ dyjl とかけている場合,

φ∗η :=
∑

1≤j1<···<jl≤m

(gj1···jl ◦ φ)

(
m∑

i1=1

∂yj1
∂xi1

dxi1

)
∧ · · · ∧

 m∑
il=1

∂dyjl
∂xil

dxil

となる.

例 26. ω = f1dx1 + f2dx2, η = g1dx1 + g2dx2, φ(z1, z2) = (φ1(z1, z2), φ2(z1, z2))とすると外積,

外微分, 引き戻しはそれぞれ次の通りとなる.

ω∧η = (f1dx1+f2dx2)∧(g1dx1+g2dx2) = (f1g2)dx1∧dx2+(f2g1)dx2∧dx1 = (f1g2−f2g1)dx1∧dx2.

dω =

(
∂f1
∂x1

dx1 +
∂f1
∂x2

dx2

)
∧ dx1 +

(
∂f2
∂x1

dx1 +
∂f2
∂x2

dx2

)
∧ dx2 =

(
−∂f1
∂x2

+
∂f2
∂x1

)
dx1 ∧ dx2.

φ∗ω = f1(φ(z))dφ1 + f2(φ(z))dφ2 = f1(φ(z))

(
∂φ1

∂z1
dz1 +

∂φ1

∂z2
dz2

)
+ f2(φ(z))

(
∂φ2

∂z1
dz1 +

∂φ2

∂z2
dz2

)
.

命題 27. ωを k次微分形式, ηを l次微分形式, ζ を s次微分形式とする. 次が成り立つ.

• ω ∧ η = (−1)klη ∧ ω, ω ∧ (η ∧ ζ) = (ω ∧ η) ∧ ζ.
• φ∗(ω ∧ η) = φ∗(ω) ∧ φ∗(η).

• d(ω ∧ η) = (dω) ∧ η + (−1)kω ∧ (dη).

• d(dω) = 0, d(φ∗ω) = φ∗(dω).

定義 28 (ド・ラームコホモロジー). k次微分形式の集合を Ωk(M)とする.

0 → Ω0(M)
d→ Ω1(M)

d→ · · · d→ Ωm(M)
d→ 0
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をド・ラーム複体といい,

Hk
DR(M) :=

ker(d : Ωk(M) → Ωk+1(M))

Im(d : Ωk−1(M) → Ωk(M))

をM のk次のド・ラームコホモロジー群という.

補足 29. dω = 0なる微分形式を閉形式といい, ある微分形式 ηがあって ω = dηとかける微分形
式 ωを完全形式という.　 d ◦ d = 0なので完全形式ならば閉形式である. ド・ラームコホモロジー
群は閉形式と完全形式のずれを記述している群である.

8 1の分割と多様体上の積分

定理 30. p ∈M と pの開近傍 U について, ある pの開近傍 V と C∞級関数 ρ :M → Rが
あって V ⊂ U かつつぎを満たす.

ρ(q) = 1 q ∈ V

0 ≦ ρ(q) < 1 q ∈ U \ V
ρ(q) = 0 q ∈M \ U

特に ρの台 Supp(ρ) := {q ∈M |ρ(q) ̸= 0}とするとき, Supp(ρ) ⊂ U となる.

定理 31 (1の分割). M が第二可算であると仮定する. 任意のM の開被覆 {Uα}α∈Aについ
てある可算個の C∞級関数 ρj :M → R(j ∈ N)があって次が成り立つ

1. {Supp(ρj)}j∈NはM の被覆であり, p ∈ M についてある pの開近傍 U をとれば U ∩
Supp(ρj) ̸= ∅なる jは有限個になる.(局所有限な被覆という.)

2. 任意の j ∈ Nについてある αj ∈ Aがあって Supp(ρj) ⊂ Uαj となる. ({Uα}α∈Aの細
分という.)

3. 0 ≤ ρj ≤ 1かつ
∑

j∈N ρj ≡ 1.

この {ρj}j∈Nを{Uα}α∈Aに従属する 1の分割という.

補足 32. 上は σコンパクトで成り立つ定理である.(第二可算な多様体は σコンパクトであるらし
い.)ただ σコンパクトは応用上で使うか怪しいし, 多様体に第二可算を仮定することが多いので,

ここでは第二可算として主張を述べた.19要するに 1の分割は取れると思って良い.

定義 33. (U,φ) = (U, x1, . . . , xm) を座標近傍とし, U 上の m 次微分形式を ω =

f(x1, . . . , xm)dx1 ∧ · · · ∧ dxm とする. φ(U) が正方形領域 V := [−a, a]m に含まれると
き, ωの U 上の積分を∫

U
ω :=

∫
[−a,a]m

f(x1, . . . , xm)dx1 ∧ · · · ∧ dxmで定義する.

19「トゥー 多様体」では多様体に第二可算を仮定している.
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定義 34. • (U, x1, . . . , xm), (V, y1, . . . , ym)を U ∩ V ̸= ϕとなるM の座標近傍とする.

(U, x1, . . . , xm)と (V, y1, . . . , ym)が同じ向きであるとは, U ∩ V 上で

∂(y1, . . . , ym)

∂(x1, . . . , xm)
:= det

((
∂yj
∂xi

)
1≤i,j≤m

)
> 0となることとする.

• M が向きづけ可能であるとは, M の座標近傍系 {(Uα, x
α
1 , . . . , x

α
m)}であって, 同じ向

きになるものが存在することとする.

定理 35. M が向きづけ可能なコンパクトm次元多様体とし, ωをm次微分形式とする. こ
のとき同じ向きになるM の座標近傍系 U1, . . . , UN とそれに従属する 1の分割 ρ1, . . . , ρN
があって, ωのM 上の積分を ∫

M
ω :=

N∑
j=1

∫
M
ρjω

で定義する. この積分の値は実数値であり, 1の分割や近傍系の取り方によらない.

補足 36. ρjωは定義 33の仮定を満たすため上のように積分が定義できる. M がコンパクトでな
い場合でも 1の分割が取れれば積分は定義できるが, 有限の値になるかはわからない.

9 ストークスの定理

以下の内容は「坪井俊 著 幾何学 3 微分形式」を参考にした.

定義 37. M を第二可算ハウスドルフ空間とする. 次の条件が成り立つときM はm次元境
界つき (C∞級)多様体と呼ばれる.

1. M の開被覆M = ∪λ∈ΛUλと像への同相写像

φλ : Uλ → Hn := {(x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm|x1 ≧ 0}が存在する.

2. Uλ ∩ Uµ ̸= ϕなる λ, µ ∈ Λについて φµ ◦ φ−1
λ : φλ(Uλ ∩ Uµ) → φµ(Uλ ∩ Uµ) は C∞

級写像である

∂M := ∪λ∈Λφ
−1
λ ({0} × Rm−1) ⊂をM の境界と呼ぶ.

補足 38. M の境界 ∂M はm− 1次元多様体となる. またM が向きづけ可能であるとき, ∂M に
は座標近傍系 {(Uλ, x

λ
2 , . . . , x

λ
m)}λ∈Λによって向きが入る.

定理 39. M が向きづけ可能なコンパクトm次元境界つき多様体とし, ηをm− 1次微分形
式とするとき, 次が成り立つ. ∫

M
dη =

∫
∂M

η

ストークスの定理は境界がない多様体 (つまり普通の意味での”多様体”)について述べると次
のとおりである. 「M が向きづけ可能なコンパクトm次元多様体とし, ηをm− 1次微分形式と
するとき,

∫
M dη = 0となる.」ストークスの定理は研究でも応用でも使われる定理である.
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10 演習問題

問題の上に • がついている問題は解けてほしい問題である. 問題の上に ∗ がついている問題は
面白いかちょっと難しい問題である.

以下断りがなければM,N は C∞級多様体とし, m = dimM とする. Rnをユークリッド空間
とし, Sn ⊂ Rn+1を半径 1の n次元球面とする.

• 微分形式の問題

問 3.1 • 講義で配られるプリントにある微分形式に関する計算問題を好きなだけ解答せよ. 20

問 3.2 • R2n上の 2次微分形式 ω =
∑n

i=1 dx2i−1 ∧ dx2iについて ωnを求めよ.

問 3.3 • i : S2 → R3を包含写像とする. 次の問いに答えよ.

(a) i∗(dx ∧ dy ∧ dz)を求めよ.

(b) i∗(dx ∧ dy)の値が 0になる S2の点を全て求めよ.

問 3.4 (多様体の基礎 19章) f :M → Rを C∞級関数とする.

(a) 微分写像 dfp : TpM → Tf(p)R ∼= Rにより, df := {dfp}p∈M はM 上の微分形式だと思
える. 座標近傍 (U, x1, . . . , xm)を用いて, 微分形式 df は次のように表せることを示せ.

df |U =
∂f

∂x1
dx1 + · · ·+ ∂f

∂xm
dxm

(b) X をベクトル場とするとき, (df)(X) = X(f)を示せ.

問 3.5 V をR上のm次元ベクトル空間とし, {e1, . . . , em}を V の基底とし, {ω1, . . . , ωm}は V ∗を
{e1, . . . , em}の双対基底とする. また kを 2以上の自然数とする. 次の問いに答えよ

(a) k次多重線型形式のなす空間⊗kV ∗の基底を一つ構成せよ. また⊗kV ∗の次元を求めよ.

(b) k次対称形式のなす空間 Sk(V ∗)の基底を一つ構成せよ. また Sk(V ∗)の次元を求めよ.

(c) k次交代形式のなす空間 ∧kV ∗の基底を一つ構成せよ. また ∧kV ∗の次元を求めよ.

問 3.6 kを 1以上の自然数とする. ∧kT ∗M = ∪p∈M ∧k T ∗
pM に C∞級多様体の構造が入ることを

示せ. またその多様体の次元を求めよ. 21

問 3.7 ∗ X = R3 \ {(0, 0, 0)}とし, f(x, y, z)をX 上の C∞級関数で r =
√
x2 + y2 + z2を用いて

f(x, y, z) = h(r)とかけているとする. X 上の 1次微分形式 ωを

ω = f(x, y, z)(xdx+ ydy + zdz)

とする. 次の問いに答えよ.

(a) dω = 0を示せ. つまり ωは閉形式である.

(b) ある C∞級関数 gがあって ω = dgとなることを示せ.つまり ωは完全形式である.

(c) ∆φ = 0となる C∞ 級関数 φによって ω = dφとなるとき, f を x, y, z を用いて表せ.

ここで

∆φ =
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
である.

20この問題は解答者が複数いても良い. なるべく糟谷先生のプリントの問題も解いてください.
21難しければ k = 1,mの場合のみ解答しても良い. T ∗M は余接ベクトル束と呼ばれる.
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問 3.8 • R2 \ {0}上の 1次微分形式

ω =
−ydx+ xdy

x2 + y2

について次の問いに答えよ.

(a) 極座標 (x, y) = (r cos θ, r sin θ)を用いて ωを dr, dθで表せ.

(b) dω = 0を示せ. つまり ωは閉形式である.

(c) C = S1とし, 向きを反時計回りで入れる.
∫
C ωを計算せよ.

(d) ω = dgとなる C∞級関数は存在しないことを示せ. つまり ωは完全形式ではない.

問 3.9 連結な多様体M について 0次ド・ラームコホモロジー群H0
DR(M)を求めよ.

問 3.10 ∗ 次の問いに答えよ.

(a) ωを dω = 0となる R2の 1次微分形式とする. (x, y) ∈ R2について L(x,y)を 0が始点
で (x, y)が終点となる線分とし, g(x, y) =

∫
L(x,y)

ω とおく. このとき g(x, y)は ω = dg

となる R2上の C∞級関数であることを示せ.

(b) R2の 2次微分形式 ηについてある 1次微分形式 ωがあって η = dωとなることを示せ.

(c) R2のド・ラームコホモロジー群Hk
DR(R2)(k = 0, 1, 2, . . .)を求めよ. 22

問 3.11 ∗ S1のド・ラームコホモロジー群Hk
DR(S

1)(k = 0, 1, 2, . . .)を求めよ.23

問 3.12 R3の関数 (スカラー場)F (x, y, z)とベクトル場V(x, y, z) = (V1(x, y, z), V2(x, y, z), V3(x, y, z))

について,

grad(F ) = ∇F =

(
∂F

∂x
,
∂F

∂y
,
∂F

∂z

)
div(V) = ∇ ·V =

∂V1
∂x

+
∂V2
∂y

+
∂V3
∂z

rot(V) = ∇×V =

(
∂V3
∂y

− ∂V2
∂z

,
∂V1
∂z

− ∂V3
∂x

,
∂V2
∂x

− ∂V1
∂y

)
と定義する. 次の問いに答えよ.24

(a) 下の図式が可換になるように Φ1,Φ2,Φ3をうまく定義せよ.

{関数 (スカラー場)} grad // {ベクトル場 } rot //

Φ1
��

{ベクトル場 }
Φ2
��

div // {関数 (スカラー場)}
Φ3
��

{関数 (0次微分形式)} d // {1次微分形式 } d // {2次微分形式 } d // {3次微分形式 }

(b) rot(grad(F )) = 0と div(rot(V) = 0をそれぞれ示せ.

(c) R3のベクトル場Vについて, rotV ≡ 0であることはV = gradϕなるスカラー場 (ス
カラー・ポテンシャル)ϕが存在することと同値であることを示せ．25

22余裕があれば Hk
DR(Rn)はどうなるか考察せよ.

23頑張れば今の状況でも求められる.(トゥー 多様体 24章を見よ.) 他にもド・ラームの定理「滑らかな多様体M に
ついて Hk

DR(M) ∼= Hom(Hk(M,Z),R)が成り立つ」を認めればホモロジー群から求められる.
24この問題は「R3 上のベクトル解析が微分形式によって再解釈される」ことを確かめる問題である.そのため数学的

な記述は少々曖昧であるのでご了承いただきたい.
25ヒント: k > 0について Hk

DR(R3) = 0であることを用いる. 同様に divV ≡ 0であることは V = rotAなるベク
トル場 (ベクトル・ポテンシャル)Aが存在することと同値であることがわかる.
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問 3.13 [Tu. Problem 19.13] 次を英訳し問題に解答せよ.

In Maxwell’s theory of electricity and magnetism, developed in the late nineteenth century,

the electric field E = (E1, E2, E3) and the magnetic field B = (B1, B2, B3) in a vacuum

R3 with no charge or current satisfy the following equations:

rotE = −∂B
∂t
, rotB =

∂E

∂t
, divE = 0, divB = 0.

We define the 1-form E on R3 corresponding to the vector field E by E = E1dx+E2dy+

E3dz and define the 2-form B on R3 corresponding to the vector field B by B = B1dy ∧
dz +B2dz ∧ dx+B3dx ∧ dy.

Let R4 be space-time with coordinates (x, y, z, t). Then both E and B can be viewed as

differential forms on R4. Define F to be the 2-form

F = E ∧ dt+B

on space-time. Decide which two of Maxwell’s equations are equivalent to the equation

dF = 0. Prove your answer. 26

•1の分割・多様体上の積分・ストークスの定理

問 3.14 Let A and B two disjoint closed sets in a manifold M . Find C∞ function f on M such

that f is identically 1 on A and identically 0 on B.

問 3.15 M を向きづけ可能なコンパクトm次元多様体とし, N をm − 1次元のM の閉部分多様体
とする. ωをm次微分形式とするとき

∫
M ω =

∫
M\N ωを示せ.

問 3.16 •(多様体の基礎 20章) リーマン球面CP1 = C ∪Cを構成する 2つの複素平面Cをそれぞれ
z = x+ iy, ξ = ζ + iηの対応で (ζ, η)平面, (x, y)平面と同一視する. 次の問いに答えよ.

(a) 座標変換 z = 1
ξ を (ζ, η)と (x, y)を用いて表せ.

(b) (x, y)平面上の 2次微分形式 ω = dx∧dy
(1+x2+y2)2

は CP1上の 2次微分形式 ω̃に拡張できる

ことを示せ. 27

(c)
∫
CP1 ω̃の値を求めよ.

問 3.17 2次元トーラス T 2 = {(x, y, z, w) ∈ R4|x2 + y2 = z2 + w2 = 1}について∫
T 2

yzw dx ∧ dz

を求めよ. ただし T 2にどのような向きを入れたのかを明記すること.

問 3.18 • ∫
S2

xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy

を求めよ. ただし S2にどのような向きを入れたのかを明記すること.

26この文章には続きがあった. ”The other two are equivalent to d∗F = 0 for a star-operator ∗ defined indifferential
geometry.”つまり後二つは d ∗ F = 0と同じである. ここで ∗は Hodge-star operatorである.

27ヒント: (ζ, η)平面上の C∞ 級 2次微分形式 αで, (ζ, η)平面と (x, y)平面の共通部分で ω と一致するものを一つ
見つけよ. そうすると αと ω の貼り合わせで ω̃ が構成できる.
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問 3.19 • D = [a, b]× [c, d]とし, f(x, y), g(x, y)をD上の C∞級関数とする.28グリーンの定理∫
∂D

f(x, y)dx+ g(x, y)dy =

∫∫
D

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dxdy

を示せ. ただし ∂Dにどのような向きを入れたか明記すること.

問 3.20 • R2 \ {(0, 0)}上で定義された領域上で定義された関数 f(x, y) = log
√
x2 + y2 を考える.

R2 \ {(0, 0)}上の 1次微分形式を ω := ∂f
∂xdy −

∂f
∂y dx とする. 次の問いに答えよ.

(a) R2 \ {(0, 0)}上 ∆f = ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2
= 0であることを示せ.

(b) C1を中心 (3, 0)で半径 2の円周とし, 向きを反時計回りに入れる.
∫
C1
ωを計算せよ.

(c) C2を中心 (1, 0)で半径 4の円周とし, 向きを反時計回りに入れる.
∫
C2
ωを計算せよ.

•向きづけの問題

問 3.21 ∗(多様体の基礎 20章) 多様体M が向きづけ可能であるための必要十分条件は, どの点でも
0にならないm次微分形式 ω が存在することであることを示せ.(つまり向きづけ可能とは
∧mT ∗M が自明になることと同値である.)

問 3.22 ∗多様体M についてその接ベクトル束 TM は常に向きづけ可能であることを示せ.

問 3.23 ∗ CPnは向きづけ可能であることを示せ.

問 3.24 ∗ (−1, 1)× Rに同値関係∼を

(x, y) ∼ (z, w) ⇔ある整数mがあって z = (−1)mx,w = y +m.

と定義する. X := ((−1, 1)× R)/ ∼としメビウスの帯という. 商写像 π : (−1, 1)× R → X

によってX に位相を入れる. 次の問いに答えよ.

(a) U1 := π((−1, 1) × (0, 1)), U2 := π((−1, 1) × (−1
2 ,

1
2))とおく. 各 i = 1, 2について R2

の開集合 Viへの同相写像 φi : Ui → Viで, {(U1, φ1), (U2, φ2)}がX の座標近傍系にな
るような φ1, φ2を一つ構成せよ. またメビウスの帯は C∞級多様体になることを示せ.

(b) メビウスの帯X は向きづけ不可能であることを示せ.

問 3.25 ∗∗ RPnは nが奇数なら向きづけ可能であるが, nが偶数なら向きづけ不可能であることを示
せ. 29

•発展課題30

問 3.26 ∗ X をベクトル場とし, ωを k次微分形式とする.

(LXω)(X1, . . . , Xk) := X(ω(X1, . . . , Xk))−
k∑

i=1

ω(X1, . . . , [X,Xi], . . . , Xk)

と定義する. LXωを ωのX による Lie微分という. 次の問いに答えよ. 31

28D◦ 上で C∞ 級で D 上で連続と言った方がいい?
29一応問 3.21を使えば現時点でも求められる. 他にも「m次元コンパクト連結多様体M について, その n次ホモロ

ジー群 Hn(X,Z)が Zならば向きづけ可能であり, 0ならば向きづけ不可能である」という定理を使えば, ホモロジー
群からも求められる.

30教育的な問題からそうでない問題まで揃えており, 余裕のある人向けの問題となっております.
31難しければ k = 1など低い次数の微分形式対して示して良い.
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(a) LXωは k次微分形式であることを示せ.

(b) {φt}t∈RをX の 1パラメーター変換群とするとき, LXω = limt→0
φ∗
tω−ω
t を示せ.

(c) LXLY − LY LX = L[X,Y ]を示せ.

(d) LX(ω ∧ η) = LX(ω) ∧ η + ω ∧ LX(η)と dLX = LXdをそれぞれ示せ.

問 3.27 ∗ X をベクトル場とし, ωを k次微分形式とする.

(iXω)(X1, . . . , Xk−1) := ω(X,X1, . . . , Xk−1)

と定義する. iXωを ωとX の内部積という. 次の問いに答えよ

(a) iXωは k − 1次微分形式であることを示せ.

(b) ωを k次微分形式とするとき, iX(ω ∧ η) = iX(ω) ∧ η + (−1)kω ∧ iX(η)を示せ.

(c) i[X,Y ] = LXiY − iY LX を示せ.

(d) Cartanの公式 LX = iXd+ diX を示せ.

問 3.28 ∗ ωをRn上の 1次微分形式とし, SωをRnのベクトル場X で iXω = 0となるものの集合と
する. dω ∧ ω = 0ならば任意のX,Y ∈ Sω について [X,Y ] ∈ Sω であることを示せ.

問 3.29 ∗ M を向きづけ可能なコンパクト多様体とし gをM 上のリーマン計量とする.

(a) {(Uλ, x
λ
1 , . . . , x

λ
m)}λ∈Λを互いに同じ向きになる座標近傍系とする. gλij = g

(
∂

∂xλ
i

, ∂
∂xλ

j

)
とし,

ωλ :=

√∣∣∣det(gλij)∣∣∣dxλ1 ∧ · · · ∧ dxλm

とおく. M 上のm次微分形式 ωg で ωg|Uλ
= ωλとなるものが存在することを示せ. こ

の ωg はリーマン計量の体積要素と呼ばれる.

以下, Rnに標準的なリーマン計量 g, つまり gij = δij となる計量 gを入れる. 32

(b) S1に R2から誘導されるリーマン計量 gS1 を入れる.
∫
S1 ωgS1 を求めよ.

(c) S2に R3から誘導されるリーマン計量 gS2 を入れる.
∫
S2 ωgS2 を求めよ.

問 3.30 ∗∗ (学部一年の積分の授業で習ったと思われる)曲線の長さや曲面の表面積を求める公式を
上のリーマン計量の体積要素を用いて導出せよ. 33

問 3.31 ∗∗ベクトル解析におけるガウスの発散定理を調べ, それが (多様体の)ストークスの定理から
導かれることを示せ.34

演習の問題は授業ページ (https://masataka123.github.io/2022_

winter_generaltopology/)にもあります. 右のQRコードからを読み込ん
でも構いません.

32δij はクロネッカーのデルタである.
33学部 1年で線分の長さや表面積の公式習ったと思うが, その公式の証明はされていなかったと思う. 実は表面積や

線分の長さの公式はリーマン計量の体積要素からわかるものであり, とどのつまり学部 3年にしてようやく表面積や曲
線の長さが定義できたのである.

34面積分をうまく定義する必要がある. 本当はもっと演習問題ぽく出したかったがどうもリーマン計量が出てくるた
めうまく問題が作れなかった...
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