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1 一変数の積分

1.1 微分積分学の基本定理 (三宅先生の本, 3.1と 3.4の内容)

この回の内容はかなり難しいので, 積分の理論を気にせず計算だけしたい人はこの回の内容を読み

飛ばして, 1.2節の内容に移って良い. また証明等を少々省略するので, 詳しくリーマン積分を理解

したい人は「杉浦光夫 解析入門 1 (東京大学出版会)」を見てほしい.

1.1.1 リーマン積分の定義

この節では I = [a, b]とし, f(x)は I 上の関数とする.

• 関数 f(x)が I 上で有界であるとは, ある正の数M > 0があって, 任意の x ∈ I について

|f(x)| < M となること.1

以下, 関数 f(x)が I 上で有界であるとする.

• ∆が I の分割とは, 正の自然数mと a = x0 < x1 < · · · < xm−1 < xm = b となる数の組

(a, x1, . . . , xm−1, b)のこと. 以下∆ = (a, x1, . . . , xm−1, b)とかく. (この授業だけの記号であ

る.)

• ∆を I の分割として, ∆の幅を |∆| = max1≦i≦m{|xi − xi−1|} とする.

• ∆を I の分割とする. 1 ≦ i ≦ mとなる自然数 iについて

Mi = sup{f(x) | xi−1 ≦ x ≦ xi}, mi = inf{f(x) | xi−1 ≦ x ≦ xi} とし,

S∆ =
m∑
i=1

Mi(xi − xi−1), T∆ =
m∑
i=1

mi(xi − xi−1) とおく.

定義から T∆ ≦ S∆となる.

定理 1 (ダルブーの定理). ある実数 S, T があって,

lim
|∆|→0

S∆ = S, lim
|∆|→0

T∆ = T.

2

定義 2 (リーマン積分の定義). I = [a, b]かつ f(x)を I 上の有界関数とする.

1I 上で連続ならば f(x)は有界なので, わからなければ f(x)は連続として良いです.
2lim|∆|→0 S∆ = S の意味は, ∆の幅が 0になるように分割をとっていくと, S∆ は S に限りなく近くという意味で

ある.
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f が I 上でリーマン積分可能 (リーマン可積分)とは S = T となること. このとき,

S =

∫ b

a
f(x)dx と表す.

∫ b
a f(x)dxを f(x)の [a, b]における定積分という.

また ∫ a

a
f(x)dx = 0,

∫ a

b
f(x)dx = −

∫ b

a
f(x)dx とする.

以下, リーマン積分可能を単に積分可能ということにする.

例 3. • I = [a, b]とし, f を I上での連続関数とする. このとき f は I上で積分可能.(みんなが

よく知っている関数は積分可能.)

• I = [0, 1]とし, I 上の有界関数 f(x)を

f(x) =

1 xは有理数

0 xは無理数

とおくとき, 任意の I の分割∆について, S∆ = 1であり, T∆ = 0である. よって S = 1か

つ T = 0より, f は I 上で積分可能ではない.

定理 4 (区分求積法). I = [a, b]とし, f(x)を I 上の積分可能な関数とする. 任意の n ∈ N

について, xi = a+ (b−a)i
n (iは 1 ≦ i ≦ nなる自然数)とおき, Dn =

∑n
i=1

f(xi)
n とすると,

lim
n→∞

Dn =

∫ b

a
f(x)dx となる.

例 5. I = [0, 1]とし, f(x) = x2を I上の関数とする. 任意のn ∈ Nについて, xi = 0+ (1−0)i
n = i

n(i

は 1 ≦ i ≦ nなる自然数)であるので,

Dn =
n∑

i=1

f(xi)

n
=

n∑
i=1

i2

n3
=

n(n+ 1)(2n+ 1)

6n3

以上より区分求積法から ∫ 1

0
x2dx = lim

n→∞
Dn =

1

3
である.
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1.1.2 微分積分学の基本定理

定義 6. f(x)を区間 I 上の連続関数とする. a ∈ I を一つ固定する.

F : I → R
x 7−→

∫ x
a f(x)dx

をf(x)の不定積分と呼ぶ. F (x)を
∫
f(x)dxとも表す. 不定積分は定数を除いてただ一つに

定まる.

定理 7 (微分積分学の基本定理). f(x)を区間 I 上の連続関数とする. 不定積分 F (x) =∫ x
a f(x)dxは I 上で微分可能で F ′(x) = f(x)である．特に

d

dx

∫ x

a
f(t)dt = f(x) である.

命題 8. f(x)を区間 I 上の連続関数とし, G(x)を I 上の関数とする. G′(x) = f(x)ならば

ある定数 cがあって,

G(x) =

∫
f(x)dx+ c となる.

例 9. f(x) = x2, G(x) = x3

3 とすると G′(x) =
(
x3

3

)′
= x2 = f(x)よりある定数 cがあって∫

x2dx = x3

3 + cとなる.

定理 10. f(x)を [a, b]上の連続関数とし, G(x)をG′(x) = f(x)となる [a, b]上の関数とす

る. このとき ∫ b

a
f(x)dx =

[
G(x)

]b
a
= G(b)−G(a) となる.

例 11. ∫ 1

0
x2dx =

[
x3

3

]1
0

=
1

3

である. (区分求積法を用いるよりもずっとずっと簡単である.)

1.2 積分の性質 (三宅先生の本, 3.1と 3.2の内容)

1.2.1 積分の性質

命題 12 (積分の性質). f(x), g(x)共に [a, b]上の連続関数とし, G(x) =
∫
g(x)dxとする.

1.
∫ b
a (f(x)± g(x))dx =

∫ b
a f(x)dx±

∫ b
a g(x)dx

2. kを定数とするとき,
∫ b
a kf(x)dx = k

∫ b
a f(x)dx
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3. (置換積分法)

x(t) : [α, β] → [a, b]

t 7−→ x(t)

を C1級関数とし, a = x(α), b = x(β)とするとき∫ b

a
f(x)dx =

∫ β

α
f(x(t))

dx(t)

dt
dt となる.

4. (部分積分法) f(x)が C1級であるとき,∫ b

a
f(x)g(x)dx =

[
f(x)G(x)

]b
a
−
∫ b

a
f ′(x)G(x)dx となる.

1.2.2 不定積分の例

簡単な積分に関してまとめておく. 積分定数に関しては省略する. また aを実数とする.∫
xa dx =

xa+1

a+ 1
(a ̸= −1のとき)∫

1

x
dx = log |x|∫

1√
a2 − x2

dx = Sin−1 x

|a|
(a ̸= 0のとき)∫

1

a2 + x2
dx =

1

a
Tan−1x

a
(a ̸= 0のとき)∫

ex dx = ex∫
ax dx =

1

log a
ax (a > 0かつ a ̸= 1のとき)∫

log x dx = x log x− x∫
sinx dx = − cosx∫
cosx dx = sinx∫
1

(cosx)2
dx = tanx

1.3 不定積分の計算方法 (三宅先生の本, 3.2の内容)

1.3.1 有理式の不定積分の計算方法

定義 13 (有理式). f(x)と g(x)を実数係数多項式とするとき, f(x)
g(x) を有理式という.
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以下 f(x)と g(x)を同時に割り切る多項式はないものと仮定する.(つまり f(x)と g(x)は互い

に素とする.)

定理 14 (有理式). 有理式 f(x)
g(x) は次の 3つの式の和に分解できる.

1. 多項式

2. a
(x+b)m (a, b ∈ R,m ∈ N)

3. ax+b
(x2+cx+d)m

(a, b, c, d ∈ R,m ∈ N)

特に α1, . . . , αl ∈ Rとm1, . . . ,ml ∈ Nを用いて g(x) = (x− α1)
m1 · · · (x− αl)

ml と書ける

とき, 有理式 f(x)
g(x) は多項式と

βi

(x−αi)m
(βi ∈ R,m ∈ N, 1 ≦ m ≦ mi)の和で表せられる.

例 15. 5x−4
2x2+x−6

に関して上の定理より,

5x− 4

2x2 + x− 6
=

a

2x− 3
+

b

x+ 2

となる実数 a, b ∈ Rが存在する. 通分して計算すると a = 1, b = 2をえる.

例 16.
2

(x− 1)(x2 + 1)
=

1

x− 1
− x+ 1

x2 + 1

定理 17. 有理式の不定積分は計算できる.

例 18. ∫
5x− 4

2x2 + x− 6
dx =

∫
1

2x− 3
dx+

∫
2

x+ 2
dx =

1

2
log |2x− 3|+ 2 log |x+ 2|

∫
2

(x− 1)(x2 + 1)
dx =

∫
1

x− 1
dx−

∫
x+ 1

x2 + 1
dx = log |x− 1| − 1

2
log |x2 + 1| − Tan−1x

1.3.2 無理関数の不定積分の計算方法

テクニックだけまとめておく.

• n
√
ax+ bに関して, t = n

√
ax+ bとおくと

x =
tn − b

a
, dx =

ntn−1dt

a

より有理式に帰着できる.

•
√
ax2 + bx+ cに関して, a > 0ならば

√
ax2 + bx+ c = t−

√
axとおく.

•
√
ax2 + bx+ cに関して, ax2 + bx + c = (x − α)(x − β)となる実数 α, β ∈ Rがあるとき,

t =
√

a(x−β)
(x−α) とおく.

6



例 19. 不定積分
∫

dx
x+2

√
x−1
を求めよ.

(答.) t =
√
x− 1とおくと, x = t2 + 1, dx = 2tdtより∫

dx

x+ 2
√
x− 1

=

∫
2t

t2 + 1 + 2t
dt =

∫
2t+ 2− 2

(t+ 1)2
dt =

∫
2

t+ 1
dt−

∫
2

(t+ 1)2
dt

= 2 log |t+ 1|+ 2

t+ 1
= 2 log

(
1 +

√
x− 1

)
+

2

1 +
√
x− 1

1.3.3 三角関数の有理式の不定積分の計算方法

定理 20. 三角関数に関する有理式の不定積分は計算できる. 具体的には t = tan x
2 とおけ

ば, sinxなどは次のように表される.

• dx = 2dt
1+t2

• sinx = 2t
1+t2

• cosx = 1−t2

1+t2

• tanx = 2t
1−t2

例 21. 不定積分
∫

1+sinx
1+cosxdxを求めよ.

(答.) t = tan x
2 とおくと,

∫
1 + sinx

1 + cosx
dx =

∫
1 + 2t

1+t2

1 + 1−t2

1+t2

2dt

1 + t2
=

∫
t2 + 2t+ 1

1 + t2
dt =

∫
1 +

2t

1 + t2
dt

= t+ log
(
1 + t2

)
= tan

x

2
+ log

∣∣∣∣1 + (tan x

2

)2∣∣∣∣
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2 重積分法

2.1 重積分の定義 (三宅先生の本, 5.1の内容)

この回の内容はかなり難しいので, 積分の理論を気にせず計算だけしたい人はこの回の内容を読み

飛ばして, 2.2節の内容に移って良い. また証明等を少々省略するので, 詳しくリーマン積分を理解

したい人は「杉浦光夫 解析入門 1 (東京大学出版会)」を見てほしい.

2.1.1 重積分の定義

この節ではD = [a, b]× [c, d] = {(x, y) ∈ R2|a ≦ x ≦ b, c ≦ y ≦ d}とする.

• 関数 f(x, y)がD上で有界であるとは, ある正の数M > 0があって, 任意の (x, y) ∈ Dにつ

いて |f(x, y)| < M となること.

以下, 関数 f(x, y)がD上で有界であるとする.

• ∆がDの分割とは, ある正の自然数m,nと

a = x0 < x1 < · · · < xm−1 < xm = b, c = y0 < y1 < · · · < yn−1 < yn = d

となる数の組 (a, x1, . . . , xm−1, b), (c, y1, . . . , yn−1, d)のこと.

以下∆ = {(a, x1, . . . , xm−1, b), (c, y1, . . . , yn−1, d)}とかく. (この授業だけの記号である.)

• ∆をDの分割として, ∆の幅を

|∆| = max
1≦i≦m,1≦j≦n

{|xi − xi−1|, |yj − yj−1|} とする.

• ∆をDの分割とする. 1 ≦ i ≦ m, 1 ≦ j ≦ nとなる自然数 i, jについて

Mij = sup{f(x, y)|xi−1 ≦ x ≦ xi, yj−1 ≦ y ≦ yj}

mij = inf{f(x, y)|xi−1 ≦ x ≦ xi, yj−1 ≦ y ≦ yj} とおき

S∆ =
n∑

j=1

m∑
i=1

Mij(xi − xi−1)(yj − yj−1), T∆ =
n∑

j=1

m∑
i=1

mij(xi − xi−1)(yj − yj−1) とおく.

定義から T∆ ≦ S∆となる.

定理 22 (ダルブーの定理). ある実数 S, T があって,

lim
|∆|→0

S∆ = S, lim
|∆|→0

T∆ = T.

3

3lim|∆|→0 S∆ = S の意味は, ∆の幅が 0になるように分割をとっていくと, S∆ は S に限りなく近くという意味で
ある.
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定義 23. D = [a, b]× [c, d]かつ f(x, y)をD上の有界関数とする.

f がD上でリーマン積分可能 (リーマン可積分)とは S = T となること. このとき,

S =

∫∫
D
f(x, y)dxdy と表す.

Sを f(x, y)のD上での重積分という.

以下, リーマン積分可能を単に積分可能ということにする.

例 24. • D = [a, b] × [c, d]とし, f をD上での連続関数とする. このとき f はD上で積分可

能.(みんながよく知っている関数は積分可能.)

• D = [0, 1]× [0, 1]とし, D上の有界関数 f(x, y)を

f(x, y) =

1 xも yも共に有理数

0 上以外

とおくとき, 任意のDの分割∆について, S∆ = 1であり, T∆ = 0である. よって S = 1か

つ T = 0より f はD上で積分可能ではない.

2.1.2 一般集合上での積分

D ⊂ R2が有界であるとは, ある正の数M > 0をD ⊂ [−M,M ]× [−M,M ]となることをいう.

定義 25. D ⊂ R2を有界集合とし, ある正の数M > 0をD ⊂ [−M,M ]× [−M,M ]となる

ようにとる. D̃ = [−M,M ]× [−M,M ]とおく.

f(x, y)をD上の有界関数として, f がD上リーマン積分可能 (リーマン可積分) とは

f̃(x, y) =

f(x, y) (x, y) ∈ D

0 (x, y) ̸∈ D

とおくとき, f̃ が D̃上で積分可能であること. このとき∫∫
D
f(x, y)dxdy =

∫∫
D̃
f̃(x, y)dxdy と定義する.

定義 26. D ⊂ R2を有界集合とする. Dが面積確定 (ジョルダン可測)とはD上の定数関数

χD(x, y) =

1 (x, y) ∈ D

0 (x, y) ̸∈ D

がD上で (リーマン)積分可能であること. このときDの面積 S(D)を χD(x, y)の積分値
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とし

S(D) =

∫∫
D
dxdy と表す.

例 27. • D = [a, b]× [c, d]とするとDは面積確定である. 面積 S(D) = (b− a)(d− c)である.

• ϕ1(x), ϕ2(x)を ϕ1(x) ≦ ϕ2(x)となる [a, b]上の連続関数とする.

D = {(x, y) ∈ R2|a ≦ x ≦ b, ϕ1(x) ≦ y ≦ ϕ2(x)} とおくとき, Dは面積確定である.(これは

後のページにある定理 32の内容となる.)

S(D) =

∫ b

a
{ϕ2(x)− ϕ1(x)}dx となる.

特に半径 1の円はD = {(x, y) ∈ R2 : −1 ≦ x ≦ 1,−
√
1− x2 ≦ y ≦

√
1− x2} と書けるの

で, S(D) = πとなる. (みんながよく知っている図形は面積確定.)

• D = {(x, y) ∈ R2 : xも yも共に有理数 }とおくとき, 例 24からDは面積確定ではない.

定理 28 (区分求積法). D = [a, b]× [c, d]とし, f をD上の連続関数とする. 任意の正の自

然数N について

ΣN =
N∑
j=1

N∑
i=1

f

(
a+ i

(b− a)

N
, c+ j

(d− c)

N

)
(b− a)(d− c)

N2

とおくと limN→∞ΣN =
∫∫

D fdxdyである.

例 29. D = [0, 1]× [0, 1]とし, f(x, y) = x2 + y2とする. N を正の自然数とすると,

ΣN =
N∑
j=1

N∑
i=1

f

(
i

N
,
j

N

)
=

N∑
j=1

N∑
i=1

i2 + j2

N4
=

N2(N + 1)(2N + 1)

3N4
であるので,

∫∫
[0,1]×[0,1]

x2 + y2dxdy = lim
N→∞

N2(N + 1)(2N + 1)

3N4
=

2

3
となる.

定理 30. Dを面積確定な有界閉集合とし, f をD上で連続とするとき, f はD上で積分可

能である.

以上から, みんながよく知っている図形の上での, みんながよく知っている関数の積分は可能

である.

命題 31. Dを面積確定な有界閉集合とし, f(x, y), g(x, y)を連続関数, αを実数とする. こ
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のとき以下が成り立つ∫∫
D
{f + g}dxdy =

∫∫
D
fdxdy +

∫∫
D
gdxdy,

∫∫
D
αfdxdy = α

∫∫
D
fdxdy

2.2 累次積分と微分と積分の順序交換 (三宅先生の本, 5.1の内容)

2.2.1 累次積分

定理 32. ϕ1(x), ϕ2(x)を閉区間 [a, b]上の ϕ1(x) ≦ ϕ2(x)となる連続関数とする.

D = {(x, y) ∈ R2|a ≦ x ≦ b, ϕ1(x) ≦ y ≦ ϕ2(x)}とし, f(x, y) をD上の連続関数とする.

このとき, f(x, y)はD上で積分可能であり,

∫∫
D
f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)
f(x, y)dy

)
dx となる.

これをf(x, y)の累次積分という. 特にDは面積確定で

S(D) =

∫∫
D
dxdy =

∫ b

a
{ϕ2(x)− ϕ1(x)}dx.

例 33. D = [0, 1]× [0, 1], f(x, y) = x2 + y2とする.
∫∫

D f(x, y)dxdyを求めよ.

(解.) ϕ1(x) = 0, ϕ2(x) = 1とすると上の定理より,

∫∫
D
x2+y2dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0
x2 + y2dy

)
dx =

∫ 1

0

[
x2y +

y3

3

]1
0

dx =

∫ 1

0
x2+

1

3
dx =

[
x3

3
+

x

3

]1
0

=
2

3
.

例 34. D = {(x, y) ∈ R2| − 1 ≦ x ≦ 1,−
√
1− x2 ≦ y ≦

√
1− x2}とする. S(D) =

∫∫
D dxdyを

求めよ.

(解.) ϕ1(x) = −
√
1− x2, ϕ2(x) =

√
1− x2とすると上の定理より,∫∫

D
dxdy =

∫ 1

−1

{√
1− x2 −

(
−
√
1− x2

)}
dx = 2

∫ 1

−1

√
1− x2dx = π.

つまり半径 1の円の面積は π.

例 35. D = {(x, y) ∈ R2|0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ x}とし, f(x, y) = x2yとするとき,
∫∫

D f(x, y)dxdy

を求めよ.

(解.) ϕ1(x) = 0, ϕ2(x) = xとすると上の定理から

∫∫
D
x2ydxdy =

∫ 1

0

(∫ x

0
x2ydy

)
dx =

∫ 1

0

[
x2y2

2

]x
0

dx =

∫ 1

0

x4

2
dx =

[
x5

10

]1
0

=
1

10
.
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一方でD = {(x, y) ∈ R2|0 ≦ y ≦ 1, y ≦ x ≦ 1}ともかけるので,

∫∫
D
x2ydxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

y
x2ydx

)
dy =

∫ 1

0

[
x3y

3

]1
y

dy =
1

3

∫ 1

0
(y − y4)dy =

1

3

[
y2

2
− y5

5

]1
0

=
1

10
.

例 36. D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≦ x ≦ 1, x2 ≦ y ≦ 1} とし, f(x, y) = xe−y2 とするとき,∫∫
D f(x, y)dxdyを求めよ.

(解.) 普通に定理を適用すると,∫∫
D
xe−y2dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

x2

xe−y2dy

)
dx

となるが, e−y2 の不定積分がわからないため, ここで手詰まりとなる.

そこでD = {(x, y) ∈ R2|0 ≦ y ≦ 1, 0 ≦ x ≦ √
y}に注意すると,

∫∫
D
xe−y2dxdy =

∫ 1

0

(∫ √
y

0
xe−y2dx

)
dy

=

∫ 1

0

[
x2e−y2

2

]√y

0

dy =

∫ 1

0

ye−y2

2
dy =

[
−e−y2

4

]1
0

=
1

4

(
1− 1

e

)
.

2.2.2 微分と積分の順序交換

定理 37. f(x, y)をD = [a, b]× [c, d]上の連続関数とする. ∂f
∂y (x, y)がD上で連続であるな

らば
d

dy

∫ b

a
f(x, y)dx =

∫ b

a

∂f

∂y
(x, y)dx.

例 38. d
dy

∫ 2
1

exy

x dx = e2y−ey

y (y > 0)である. なぜならば ∂
∂y (

exy

x ) = exy より上の定理を使うと

d

dy

∫ 2

1

exy

x
dx =

∫ 2

1
exydx =

[
exy

y

]2
1

=
e2y − ey

y
となる.

2.3 多重積分の変数変換公式 (三宅先生の本, 5.2の内容)

定義 39. D,E ⊂ R2を区分的に滑らかな曲線で囲まれた面積確定な有界閉領域とする.

Φ : E → R2

(u, v) 7−→ (x(u, v), y(u, v))

となる Φが重積分の変数変換の条件を満たすとは, 次の条件 (1)-(3)を満たすこと.

[条件 (1).] x(u, v), y(u, v)は C1級である.

[条件 (2).] D = Φ(E)とするとき, Eの境界以外で Φは 1対 1写像.
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[条件 (3).] Φのヤコビ行列

DΦ =

(
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

)

とし, ヤコビアンを detDΦ =
(
∂x
∂u

)(
∂y
∂v

)
−
(
∂x
∂v

)(
∂y
∂u

)
とするとき, detDΦはEの境界以

外で 0にならない.

例 40. • E = [0, 1]× [0, 2π]とし,

Φ : E → R2

(r, θ) 7−→ (r cos θ, r sin θ)

とすると, 条件 (1)-(3)を満たし. D = Φ(E) = {(x, y) ∈ R2|
√
x2 + y2 ≦ 1}となる. 特に

DΦ =

(
cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ

)
かつ detDΦ = rである.4

• E = [0, 1]× [0, 4π]とし,

Φ : E → R2

(r, θ) 7−→ (r cos θ, r sin θ)

とすると, 条件 (2)を満たさない. なぜなら Φ(12 , π) = Φ(12 , 3π) = (−1
2 , 0)であるため 1対 1

ではないからである.

定理 41 (多重積分の変数変換公式). 定義 39の状況において, 関数 f(x, y)がD = Φ(E)上

で積分可能であるとき∫∫
D
f(x, y)dxdy =

∫∫
E
f(x(u, v), y(u, v))|detDΦ|dudv となる.

例 42. D = {(x, y) ∈ R2|
√
x2 + y2 ≦ 1}とする.

∫∫
D e−x2−y2dxdyを求めよ.

(解.) E = [0, 1]× [0, 2π]とし,

Φ : E → R2

(r, θ) 7−→ (r cos θ, r sin θ)

とすると, 条件 (1)-(3)を満たし. D = Φ(E)かつ detDΦ = rである.

4この例では E \ ∂E = {(r, θ) ∈ R2|0 < r < 1, 0 < θ < 2π}であるため, E の境界以外の集合である E \ ∂E 上で
detDΦ = r は 0ではない.
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以上より多重積分の変数変換の公式から∫∫
D
e−x2−y2dxdy =

∫∫
E
e−(r cos θ)2−(r sin θ)2 |r|drdθ

=

∫∫
E
e−r2rdrdθ

=

∫ 2π

0

(∫ 1

0
e−r2rdr

)
dθ =

∫ 2π

0

[
−e−r2

2

]1
0

dθ =

∫ 2π

0

1− e−1

2
dθ = π

(
1− 1

e

)
.

例 43. D = {(x, y) ∈ R2||x+ 2y| ≦ 1, |x− y| ≦ 1}とする.
∫∫

D(x− y)2dxdyを求めよ.

(解.) E = [−1, 1]× [−1, 1]とし,

Φ : E → R2

(u, v) 7−→ (u+2v
3 , u−v

3 )

とすると, 条件 (1)-(3)を満たし, D = Φ(E)かつDΦ =

(
1
3

2
3

1
3 −1

3

)
かつ detDΦ = −1

3 ̸= 0であ

る. 以上より多重積分の変数変換の公式から,∫∫
D
(x− y)2dxdy =

∫∫
E

(
u+ 2v

3
− (u− v)

3

)2 ∣∣∣∣−1

3

∣∣∣∣ dudv
=

∫∫
E

v2

3
dudv =

∫ 1

−1

(∫ 1

−1

v2

3
dv

)
du =

∫ 1

−1

[
v3

9

]1
−1

du =

∫ 1

−1

2

9
du =

4

9
.

例 44. D = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 ≦ x}とする. 重積分
∫∫

D

√
xdxdyの値を求めよ.

(解.) E = {(r, θ) ∈ R2|0 ≦ r ≦ cos θ,−π
2 ≦ θ ≦ π

2 }とし,

Φ : E → R2

(r, θ) 7−→ (r cos θ, r sin θ)

とすると, 条件 (1)-(3)を満たし. D = Φ(E)かつ detDΦ = rである.

以上より多重積分の変数変換の公式から∫∫
D

√
xdxdy =

∫∫
E
(r cos θ)

1
2 rdrdθ =

∫ π
2

−π
2

∫ cos θ

0
r

3
2 (cos θ)

1
2drdθ

=

∫ π
2

−π
2

(cos θ)
1
2

[
2

5
r

5
2

]cos θ
0

dθ =
2

5

∫ π
2

−π
2

(cos θ)3dθ =
8

15
.

2.4 3次元の積分と体積 (三宅先生の本, 5.4の内容)

定義・定理 45. V を R3内の有界閉集合とし, f(x, y, z)を V 上の連続関数とする. このと
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き f(x, y, z)は V 上でリーマン可積分であり, 重積分∫∫∫
V
f(x, y, z)dxdydz

が 2次元のときと同様に定まる. 特に ∫∫∫
V
dxdydz

を V の体積と呼ぶ.

同様の方法で正の整数 nについて n次元の重積分や体積を定義することができる.

定理 46 (累次積分). D ⊂ R2を有界閉集合とし, ϕ1(x, y), ϕ2(x, y)を閉区間D上のϕ1(x, y) ≦
ϕ2(x, y)となる連続関数とする.

V = {(x, y, z) ∈ R3|(x, y) ∈ D, ϕ1(x, y) ≦ z ≦ ϕ2(x, y)}とし, f(x, y, z) を V 上の連続関数

とする. このとき, f(x, y, z)は V 上で積分可能であり,

∫∫
V
f(x, y, z)dxdydz =

∫∫
D

(∫ ϕ2(x,y)

ϕ1(x,y)
f(x, y, z)dz

)
dxdy となる.

特に V の体積は次の重積分で得られる.

v(V ) =

∫∫∫
V
dxdydz =

∫∫
D
{ϕ2(x, y)− ϕ1(x, y)}dxdy.

例 47. 半径 a > 0の球の体積は 4
3πa

3である.

(解.)

V = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 ≦ a2}

として V の体積を求めれば良い. D = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 ≦ a2} とおくと,

V = {(x, y, z) ∈ R3| −
√

a2 − x2 − y2 ≦ z ≦
√
a2 − x2 − y2, (x, y) ∈ D}

であるため累次積分を使って

∫∫
V
dxdydz =

∫∫
D
2
√

a2 − x2 − y2dxdy =

∫∫
[0,a]×[0,2π]

2r
√
a2 − r2drdθ

= 4π

∫ a

0
r
√

a2 − r2dr =
4

3
πa3.

定理 48 (ガバリエリの原理). V を体積確定なR3内の有界閉集合とする. さらに V は平面

z = aと z = bの間にあると仮定する. (0, 0, z)を通り z軸に垂直な平面で切った切り口の
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面積が S(z)という [a, b]上の連続関数で与えられるとき V の体積は

v(V ) =

∫ b

a
S(z)dzである.

例 49. 半径 a > 0の球 V = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 ≦ a2} の体積をガバリエリの原理から求
めてみる.

V は z = −aと z = aの間にあり, −a ≦ t ≦ aなる tについて V を z = t平面で切った切り口

の面積は半径
√
a2 − t2の円の面積なので

S(t) = π(a2 − t2)

である. 以上より

v(V ) =

∫ a

−a
π(a2 − t2)dz =

4

3
πa3である.

定理 50 (重積分の変数変換公式). D,E ⊂ R3を面積確定な有界閉領域とし

Φ : E → R3

(u, v, w) 7−→ (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

となるΦが重積分の変数変換の条件を満たすとする. f(x, y, z)をE上の積分可能関数とす

ると次が成り立つ.∫∫∫
D
f(x, y, z)dxdydz =

∫∫
E
f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))| detDΦ|dudvdw

ここで

DΦ =


∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂w

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂w


という 3× 3行列とする. detDΦはDΦの行列式である.

例 51 (極座標変換). O = (0, 0, 0) ∈ R3を原点とする. 点 P = (x, y, z)について rをOP の長さ,

θを z軸とOP のなす角度, φをOP の xy平面への射影と x軸がなす角度とする. すると

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θとなる.

例 52. 半径 a > 0の球 V = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 ≦ a2} を極座標変換で求めてみる.

E = {(r, θ, φ) ∈ R3|0 ≦ r ≦ a, 0 ≦ θ ≦ π, 0 ≦ φ < 2π}とおき

Φ : E → R3

(r, θ, φ) 7−→ (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)
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である. よって,

DΦ =


∂x
∂r

∂x
∂θ

∂x
∂φ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∂y
∂φ

∂z
∂r

∂z
∂θ

∂z
∂φ

 =

 sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ

sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ

cos θ −r sin θ 0


よって | detDΦ| = r2 sin θであるので,∫∫∫

V
dxdydz =

∫∫∫
E
r2 sin θdrdθdφ =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ a

0
r2 sin θdrdθdφ =

4

3
πa3.
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3 広義積分

3.1 広義積分 (三宅先生の本, 3.3の内容)

定義 53 (広義積分). aを実数とし, bは実数または b = +∞とする. f(x)を [a, b)上の連続

関数とする. 左極限 limβ→b−0

∫ β
a f(x)dxが存在するとき, 広義積分

∫ b
a f(x)dxは収束する

といい ∫ b

a
f(x)dx = lim

β→b−0

∫ β

a
f(x)dx とする.

この積分を広義積分という. 極限が存在しないときは, 広義積分
∫ b
a f(x)dxは発散すると

いう.

例 54. •
∫∞
1 xpdxは p < −1のとき収束し, p ≧ −1のとき発散する.

•
∫ 1
0 xpdxは p > −1のとき収束し, p ≦ −1のとき発散する.

定理 55. f(x)を [a, b)上の連続関数とする. [a, b)上の連続関数 g(x)があって, [a, b)上で

|f(x)| ≦ g(x)かつ広義積分
∫ b
a g(x)dxが収束すると仮定する. このとき広義積分

∫ b
a f(x)dx

もまた収束する.

定理 56. f(x)を [a, b)上の連続関数とする. [a, b)上の連続関数 g(x)があって, [a, b)上

で 0 ≦ g(x) ≦ f(x)かつ広義積分
∫ b
a g(x)dxが発散すると仮定する. このとき広義積分∫ b

a f(x)dxもまた発散する.

例 57. 広義積分
∫ 1
0

sinx√
1−x

dxは収束する. これは [0, 1)上で | sinx√
1−x

| ≦ 1√
1−x
かつ広義積分

∫ 1
0

1√
1−x

dx

が収束するからである.

例 58. 広義積分
∫∞
2

1
3
√

x(x−1)
dxは発散する. これは [2,∞)上で 0 ≦ x−

2
3 ≦ 1

3
√

x(x−1)
かつ広義積

分
∫∞
2 x−

2
3dxが発散するからである.

定理 59 (広義積分の判定法). f(x)を [a, b)上の連続関数とする.

1. b = +∞のとき, ある λ > 1があって, f(x)xλが [a,+∞)上で有界ならば, 広義積分∫∞
a f(x)dxは収束する.

2. bが実数のとき (b < +∞のとき), ある µ < 1があって, f(x)(x− b)µが [a, b)上で有

界ならば, 広義積分
∫ b
a f(x)dxは収束する.

5

例 60. 広義積分
∫∞
0 e−x2

dxは収束する. limx→∞ e−x2
x2 = 0から, e−x2

x2は [0,+∞)上で有界の

ため, λ = 2として定理 59を適応すれば良い.
5関数 g(x)が [a, b)上で有界とは, ある正の数M > 0があって, 任意の x ∈ [a, b)について |g(x)| < M となること.
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例 61. 実数 s > 0について, 広義積分
∫∞
0 e−xxs−1dxは収束する.

(証.)
∫∞
0 e−xxs−1dx =

∫∞
1 e−xxs−1dx+

∫ 1
0 e−xxs−1dxより両方の広義積分が収束することを示す.

(1). limx→∞(e−xxs−1)x2 = limx→∞ e−xxs+1 = 0 より定理 59から広義積分
∫∞
1 e−xxs−1dxは収

束する.

(2). limx→0(e
−xxs−1)x1−s = limx→0 e

−x = 1であり, 1 − s < 1のため, 定理 59から広義積分∫ 1
0 e−xxs−1dxは収束する.

定理 62 (ガウス積分). ∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π.

3.2 ガンマ関数とベータ関数 (三宅先生の本, 5.5の内容)

定義 63.

• s > 0なる実数 sについて, ガンマ関数 Γ(s)を

Γ(s) =

∫ ∞

0
e−xxs−1dx と定義する.

• p > 0, q > 0なる実数 p, qについて, ベータ関数B(p, q)を

B(p, q) =

∫ 1

0
xp−1(1− x)q−1dx と定義する.

ガンマ関数, ベータ関数においての広義積分が収束することは定理 59から分かる. ガンマ関数

は階乗の概念の一般化と思って良い.

定理 64. ガンマ関数 Γ(s), ベータ関数B(p, q)について次が成り立つ.

1. Γ(s+ 1) = sΓ(s),Γ(1) = 1. 特に正の自然数 nについて Γ(n+ 1) = n!.

2. Γ(12) =
√
π. 特に正の自然数 nについて Γ(12 + n) = (2n−1)!!

2n
√
π.

3. B(p, q) = B(q, p).

4. B(p, q) = B(p+1, q)+B(p, q+1), B(p+1, q) = p
p+qB(p, q), B(p, q+1) = q

p+qB(p, q).

5. B(p, q) = 2
∫ π

2
0 (cos t)2p−1(sin t)2q−1dt.

6. B(p, q) = Γ(p)Γ(q)
Γ(p+q) .

7. B(1, 1) = 1, B(12 ,
1
2) = π. 特に l,mを正の自然数として, B(l,m) = (l−1)!(m−1)!

(l+m−1)! .

6

6n!!は二重階乗と呼ばれる. nを正の自然数として, (2n−1)!! = (2n−1)(2n−3) · · · 3·1, (2n)!! = (2n)(2n−2) · · · 4·2
である. 便宜上 0!! = 1とする.(0! = 1であるので.)
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例 65. nを自然数として,

In =

∫ π
2

0
(cos t)ndt =

∫ π
2

0
(sin t)ndt の値を求めよ.

(解.) 定理 64から

In =

∫ π
2

0
(cos t)2(

n+1
2 )−1(sin t)2(

1
2)−1dt =

1

2
B

(
n+ 1

2
,
1

2

)
=

Γ(n+1
2 )Γ(12)

2Γ(n2 + 1)
=

Γ(n+1
2 )

Γ(n2 + 1)

√
π

2
となる.

(1). nが偶数のとき. n = 2mとおくと, 定理 64から

In =
Γ(n+1

2 )

Γ(n2 + 1)

√
π

2
=

(2m− 1)!!
√
π

2m(m!)

√
π

2
=

(n− 1)!!

n!!

π

2
=

n− 1

n
· n− 3

n− 2
· · · 3

4
· 1
2
· π
2
である.

(2).nが奇数のとき. n = 2m+ 1とおくと, 定理 64から

In =
Γ(n+1

2 )

Γ(n2 + 1)

√
π

2
=

2m+1(m!)

(2m+ 1)!!
√
π

√
π

2
=

(n− 1)!!

n!!
=

n− 1

n
· n− 3

n− 2
· · · 4

5
· 2
3
· 1 である.

例 66 (ウォリスの公式).

π

2
= lim

m→∞

(2m)2

(2m+ 1)(2m− 1)
· (2(m− 1))2

(2m− 1)(2m− 3)
· · · 22

3 · 1

= lim
m→∞

1

(1− 1
4m2 )

· 1

(1− 1
4(m−1)2

)
· · · 1

(1− 1
4)
となる.

7 つまり
π

2
=

2 · 2
1 · 3

· 4 · 4
3 · 5

· 6 · 6
5 · 7

· 8 · 8
7 · 9

· · · である.

(証.) J(m) = (2m)2

(2m+1)(2m−1) ·
(2(m−1))2

(2m−1)(2m−3) · · ·
22

3·1 とおく. In =
∫ π

2
0 (cos t)ndtとおくと, I2m+2 ≦

I2m+1 ≦ I2mより, 例 65から

(2m+ 1)!!

(2m+ 2)!!

π

2
≦ (2m)!!

(2m+ 1)!!
≦ (2m− 1)!!

(2m)!!

π

2
である.

この不等式の両辺に (2m)!!
(2m−1)!! をかけると

2m+ 1

2m+ 2

π

2
≦ J(m) ≦ π

2

であるため, limm→∞ J(m) = π
2 である.

7 積の記号を使って書けば,

π

2
= lim

m→∞

1

(1− 1
4m2 )

· 1

(1− 1
4(m−1)2

)
· · · 1

(1− 1
4
)
= Π∞

i=0
1

(1− 1
4i2

)
である.
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例 67. 半径 r > 0の n次元球の体積を Vn(r)とおくと

Vn(r) =
π

n
2

Γ(n2 + 1)
rnである.

(証.)

V = {(x1, . . . , xn) = x21 + · · ·+ x2n ≦ 1}

とおき V の体積を αnとおくと Vn(r) = αnr
nとなる.

−1 ≦ z ≦ 1となる z について xn = z となる平面と V の切断でできる部分の体積 S(z)は半

径
√
1− z2の n− 1次元球の体積であるので, S(z) = Vn−1(

√
1− z2) = αn−1(1− z2)

n−1
2 である.

よって V の体積は

v(V ) = αn =

∫ 1

−1
αn−1(1− z2)

n−1
2 dz = αn−1

∫ π
2

0
(sin θ)ndθ =

√
πΓ(n+1

2 )

Γ(n2 + 1)
αn−1.

以上より αn = π
n
2

Γ(n
2
+1) を得る.
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4 線積分とグリーンの定理

4.1 曲線と線績分の定義 (三宅先生の本, 5.3の内容)

定義 68. • 曲線 C を次のように定義する.

C : [a, b] → R2

t 7−→ (x(t), y(t))

C が 滑らかな曲線とは次の 2条件を満たすこと.

条件 1. x(t), y(t)共に [a, b]上の C1級関数.

条件 2. 任意の t ∈ (a, b)について, 速度ベクトル (x′(t), y′(t)) ̸= (0, 0)である.

またC の向きを tが aから bへ動く方向とする.

• 曲線 C が区分的に滑らかな曲線とは滑らかな曲線を端点でつないだもの.

定義 69.

C : [a, b] → R2

t 7−→ (x(t), y(t))

となる滑らかな曲線 C と C 上の連続関数 f(x, y)について∫
C
f(x, y)dx :=

∫ b

a
f(x(t), y(t))

dx

dt
dt

∫
C
f(x, y)dy :=

∫ b

a
f(x(t), y(t))

dy

dt
dt

をC に沿った f の線績分という.

線積分はパラメーターの取り方によらないことが知られている.

例 70.

C : [0, 1] → R2

t 7−→ (t, t2)

について f(x, y) = x+ yとおく.
∫
C f(x, y)dx,

∫
C f(x, y)dyを求めよ.

(答.) ∫
C
f(x, y)dx =

∫ 1

0
(t+ t2)

dt

dt
dt =

∫ 1

0
(t+ t2)dt =

5

6
.

∫
C
f(x, y)dy =

∫ 1

0
(t+ t2)

d(t2)

dt
dt =

∫ 1

0
2t(t+ t2)dt =

7

6
.
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例 71. 線積分は C の向きによって値が変わる.

C ′ : [0, 1] → R2

t 7−→ (1− t, (1− t)2)

C ′は上の C と向きだけが違う曲線である. このとき∫
C′

f(x, y)dx =

∫ 1

0
((1− t) + (1− t)2)

d(1− t)

dt
dt = −5

6
である.

4.2 グリーンの定理 (三宅先生の本, 5.3の内容)

定義 72. D ⊂ R2を領域とする. Dの境界にその向きをDの内部が進行方向の左手となる

ように入れる. Dの境界による曲線を ∂Dとかく.

「向きをDの内部が進行方向の左手となるように入れる」とは次の下図のようになることで

ある. このとき C = ∂Dである.

定理 73 (グリーンの定理). Dを有界閉領域とし P (x, y), Q(x, y)をD上の C1級関数とす

ると ∫
∂D

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy が成り立つ.

特に S(D) =

∫∫
D
dxdy =

∫
C
xdy =

∫
C
−ydx が成り立つ.

例 74.

C : [0, 2π] → R2

t 7−→ (cos t, sin t)

を滑らかな曲線とする. 線積分
∫
C(x

2 − y2)dx− 2xydyを求めよ.

(解.)普通に計算すると,∫
C
V (p⃗)dp⃗ =

∫ 2π

0

{
(cos2 t− sin2 t)

dx

dt
− (2 sin t cos t)

dy

dt

}
dt

=

∫ 2π

0

{
− cos2 t sin t+ sin3 t− 2 sin t cos2 t

}
dt = (計算略) = 0

グリーンの定理を使う方法は以下のようになる. C で囲まれた領域Dとすると, Dは原点中

心の半径 1の円である. P (x, y) = x2 − y2, Q(x, y) = −2xyとおくと, グリーンの定理の仮定を満
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たす.
∂Q

∂x
=

∂(−2xy)

∂x
= −2y,

∂P

∂y
=

∂(x2 − y2)

∂y
= −2y であるため,∫

C
(x2 − y2)dx− 2xydy =

∫∫
D

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
dxdy =

∫∫
D
(−2y + 2y) dxdy = 0.

例 75. a, bを正の数として, 楕円Dを下で定める.

D =

{
(x, y) ∈ R2 :

x2

a2
+

y2

b2
≦ 1

}
=

{
(x, y) ∈ R2 : −a ≦ x ≦ a,−b

√
1− x2

a2
≦ y ≦ b

√
1− x2

a2

}
.

Dの面積 S(D)を求めよ.

(解.)普通に計算すると,

S(D) =

∫
D
dxdy =

∫ a

−a

(
b

√
1− x2

a2
− (−b)

√
1− x2

a2

)
dx =

∫ a

−a
2b

√
1− x2

a2
dx = (計算略) = πab.

グリーンの定理を使うと以下の通りになる.

C : [0, 2π] → R2

t 7−→ (a cos t, b sin t)

とおくと, C = ∂Dとなる. よってグリーンの定理が使えて, dy
dt = b cos tのため,

S(D) =

∫
C
xdy =

∫ 2π

0
a cos t

dy

dt
dt =

∫ 2π

0
ab cos2 tdt = πabとなる.

4.3 曲線の長さ (三宅先生の本, 3.4の内容)

定義 76. 滑らかな曲線 C に関してその長さを

l(C) =

∫ b

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt とする.

定理 77. f(x) を [a, b] 上の C1 級関数とする. このとき y = f(x) のグラフ C =

{(x, f(x)) | a ≦ x ≦ b}の長さは

l(C) =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx である.

例 78. 放物線 y = x2(0 ≦ x ≦ 1)のグラフの長さを求めよ.
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(答.) f(x) = x2とすると f ′(x) = 2xのため, 曲線の長さは∫ 1

0

√
1 + (2x)2dx =

∫ 1

0

√
1 + 4x2dx =

1

2

∫ 2

0

√
1 + t2dt

=
1

4

[
t
√

t2 + 1 + log
∣∣∣t+√t2 + 1

∣∣∣]2
0

=
1

4

(
2
√
5 + log

(
2 +

√
5
))

定理 79. [α, β]上の C1級関数 f(θ)を用いて, 曲線 C が

C : [α, β] → R2

θ 7−→ (f(θ) cos θ, f(θ) sin θ)

と表されているとき, C の長さは∫ β

α

√
(f(θ))2 + (f ′(θ))2dθ である.

例 80. (アルキメデスの螺旋) 正の実数 a, αについて

C : [0, α] → R2

θ 7−→ (aθ cos θ, aθ sin θ)

とする. 曲線 C の長さを求めよ.

(答.) f(θ) = aθとすると f ′(θ) = aのため, 曲線の長さは∫ α

0

√
a2 + (aθ)2dθ = a

∫ α

0

√
1 + (θ)2dθ =

a

2

(
α
√

α2 + 1 + log
(
α+

√
α2 + 1

))
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5 演習問題

•1.2節の問題

1. 不定積分
∫
x log x dxを求めよ.

2. 定積分
∫ 1
0 xe2x dxを求めよ.

•1.3節の問題 不定積分
∫

x2

x2−x−6
dxを求めよ.

•2.2節の問題　D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≦ y, 0 ≦ x− y, x+ y ≦ 2}とする. 重積分
∫∫

D(x
2− y2)dxdy

の値を求めよ.

•2.3節の問題　D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≦ x, 0 ≦ y,
√
x+

√
y ≦ 1}とする. 重積分

∫∫
D x2dxdyの値

を求めよ.

•2.4節の問題

1. a > 0とする. 円柱 x2 + y2 ≦ a2と球 x2 + y2 + z2 ≦ a2の共通部分の体積を求めよ.

2. V = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 ≦ 1}とする. 重積分∫∫∫
V
xdxdydz

の値を求めよ.

•3.1節の問題 pを実数とし f(x) = xp log xとする.

1. p < −1ならば広義積分
∫∞
1 f(x)dxは収束することを示せ．

2. p ≧ −1ならば広義積分
∫∞
1 f(x)dxは発散することを示せ.
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