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本ノートの目的と読み方

リーマン面の分類では、個々の曲線の同型類を調べるだけでなく、それらが族の中でどのように
動くかを考える。本ノートでは、具体的な分類から始め、変形、Teichmüller 空間、スタックを通
して、曲線のモジュライ空間の構成へ進む。さらに、その位相と Hodge 線束を調べる。元の和文
資料の解析的な部分は Hain [1]、代数的な部分は Edidin [2] に対応する。逐語訳ではなく、定義
の補足、証明の展開、規約の統一を行った講義用の再構成である。
前提は『リーマン面・代数曲線論』2026年 9月 21日版である。特に、因子と線束、層と Čech コ
ホモロジー、Riemann–Roch、Serre 双対性、Hodge 分解、射影埋め込み、標準写像、曲線の自己
同型群を使用する。本ノートに現れるスキーム・降下・変形理論の新しい用語は、その使用前に
定義する。ただし、一般の代数幾何学や変形理論を一冊分展開することはしない。必要な存在定
理は正確な形で独立に記す。
証明の扱い。番号を付けた定理・命題には、本文の証明、または証明を外部に委ねることを示す
青枠と出典を付ける。「引用する定理」の枠は証明ではない。その後の「証明」では、その入力か
ら導く結果を証明する。補足的な説明には、証明の代わりとなる論拠を隠さない。演習のうち本
文に必要な事実は、演習の解答に依存させず本文で示す。
証明を読むために。長い証明では、最初に何を構成するかを述べ、構成・選択への依存・逆の対
応を分けて確認する。「同型類が対応する」と「対象とすべての同型射が対応する」の違いは、主
束と降下の具体例で繰り返し扱う。図は写像の関係や退化の局所模型を示すものであり、図だけ
で存在や一意性を結論しない。最初の通読では具体例を計算してから証明に戻り、二度目には各
段階で使った仮定を確認するとよい。
基礎体と圏。基本の体は C である。解析的な族では複素解析空間、代数的な族では局所 Noether

的な C-スキームを基底とする。無限小変形では非被約な Artin スキームも許す。すべての曲線
は、断らない限り連結・コンパクトなリーマン面、または射影的な代数曲線である。滑らかな射
影代数曲線とコンパクトリーマン面の同値は既習の代数化定理による。しかし、族の比較は点ご
との代数化だけでは済まない。両モジュライの比較は第 14節で独立の定理として用いる。
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記号と講義の見取り図

主要な記号。
Mg,n 同型類の集合、構成後はその粗モジュライ空間
Mg,n 族と同型を記録するモジュライスタック
Man

g,n 解析的なモジュライスタック
Tg,n マーキング付き曲線の Teichmüller 空間
Γg,n 向きを保ち、各標点を固定する写像類群

Mg, Mg 安定曲線のスタックとその粗モジュライ空間.
n = 0 のとき添字 n を省略する。楕円曲線については常に原点を指定し、M1,1 と書く。Hain の
M1 はこの意味で読み替える。全体として安定範囲 2g − 2 + n > 0 を重視する。GIT の構成は
Edidin の数値条件に合わせて g ≥ 3 で詳述し、g = 2 を含む存在定理は適用範囲を明記して引用
する。

曲線の族と同型
種数 0, 1 の具体例・無限小変形

解析的な構成
Teichmüller 空間・写像類群

代数的な構成
安定曲線・多重標準埋め込み

オービフォールド [Tg/Γg]

レベル構造・群コホモロジー
商スタック [H/PGL]

GIT・粗モジュライ空間

解析的構成と代数的構成の比較
Hodge 束・Picard 群

読む順序。第 1–8節が解析的な道筋、第 9–14節が代数的な道筋である。両者の接点は「自己同型
を保った局所変形の商」にある。最後の第 15–16節で、Hain の写像類群・Picard 群の議論をつな
ぐ。末尾には解答付き演習、引用結果の依存表、原著の規約・誤植についての注記を置いた。
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1 分類問題と曲線の族

この章で考えること
同型類の集合を作ることと、族を分類する空間を作ることを区別する。以後の普遍性の定義
で、何が一意でなければならないかを明確にする。

1.1 点付き曲線とその同型

定義 1.1. 種数 g の n 点付き滑らかな曲線とは、滑らかな曲線 C と相異なる順序付きの点
p1, . . . , pn の組である。同型 f : (C; pi) → (C ′; p′i) は f(pi) = p′i を満たす双正則写像である。
その同型類の集合を Mg,n とする。n = 0 の場合は Mg と書く。

点の順序は定義の一部である。点の集合を保つ自己同型群と、各点を固定する自己同型群は異なる。

命題 1.2. 滑らかな点付き曲線の自己同型群 Aut(C; pi) が有限であるための必要十分条件は
2g − 2 + n > 0 である。

証明. g = 0 では C ' P1 である。三点を固定する一次分数変換は恒等写像である。一点以下な
ら affine 変換の無限部分群、二点なら z 7→ az の無限部分群が残る。g = 1 で標点がなければ平
行移動が残る。一点を原点にすると自己同型群は有限である（既習ノートの種数 1 の自己同型の
定理）。g ≥ 2 では Aut(C) 自体が有限であり、標点を固定する群はその部分群である。

1.2 族、引き戻し、同型

定義 1.3 (解析的な滑らかな族). 複素解析空間 B 上の種数 g の滑らかな曲線の族は、proper

かつ smooth な正則射 π : X → B で、各ファイバーが連結な種数 g の曲線となるものであ
る。n 点付き族には、互いに交わらない正則切断 si : B → X を付ける。B が多様体なら
smooth は X が多様体で π が劣沈であることと同値である。一般の解析空間では、各点の近
くで B × C への開埋め込みを通じて射影に一致する、という相対的な意味を用いる。

proper とはコンパクト集合の逆像がコンパクトであることをいう。滑らかさだけではファイバー
の穴が無限遠へ逃げる可能性を排除できない。非被約基底まで扱う理由は、第 5節で一次の変化
を記録するためである。
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定義 1.4 (族の射と基底変換). 同じ B 上の二つの族の同型は、B 上の同型 F : X → X ′ で
F ◦ si = s′i を満たすものである。射 f : B′ → B に沿う引き戻しは

XB′ = B′ ×B X −→ B′, si,B′(b′) = (b′, si(f(b
′)))

である。異なる基底上の族の射には、次の正方形が Cartesian であることを要求する。

X ′ X

B′ B.

π

f

すなわち X ′ → B′ ×B X が標点を保つ同型でなければならない。

単に可換な正方形では、ファイバー上の任意の正則写像まで許してしまう。モジュライではファ
イバーの同型を記録したいので Cartesian 条件が必要である。

定義 1.5 (集合値モジュライ関手). Fg,n(B) を B 上の n 点付き種数 g の族の同型類の集合
とする。引き戻しによって反変関手 Fg,n が得られる。Fg,n を表現する空間 M とは、すべて
の基底について自然な全単射

Hom(B,M)
∼−→ Fg,n(B)

を与える空間である。idM に対応する族を普遍族という。このようなM を fine moduli space

と呼ぶ。

「自然」とは、B′ → B による写像の合成が、族の引き戻しに対応することである。この定義は
族の同型類についての普遍性である。同型そのものの一意性まで述べるには、後で亜群を使う。

定義 1.6 (粗モジュライ空間：集合値関手による形). F の粗モジュライ空間は、空間 M と
自然変換 η : F → Hom(−,M) で、次を満たすものである。

1. 幾何学的な点上では同型類と点を一対一に対応させる。解析的には B = {pt}、代数的
には任意の代数閉拡大体の点で要求する。

2. 任意の空間 Y と自然変換 θ : F → Hom(−, Y ) に対し、一意な射 u : M → Y が存在
し、θ = u ◦ η となる。

粗モジュライ写像 B → M は族から得られる。しかし、任意の B → M に族が付随することも、
付随する族が一意であることも、この定義は要求しない。第 10節ではスタックから代数空間への
普遍性として定義し直す。
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1.3 一定の同型類をもつ、非自明な族

命題 1.7 (ねじれた楕円曲線族). 原点付き楕円曲線 E と B′ = C∗ をとる。位数 2 の群が

(x, u) 7−→ (−x,−u)

で E × B′ に作用する。商 X = (E × B′)/{±1} は B = C∗ 上の滑らかな原点付き楕円曲線
族である。射は t = u2 で与える。各ファイバーは E と同型であるが、この族は E ×B と同
型ではない。

証明. 方針。 局所的には積であることを確認し、大域的に一周したときの「戻り方」が積族と異
なることを示す。
1. 局所的な自明化を作る。B の小さな単連結開集合 V では、t の正則な平方根 r(t) を選べる。

E × V −→ X|V , (x, t) 7−→ [x, r(t)]

は同型である。実際、u2 = t なら u = r(t) または −r(t) であり、後者の代表元は [x,−r(t)] =
[−x, r(t)] と書き直せる。こうして逆写像も得られる。従って射は局所的に射影 E × V → V に一
致し、proper かつ smooth である。平方根の符号を変えても [0, r(t)] = [0,−r(t)] なので原点切断
も貼り合う。
2. 閉じた道に沿ってファイバーを運ぶ。t(s) = e2πis、0 ≤ s ≤ 1を考える。その平方根を u(0) = 1

から連続的に追うと u(s) = eπis、従って u(1) = −1 となる。x ∈ E を固定して [x, u(s)] を追う
と、終点は

[x,−1] = [−x, 1]

である。最初のファイバーを x 7→ [x, 1] で E と同定しておくと、一周後の写像は x 7→ −x にな
る。これがこの道のモノドロミーである。
3. 積族との違いを不変量で検出する。H1(E,Z) ' Z2 の二つの基本閉曲線は x 7→ −x によって
ともに向きを反転する。従ってホモロジーのモノドロミーは −I であり、双対な R1π∗Z でも −I
である。積族なら x を一定に運べるからモノドロミーは I となる。族の同型が存在すれば、基準
ファイバー上の同型 A により両者は共役になるはずだが、AIA−1 = I 6= −I である。従って族は
同型ではない。

t = 1 t = 1

u = 1 u = −1

底で一周：e2πis

持ち上げ：eπis

同じ底の点に戻っても、曲線の同定は x 7→ −x

系 1.8. 解析的な楕円曲線の集合値関手 F1,1 を表現する複素解析空間は存在しない。

証明. 表現空間 M とその普遍族 U → M があると仮定する。命題 1.7の族に対応する分類写像
を f : B →M とする。一点 b ∈ B への引き戻しと分類の自然性により、f(b) は Xb の同型類を
表す。すべての Xb は E と同型なので、f の像は一つの点 m = [E] に含まれる。
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ここで B = C∗ は被約である。M を点 m の近くで局所的に複素 Euclid 空間へ埋め込み、各座
標関数を B へ引き戻すと、値はすべての点で一定である。被約な解析空間上の正則関数は点での
値により決まるので、これらは関数として一定である。従って f は射として B → {m} →M を
経由する。その普遍族の引き戻しは B × Um ' B × E となる。表現性により X ' f∗U でなけ
ればならないが、これはねじれた族が積族でないことに矛盾する。

この証明では「すべてのファイバーが同型」から「族が自明」を結論していない。逆に、その二
つが異なることをモノドロミーで検出した。

2 種数ゼロ：複比から普遍族まで

この章で考えること
一つの分類問題について、同型類の分類、空間の構造、任意の族に対する普遍性までを順に
証明する。

2.1 三点の正規化

補題 2.1. 相異なる a, b, c ∈ P1 をそれぞれ 0, 1,∞ に送る一次分数変換は一意である。三点が有
限なら、その写像は

Na,b,c(z) =
(z − a)(b− c)

(z − c)(b− a)

で与えられる。

証明. まず a, b, c が有限な場合を考える。a, b, c は相異なるので式の定数因子 (b − c)/(b − a) は
非零であり、分子と分母の零点も異なる。従って Na,b,c は次数一の分数変換である。z = a で値
は 0、z = b で値は 1、z = c では極をもつので値は ∞ となる。三点のいずれかが ∞ の場合に
は、三点の外に一点を選んでそれを無限遠とする座標を先に取り、この式を使えばよい。例えば
c = ∞ なら直接 N(z) = (z − a)/(b− a) と書ける。
一意性を示すため、二つの候補を N,N ′ とする。N ′ ◦N−1 は 0, 1,∞ を固定する。一次分数変換
(Az +B)/(Cz +D) が 0,∞ を固定する条件は B = C = 0 なので、z 7→ uz の形になる。さらに
1 を固定すれば u = 1 となり、N ′ ◦N−1 = id、従って N ′ = N である。

定理 2.2 (点付き種数ゼロ曲線の分類). n ≥ 3 とする。M0,n は次の滑らかな affine 多様体と
同一視される。

Un = {(t4, . . . , tn) ∈ Cn−3 | ti 6= 0, 1, ti 6= tj (i 6= j)}.

特に M0,3 は一点、M0,4 = P1 \ {0, 1,∞} である。

証明. C ' P1 を選び、最初の三点を補題で正規化する。残りの点の像が ti を与える。最初の同型の
選択を変えても、正規化の一意性から結果は変わらない。同型な配置も同じ tiを与える。逆に tiが一
致すれば、二つの正規化写像の合成が点付き同型を与える。任意の Unの点は (P1; 0, 1,∞, t4, . . . , tn)

から生じるので全単射である。
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Un は多項式 D =
∏n

i=4 ti(ti − 1)
∏

4≤i<j≤n(ti − tj) の非消滅集合である。従って Un =

SpecC[t4, . . . , tn, D−1] は affine であり、Cn−3 の開集合だから滑らかで次元 n− 3 である。空積
は 1 とする。

ここまでは集合上の分類と、その集合に入れる自然な空間構造を示した。次に、正則に動く族が
正則な ti を与えることを証明する。

2.2 族の正規化を保証する準備

引用定理 2.3（Grauert の基底変換定理の使用形）
π : X → B を proper な解析的射、L を B 上平坦な連接層とする。すべてのファイバーで
H1(Xb, Lb) = 0、h0(Xb, Lb) = r と仮定する。このとき π∗L は階数 r の局所自由層であり、
その形成は任意の解析的基底変換と可換である。以下では π は曲線の滑らかな族、L は線束
の場合に使う。出典は [11] の基底変換定理。代数的な対応物は第 9節に記す。

補題 2.4 (三切断をもつ族の自明化). 種数 0 の滑らかな族 X → B が互いに交わらない三切断
s1, s2, s3 をもつとき、これらを 0, 1,∞ に送る B 上の同型 X ' P1 ×B が一意に存在する。

証明. 方針。 各ファイバーを別々に P1 と同定するだけでは、同定が正則に変化するとはいえな
い。まず二つの切断の基底を局所的に正則に選び、そこから射影座標を作る。
1. 次数一の線束から射影座標を作る。切断 s3 の像は相対 Cartier 因子なので L = OX(s3) を作
れる。各ファイバー Xb ' P1 では Lb ' OP1(1) であり、h0(Lb) = 2、h1(Lb) = 0 である。引用定
理 2.3により V = π∗L は階数二のベクトル束で、V ⊗ C(b) ' H0(Xb, Lb) となる。従って V の
局所基底は、各ファイバーの完全線形系の基底を与える。
評価写像 π∗V → L を考える。余核を Q とすると、ファイバー上の O(1) は大域生成だから
Q⊗ C(b) = 0 である。各点の局所環で Nakayama の補題を適用すると Q = 0 を得る。ここで用
いた補題は「有限生成加群 M が M/JM = 0 を満たし、J が極大イデアルに含まれれば M = 0」
という形である。こうして射 j : X → PB(V

∨) が定まる。
2. ファイバー上の埋め込みを族の埋め込みにする。jb は O(1) の完全系による P1 → P1、従って
同型である。ここで相対 very ample 判定を使う：proper flat な族の線束が各ファイバーで very

ample で、その切断の直像が基底変換と可換なら、評価写像は相対閉埋め込みを与える。これは基
底変換定理の標準的な相対埋め込みの形であり、代数的な版は引用定理 9.11に記す。従って j は
閉埋め込みである。そのイデアル層を J とすると、商である OX は B 上 flat なので、ファイバー
への制限でもイデアルの完全系列は左側まで完全である。jb が同型であることから J ⊗C(b) = 0、
再び Nakayama により J = 0 となる。よって j 自身が同型である。
3. 三切断を使って局所座標を一意にそろえる。V の局所自明化により X|W ' P1 ×W を得る。
必要なら W を小さくし、三切断を同じ affine 座標で a(b), b(b), c(b) と書く。補題 2.1の分数式の
差 a− b, b− c, c− a は可逆なので、正規化は基底に正則に依存する。
重なり上で二つの正規化を比較する。0,∞を固定する射影行列は局所的に対角行列で、1も固定す
れば二つの対角成分は等しい。従って PGL2 の元として恒等元である。この計算は非被約基底で
も有効である。よって正規化は重なりで一致して大域的に貼り合い、同じ議論で一意性も従う。
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定理 2.5 (普遍族). P1 × Un → Un に切断 0, 1,∞, t4, . . . , tn を付けた族は、n 点付き種数 0

曲線の解析的な普遍族である。任意の族は一意な正則写像 B → Un による引き戻しであり、
標点を保つ引き戻し同型も一意である。

証明. π : X → B と n 本の切断 si を与える。前の補題により、最初の三切断を 0, 1,∞ に送る一
意な同型 F : X

∼−→ P1 × B がある。F ◦ si の第一成分を ti : B → P1 と置く。i ≥ 4 では si が
s3 と交わらないため ti は ∞ を避け、実際に C 値の正則関数となる。他の切断との非交叉から
ti 6= 0, 1、ti 6= tj が成り立つので

t = (t4, . . . , tn) : B −→ Un

が定まる。普遍候補の t による引き戻しは、積族に切断 0, 1,∞, t4(b), . . . , tn(b) を付けたものであ
り、F はもとの点付き族との同型を与える。
別の分類写像 t′ と引き戻し同型があれば、それも最初の三切断を同じ位置へ送るので、正規化の
一意性から同型は F と一致する。すると残る切断の第一成分も一致し、t′ = t である。構成を基
底変換しても同じ三点の正規化を行うので対応は自然であり、関手を表現する普遍性を得る。

例 2.6 (分類写像を実際に書く). B = C \ {0, 1} 上の積族に、切断 0, 2,∞, 2b を付ける。最初の
三点の正規化は z 7→ z/2 なので分類写像は b 7→ b である。第四切断を 2b2 に替えると、基底を
C \ {0, 1,−1} に制限する必要があり、分類写像は b 7→ b2 となる。P1 × B という全空間だけで
は、点付き族の分類写像は決まらない。切断も含めたデータが必要である。

2.3 複比と順序を忘れる操作

n = 4 の座標は
t =

(p4 − p1)(p2 − p3)

(p4 − p3)(p2 − p1)

である。点の順序を変えると

t, 1− t, t−1, (1− t)−1,
t− 1

t
,

t

t− 1

が現れる。例えば第一点と第二点の交換は z 7→ 1− z によって t 7→ 1− t を与える。順序付き配
置の自己同型は自明だが、順序を忘れた配置では有限な対称性が復活する。t = −1 では上の六つ
の値がすべて異なるわけではない。この現象を後の商空間の分岐と比較するとよい。

例 2.7 (超楕円曲線のパラメータ). 種数 g ≥ 2 の超楕円曲線は、P1 上の相異なる 2g+2 点を分岐
点にもつ二重被覆である。既習の超楕円写像の一意性と二重被覆の分類から、その同型類は順序
を忘れた分岐点配置で決まる。従って超楕円曲線の同型類の集合は M0,2g+2/S2g+2 で記述され、
有限商の次元は 2g − 1 である。ただし、分岐点配置のスタックと超楕円曲線のスタックはそのま
ま同じではない。曲線側には超楕円対合が常に残る。
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3 楕円曲線：格子、周期、群作用

この章で考えること
上半平面の点が何を分類するかを明確にし、SL2(Z) の作用と族の周期写像を導く。

3.1 原点を固定する意味

定義 3.1. 楕円曲線は、種数 1 の曲線 E と一点 0 ∈ E の組である。同型は原点を保つもの
とする。τ ∈ H に対し、Λτ = Z+ Zτ、Eτ = C/Λτ と置く。

既習ノートの積分による一意化から、任意の楕円曲線はある Eτ に同型である。原点を忘れると、
すべての平行移動が自己同型となる。以下の有限群の議論では原点を忘れてはいけない。

補題 3.2 (複素トーラス間の写像). 正則写像 f : C/Λ → C/Λ′ は z 7→ az + b で誘導される。た
だし aΛ ⊂ Λ′ である。原点を保つ同型なら b = 0 と選べ、a 6= 0、aΛ = Λ′ となる。

証明. 1. 商の上の写像を平面へ持ち上げる。商写像を p : C → C/Λ、p′ : C → C/Λ′ と書く。C
は単連結なので、f ◦ p はある F : C → C に持ち上がり、p′F = fp を満たす。被覆写像 p′ は局
所双正則だから F は整関数である。
2. 微分すると格子による曖昧さが消える。λ ∈ Λに対して p(z+λ) = p(z)なので、F (z+λ)−F (z) ∈
Λ′ である。左辺は z の連続関数、右辺は離散集合であり、C は連結だから、この差は z に依存し
ない。従って F ′(z + λ) = F ′(z) となる。F ′ は閉基本平行四辺形上で有界で、平面上の任意の点
は格子移動によってその中に入る。よって F ′ は平面全体で有界である。Liouville の定理を F ′ に
適用して F ′ = a、従って F (z) = az + b を得る。また F (z + λ)− F (z) = aλ ∈ Λ′ より aΛ ⊂ Λ′

である。
3. 同型である条件を確かめる。原点を保つなら F (0) ∈ Λ′ なので、持ち上げからこの格子元を引
いて b = 0 とできる。f が同型なら、逆写像も原点を保つ z 7→ a′z で誘導される。合成の持ち上
げは原点を固定する恒等写像だから a′a = 1 である。aΛ ⊂ Λ′ と a′Λ′ ⊂ Λ を合わせると aΛ = Λ′

を得る。逆にこの等式が成り立てば、z 7→ a−1z が商上の逆写像を与える。

定理 3.3 (楕円曲線の同型条件). Eτ ' Eτ ′ であることと、ある γ =
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) によって

τ ′ = γτ :=
aτ + b

cτ + d

となることは同値である。このとき z 7→ z/(cτ + d) が同型を与える。

証明. 分数線形変換から同型を作る。ad − bc = 1 なら、Λτ の二つの元 cτ + d と aτ + b は整数
基底である。実際、基底 (1, τ) に関する係数行列 ( d b

c a ) の行列式は 1 で、逆行列も整数行列であ
る。全体を cτ + d で割ると基底 1, γτ になるから

(cτ + d)−1Λτ = Λγτ .

従って前の補題により、指定された写像が同型となる。
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同型から整数行列を取り出す。逆に同型が z 7→ az で与えられたとする。ここだけ定数を v と書
き替え、vΛτ = Λτ ′ とする。v−1 と v−1τ ′ は Λτ の基底だから、整数 A,B,C,D によって

v−1 = Cτ +D, v−1τ ′ = Aτ +B

と書ける。基底変換の行列式は ±1 である。複素数倍は実平面の向きを保ち、(1, τ)、(1, τ ′) はと
もに正の向きなので AD −BC = 1 となる。二つの等式を割ると τ ′ = (Aτ +B)/(Cτ +D) を得
る。最後に直接計算で

=Aτ +B

Cτ +D
=

(AD −BC)=τ
|Cτ +D|2

> 0

となり、作用が上半平面を保つことも確認できる。

例 3.4 (同じトーラスを与える二つの格子基底). T = ( 1 1
0 1 ) は τ 7→ τ + 1 を与える。この場合

Z+Z(τ+1) = Z+Zτ なので、曲線上の同型は恒等写像である。一方 S =
(
0 −1
1 0

)では τ 7→ −1/τ、
同型は z 7→ z/τ である。τ = i では底の点は固定されるが、曲線上では z 7→ −iz という位数四
の自己同型になる。「底の点を固定する」と「曲線上で恒等である」は異なる。

従って集合として M1,1 = SL2(Z)\H である。−I は H 上自明に作用するが、対応する楕円曲線
の同型は z 7→ −z である。この違いは後で本質的になる。

3.2 固定点群と局所的な商

命題 3.5. Aut(Eτ , 0) は、一般の τ では µ2、τ = i の軌道上では µ4、ρ = e2πi/3 の軌道上で
は µ6 である。ここで µr = {z ∈ C∗ | zr = 1} とする。

証明. 1. 自己同型に現れる定数を制限する。前の補題から自己同型は z 7→ az、aΛ = Λ である。
複素数倍は実面積を |a|2 倍する。同じ格子の基本領域の面積を比較すると |a|2 = 1 となる。実線
形変換 z 7→ az の固有値は a, ā であり、格子基底では整数行列なので

a+ ā = 2<a ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}.

単位円上でこの五通りを解くと、a = ±1、±i、または原始三乗根・六乗根である。
2. 特別な回転を許す格子を決める。iΛ = Λ なら Λ は Z[i]-加群である。非零の λ ∈ Λ を取り、
λ−1Λ を考える。その有理線形包は i を含む二次元 Q-空間なので Q(i) に一致する。共通の整数
分母を払えば Nλ−1Λ ⊂ Z[i] となり、これは非零イデアルである。Z[i] は Euclid 環、従って単項
イデアル整域なので、このイデアルは αZ[i] の形である。よって Λ は Z[i] の複素数倍である。三
乗根・六乗根の場合も、Z[ρ] が Euclid 環であることを用いて同様に示せる。ここで両環の Euclid

性は複素絶対値の二乗を用いる整数論の標準結果である。
3. 群全体を読む。正方格子を保つ回転は ±1,±i、六角格子を保つ回転は六乗根全体である。それ
以外の格子では第 2段階に該当する回転は存在せず、常に存在する ±1 だけが残る。格子を定数
倍してもトーラスの同型類は変わらないので、主張された三通りを得る。
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引用定理 3.6（上半平面の商の基本性質）
PSL2(Z) は H に properly discontinuously に作用し、

{τ ∈ H | |<τ | ≤ 1/2, |τ | ≥ 1}

は境界の同一視を伴う基本領域である。商は一意なリーマン面構造をもち、局所的には固定
点群による円板の商で記述される。出典：Hain [1], Theorem 2.20 とその前後。

有限巡回群が円板に z 7→ ζz で作用すると、商の座標は w = zr である。従って商の点自体は滑
らかでも、写像には分岐があり、元の固定点群の情報は失われる。

<τ

=τ

i
ρ

F τ ∼ τ + 1

τ ∼ −1/τ

この図は基本領域の幾何を示す。群作用そのものの定義は定理 3.3の式であり、図の境界の描き方
に依存しない。

3.3 上半平面上の族と周期写像

定義 3.7 (ホモロジーの枠). 楕円曲線の symplectic なホモロジー基底 (α, β) は、H1(E,Z)
の基底で α · β = 1 を満たすものとする。族の枠とは、局所系 R1π∗Z のこのような大域的基
底である。

非零正則微分 ω に対して τ =
∫
β ω/

∫
α ω と置く。Riemann の双線形関係式によって分母は非零

で =τ > 0 となる。ω の定数倍を選んでも τ は変わらない。
Z2 が C×H に

(m,n) · (z, τ) = (z +m+ nτ, τ)

で作用する。この作用は自由かつ properly discontinuous である。商

E = (C×H)/Z2 −→ H

は原点切断と周期 1, τ に対応する枠をもつ楕円曲線族である。proper 性は、H の各相対コンパク
トな小領域上で基本平行四辺形を連続的に選ぶことから従う。
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引用定理 3.8（族の周期の正則性と相対 Abel 写像）
原点とホモロジーの枠をもつ楕円曲線族 X → B に対し、周期比は正則写像 τ : B → H を与
える。相対的な積分による写像は、枠と原点を保つ同型 X ' τ∗E を与える。これは Grauert

の定理で相対正則微分の線束を作り、局所的に規格化した微分を積分する族の Abel 定理であ
る。出典：Hain [1], Theorem 2.31、Proposition 2.32 と §3.1。

命題 3.9. H 上の E は、枠付き楕円曲線族の普遍族である。分類写像と枠・原点を保つ同型
はともに一意である。

証明. 存在は引用した相対 Abel 定理による。枠は二つの周期の比を決めるので分類写像は一意で
ある。二つの同型の差は枠と原点を固定する自己同型である。補題 3.2によれば、その持ち上げ
z 7→ az は二つの周期を固定するので a = 1 である。族での同型も同じ相対積分の構成から一意
となる。

これは枠を外した族に対する普遍性とは異なる。枠を忘れる操作を正確に扱うため、次節で商の
対象と射を定義する。
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4 オービフォールドと普遍族

この章で考えること
通常の軌道空間と、固定点群を保った商を区別する。商への射を「主束と同変写像」で定義
し、普遍性の意味を明確にする。

4.1 作用と商の規約

定義 4.1. 離散群 Γ の複素多様体 X への作用が proper であるとは、任意のコンパクト集合
K,L ⊂ X に対し {γ ∈ Γ | γK ∩ L 6= ∅} が有限であることをいう。このとき固定点群 Γx は
有限である。本ノートで扱う解析的オービフォールドは、このような商 [X/Γ]、および同じ
局所的な有限群商で記述される解析的スタックである。作用の有効性は仮定しない。

Hain は主として単連結な X による大域商を用いる。本ノートでも H、Tg はその場合に当たる。
Γ\X は通常の軌道空間、[X/Γ] は次の定義で同型射まで保った対象を表す。

定義 4.2 (商への射). 解析空間 B 上の [X/Γ] の対象は、右 Γ-主束 P → B と正則写像
u : P → X の組で、

u(pγ) = γ−1u(p)

を満たすものとする。主束とは、局所的に B × Γ と同型な非分岐被覆で、右作用が各ファ
イバーで単純推移的となるものである。二対象間の射は、B 上の主束同型 a : P → P ′ で
u′ ◦ a = u を満たすものとする。基底変換は主束と写像の引き戻しによる。

これは点集合への写像の定義ではなく、対象と同型射からなる亜群の定義である。亜群とは、す
べての射が同型である圏をいう。

命題 4.3. 一点上の [X/Γ] の対象の同型類は Γ\X と一致し、x に対応する対象の自己同型群
は Γx と同型である。

証明. 一点上の主束 P に一点 p0 を選ぶと、Γ → P、g 7→ p0g は右主束の同型である。x = u(p0)

と置けば同変性から u(p0g) = g−1x となり、写像全体は x で決まる。p0 を p0h に替えると x は
h−1x に替わるので、対象の同型類は軌道によって分類される。
自己同型 a : P → P は a(p0) = p0h という一つの h ∈ Γ で決まり、同変性により a(p0g) = p0hg

である。u ◦ a = u の条件は h−1x = x、すなわち h ∈ Γx である。合成 ah ◦ ak は p0 を p0hk に
送るので、対応は群の積も保つ。よって自己同型群は Γx と同型である。

定義 4.4 (商の間の射の提示). 群準同型 ϕ : Γ → ∆ と ϕ-同変正則写像 F : X → Y は、主束
の構造群を拡張することにより [X/Γ] → [Y/∆] を定める。このような提示の間にも自然同型
がある。δ ∈ ∆ による F ′ = δF、ϕ′ = δϕδ−1 は同型な射を与える。一般の射は局所的な主束
データを用いて定義し、すべてが一つの大域的な組 (F,ϕ) で表せるとは要求しない。

例えば一点から [pt/G] への写像は、基底上の G-主束を記録する。通常の一点への連続写像では、
この情報は記述できない。
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4.2 楕円曲線の普遍族を商に移す

定理 3.3の式
(z, τ) 7−→

(
z

cτ + d
,
aτ + b

cτ + d

)
は E 上の SL2(Z) 作用を与える。格子の平行移動を格子の平行移動に移すので商上で定まり、分
母の積の公式から合成則も満たす。従って

[E / SL2(Z)] −→ [H/ SL2(Z)]

は原点付き曲線族である。

定理 4.5 (楕円曲線の解析的モジュライ). 任意の解析空間 B に対し、B 上の楕円曲線族の亜
群と、定義 4.2による [H/ SL2(Z)](B) は自然に同値である。この同値の下で、上の商の族は
普遍族となる。

証明. Γ = SL2(Z) と書く。方針は、族に枠を付ける操作と、枠の変更を貼り合わせる操作が互い
に逆であることを示すことである。
1. 族から主束と写像を作る。X → B を楕円曲線族とし、Pb を H1(Xb,Z) の symplectic 基底全
体とする。局所系を自明化した開集合 Bi 上では P |Bi ' Bi × Γ である。枠の変更の規約を右作
用として定めると、これらは右 Γ-主束 P → B に貼り合う。P 上の引き戻し族には「その点が指
定する枠」があるので、前節の枠付き普遍性から周期写像 u : P → H が得られる。枠を γ だけ変
更すると周期は γ−1 で変換されるという規約により、u(pγ) = γ−1u(p) である。
2. 主束から局所的な族を作る。逆に (P, u) を与える。局所切断 si : Bi → P を選び、τi = u ◦ si
と置く。Bij 上で一意な局所定数写像 gij : Bij → Γ が存在して

sj = sigij , τj = g−1
ij τi

となる。主束の作用が自由だから、三重交叉では gijgjk = gik である。Xi = τ∗i E と置く。E 上の
群作用は φij : Xj |Bij → Xi|Bij を与え、作用の合成則から φijφjk = φik となる。従って Xi は曲
線族 X → B に貼り合う。原点切断も保たれ、proper 性と smooth 性は基底上局所的に成立する。
3. 切断の選択を替えても同型な族になる。s′i = sihi と替えると τ ′i = h−1

i τi となる。群作用によ
る X ′

i → Xi は、変換された貼り合わせと可換である。従って局所同型は大域的な族の同型に貼り
合う。構成は局所切断そのものに依存せず、同型を除いて定まる。
4. 対象と射の両方で逆性を確認する。族から出発した場合、第 2段階の Xi は相対 Abel 定理に
より元の X|Bi と枠を保って一意に同型である。その同型が重なりと適合するので、復元される
族は元の X である。逆に (P, u) から出発した場合、p ∈ P は復元されたファイバーの枠を指定
する。この対応は局所的に Bi × Γ 上の同型であり、従って元の主束を復元する。
族の同型 X → X ′ は各ファイバーのホモロジーの枠を運び、周期と可換な主束同型を与える。逆
に主束同型は、枠付き普遍族の一意性によって各 Xi の同型を与え、それらは貼り合う。この二つ
の操作も互いに逆である。従って同型類の全単射にとどまらず亜群の同値であり、すべての操作
は基底変換と可換である。
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XP E

P H

B [H/Γ]

u

上の正方形は普遍族の引き戻し、下の正方形は枠の主束を表す 2-Cartesian 正方形である。B の
各点で枠を任意に一つ選ぶことと、B 全体で連続な枠を選ぶことは異なる。後者ができない場合
も主束 P は存在する。
この定理が Hain の Theorem 3.11 の普遍性を、亜群の同値として書いた形である。

命題 4.6 (通常の商で失われるファイバー). 通常の軌道空間の射 SL2(Z)\E → SL2(Z)\H の
[τ ] 上のファイバーは、Eτ/Aut(Eτ , 0) である。

証明. 底の軌道の一点 τ を選ぶと、その上の点の同一視は τ を固定する元によるものだけである。
固定点群は定理 3.3から Aut(Eτ , 0) に一致する。

一般の τ でも {±1} が作用するので、ファイバーは Eτ/{±1} ' P1 である。一方、スタックの族
を {τ} → [H/ SL2(Z)] に沿って引き戻すと Eτ が得られる。この引き戻しは、対象を τ の対象と
同定する同型もデータに含む。第 10節の 2-ファイバー積がそれを形式化する。

4.3 基本群とコホモロジーを定義する空間

定義 4.7 (Borel構成). EΓを可縮な自由 Γ-CW複体とする。[X/Γ]の位相的なホモトピー型を
XΓ = EΓ×ΓX で定義する。その基本群をオービフォールド基本群、コホモロジーをオービフ
ォールドコホモロジーとする。BΓ = EΓ/Γと置き、群コホモロジーをH∗(Γ, A) = H∗(BΓ, A)

と定める。

EΓ の選択はホモトピー型に影響しない（分類空間の一意性）。この基礎事実は [14], Chapter I の
分類空間の構成を用いる。

命題 4.8. X が可縮なら XΓ → BΓ はホモトピー同値であり、πorb1 ([X/Γ]) ' Γ、
H∗

orb([X/Γ], A) ' H∗(Γ, A) となる。

証明. 射影 q : EΓ×ΓX → BΓは、主束 EΓ → BΓから作ったファイバー X の associated bundle

である。局所的には底と X の積なので、ホモトピー群の長完全系列を使える。その一部分は

· · · → πn(X) → πn(XΓ)
q∗−→ πn(BΓ) → πn−1(X) → · · ·

である。X は可縮だから外側の群は消え、q∗ は各 n ≥ 1 で同型となる。連結成分についても同
型なので q は弱ホモトピー同値である。これらの空間は CW 型をもち、Whitehead の定理によ
り q はホモトピー同値となる。最後に EΓ は単連結かつ自由な Γ-空間なので、被覆 EΓ → BΓ
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の deck 群から π1(BΓ) = Γ を得る。コホモロジーについては H∗(BΓ, A) = H∗(Γ, A) という定
義を使えばよい。

H は可縮なので、πorb1 (Man
1,1) = SL2(Z) である。ここで PSL2(Z) に置き換えると、すべての楕円

曲線がもつ −1 の自己同型が消えてしまう。

5 無限小変形と局所モジュライ

この章で考えること
3g− 3 という数を計算するだけでなく、何の接空間なのか、障害の消滅が何を意味するか、実
際の局所空間を得るためにどの存在定理が必要かを区別する。

5.1 変形関手の定義

微小な変化を t の一次まで調べるため、ε2 = 0 を満たす元を導入する。A = C[ε]/(ε2) の点空間
は一点だが、関数環には一次の方向が残っている。SpecA はその関数環をもつ affine スキームを
表す。スキームの一般的な準備は第 9節に置くが、ここでは次の具体的な環と貼り合わせで計算
できる。

定義 5.1. ArtC は、剰余体が C である有限次元局所 Artin C-代数と、剰余体上恒等となる局
所 C-代数準同型の圏とする。滑らかな射影曲線 C/C の A ∈ ArtC 上の変形は、proper flat

な有限表示射 π : CA → SpecA と、同型 j : C
∼−→ CA ×SpecA SpecC の組である。同型は A

上の同型で、j と可換なものとする。その同型類の集合を DefC(A) と書く。

DefC は環の圏上では共変である。すなわち A → A′ は CA 7→ CA ×A A
′ を与える。特殊ファイ

バーの同定 j を定義に含めたことが重要であり、これを忘れると Aut(C) による同一視が追加さ
れる。平坦性とは、局所的に構造環が基底の環上 flat 加群であることである。一次の変形では、ε
に関する不自然な torsion を排除する。

定義 5.2 (形式的な普遍性と versality). 剰余体 Cの完備局所 Noether環 R に対し、hR(A) =
Homcont

C,loc(R,A) と置く。自然同型 hR ' DefC があるとき R は変形関手を prorepresent す
るという。自然変換 hR → DefC が次の持ち上げ条件を満たすとき formally versal と呼ぶ。
任意の全射 A′ ↠ A に対して

hR(A
′) −→ hR(A)×DefC(A) DefC(A

′)

が全射である。さらに A = C[ε]/(ε2) 上で全単射なら miniversal と呼ぶ。

普遍性は任意の変形を誘導する写像の一意性を含む。versal では一意性を要求しない。また、完
備局所環上の形式的変形と、収束する解析空間上の族は別の対象である。
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5.2 一次変形を Čech コサイクルで記述する

引用定理 5.3（射影曲線のコホモロジー比較）
複素射影曲線 C と連接代数層 F に対し、解析化は自然な同型H i(C,F ) ' H i(Can, F an) を
与える。出典：GAGA、[8], Appendix B の比較定理。

以下の Čech 計算は代数的な affine 被覆で行う。得られた H1(TC) に既習の解析的な Riemann–

Roch・Serre 双対性を適用できるのは、この比較による。
TC = HomOC

(Ω1
C ,OC)を正則接束とする。その切断は C-線形導分D、すなわちD(fg) = fD(g)+

gD(f) を満たす作用素である。

補題 5.4 (局所的な一次自明性). 滑らかな affine 開集合 U ⊂ C の双対数環上の変形は U ×
SpecC[ε]/(ε2) と同型である。その特殊ファイバー上恒等な自己同型は 1+ εD、D ∈ Γ(U, TC) と
一対一に対応する。

証明. A = C[ε]/(ε2)、U = SpecR と書く。まず、affine スキームの nilpotent な厚み付けも affine

であるという標準事実を用い、変形を SpecB と書く（[20], “Limits of Schemes” の affine な無限
小厚み付け）。B は A 上 flat で B/εB ' R である。
1. 剰余写像の切断を作る。滑らかな C-代数 R の形式的滑らかさにより、B ↠ B/εB ' R に対
して恒等写像 R→ R は C-代数写像 s : R→ B に持ち上がる。これを用いて

Φ : R⊗C A −→ B, r + εr′ 7−→ s(r) + εs(r′)

を定める。s が環準同型なので Φ も A-代数準同型である。
2. flat 性を使って Φ が同型であることを示す。A のイデアル (ε) は A-加群として A/(ε) と同
型である。0 → (ε) → A→ C → 0 に flat な B をテンソルすると、

0 −→ B/εB
r 7→εs(r)−−−−−−→ B −→ B/εB −→ 0

が完全となる。特に εB ' R である。任意の b ∈ B から、その剰余の持ち上げ s(b̄) を引けば εB

に入るので Φ は全射である。Φ(r + εr′) = 0 なら剰余を取って r = 0、次いで上の単射性から
r′ = 0 である。従って単射でもある。
3. 自己同型を導分に翻訳する。特殊ファイバー上恒等な A-自己同型は、r ∈ R に対して ψ(r) =

r + εD(r) と一意に書ける。ψ(rs) = ψ(r)ψ(s) を展開すると

rs+ εD(rs) = rs+ ε{rD(s) + sD(r)}

となる。よって Dは導分である。逆に導分ならこの式により環準同型を定め、(1+εD)(1−εD) = 1

だから自己同型となる。
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定理 5.5 (一次変形と接空間). 自然な同型

T DefC := DefC
(
C[ε]/(ε2)

)
' H1(C, TC)

がある。また、自明な一次変形の特殊ファイバー上恒等な自己同型は H0(C, TC) で記述さ
れる。

証明. 方針。 局所的には変形は自明である。従って変形の情報は「局所的な積をどう貼るか」に
すべて入る。以下では、貼り合わせを関数環側の自己同型として書き、添字の規約を ϕijϕjk = ϕik

とする。
1. 貼り合わせからコサイクルを得る。C の有限 affine 開被覆 {Ui} を取る。分離性により有限交
叉も affine であり、この被覆で準連接層 TC の Čech コホモロジーを計算できる。前の補題によ
り、変形の Ui 上の部分を Ui × SpecA と同定する。特殊ファイバーの同定は固定したので、重な
りの変換は恒等写像に還元され、ϕij = 1 + εDij と書ける。三重交叉上で

(1 + εDij)(1 + εDjk) = 1 + ε(Dij +Djk)

である。二次の項が消えるのは ε2 = 0 のためである。従って貼り合わせ条件は Dij +Djk = Dik、
すなわち Čech の 1-コサイクル条件になる。
2. 自明化の変更はコバウンダリになる。Ui 上の自明化を ψi = 1 + εDi で変更すると、

ϕ′
ij = ψiϕijψ

−1
j = 1 + ε(Dij +Di −Dj).

従って D′
ij −Dij = Di −Dj は 0-コチェインのコバウンダリであり、[Dij ] ∈ H1(C, TC) は自明

化の選択に依存しない。被覆を細かくするとコサイクルを制限するだけなので、被覆の選択にも
依存しない。
3. 任意のコサイクルから変形を作る。逆に Dij を与え、Ui × SpecA を 1+ εDij によって貼り合
わせる。コサイクル条件は三重交叉での一致を保証し、Dji = −Dij は逆写像を保証する。局所的
に積なので得られる射は flat かつ有限表示である。特殊ファイバーは C である。nilpotent な基
底の厚み付けに対して proper 性は特殊ファイバーから判定できるので、射は proper でもある。
この標準的な無限小不変性には、分離性と普遍閉性が nilpotent な厚み付けで保たれることを用い
る。よって定義を満たす変形が得られる。
4. 同型類の対応が一対一であることを示す。二つのコサイクルの差が Di −Dj なら、局所写像
1 + εDi は第 2段階の式によって貼り合わせと可換となり、変形の同型を与える。逆に変形の同
型があれば、特殊ファイバー上恒等なので局所的に 1 + εDi の形であり、同じ式から差はコバウ
ンダリである。第 1段階と第 3段階は互いに逆だから、求める全単射が得られる。この対応で H1

の加法・スカラー倍を移すことで、左辺の自然な接ベクトル空間構造を得る。
5. 自己同型も同じ計算で読む。自明変形を自分自身へ送るには、ϕij = 1 のもとで Di −Dj = 0

が必要十分である。これは Di が大域的な導分に貼り合う条件だから、自己同型全体は H0(C, TC)

となる。合成は導分の和に対応する。
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Rk ⊗A Rj ⊗A

Ri ⊗A

1+εDjk

1+εDik 1+εDij

Ri は三重交叉上の同じ関数環を、第 i の自明化で見たコピーを表す。図の写像は関数環側の貼り
合わせである。二通りの経路の一致が Dij +Djk −Dik = 0 である。関数環の矢印は空間の矢印
と反対向きになる。この向きにそろえると合成は ϕij ◦ ϕjk = ϕik となる。

例 5.6 (座標の微小変更を計算する). 局所座標 z について z 7→ z + εa(z) と変えると、任意の正
則関数は f(z) 7→ f(z) + εa(z)f ′(z) と変わる。従って対応する導分は a(z)∂/∂z である。例えば
a(z) = z2、f(z) = z3 なら f の変化は 3εz4 である。Dij = Dj −Di と書ける貼り合わせなら、自
明化を 1 + εDi で替えることで D′

ij = 0 となる。これが「変形が自明であること」と「コホモロ
ジー類が零であること」の具体的な意味である。

命題 5.7 (次元と余接空間). g ≥ 2 なら

H0(C, TC) = 0, h1(C, TC) = 3g − 3, H1(C, TC)
∨ ' H0(C,K⊗2

C ).

証明. TC = K−1
C なので deg TC = −(2g− 2) < 0 である。非零の正則切断 s が存在すれば、その

零因子 (s)0 は有効で、deg TC = deg(s)0 ≥ 0 となるはずである。これは矛盾だから h0(TC) = 0

である。次に Riemann–Roch の式に代入すると

0− h1(TC) = (2− 2g) + 1− g = 3− 3g

なので h1(TC) = 3g−3を得る。最後に、線束 Lに対する Serre 双対性H1(L)∨ ' H0(KC ⊗L−1)

に L = TC = K−1
C を代入すれば

H1(TC)
∨ ' H0(KC ⊗KC) = H0(K2

C)

となる。いずれの段階でも g ≥ 2 という仮定を、特に最初の負次数性に使った。

したがって二次微分は局所パラメータそのものではなく、変形の余接ベクトルとして現れる。

5.3 障害と、持ち上げ全体の構造

定義 5.8. ArtC の全射 A′ ↠ A が small extension であるとは、その核 I が mA′I = 0 を満
たすことをいう。特に I2 = 0 で、I は C-ベクトル空間となる。

定理 5.9 (滑らかな曲線の持ち上げ). small extension A′ ↠ A と変形 CA に対し、持ち上げ
の障害はH2(C, TC)⊗ I に属する。これが零なら、CA との同定を付けた持ち上げの同型類は
H1(C, TC) ⊗ I の torsor となり、各持ち上げの A 上恒等な自己同型群は H0(C, TC) ⊗ I で
ある。従って曲線では常に持ち上げが存在する。
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ここで V の torsor とは、V が自由かつ推移的に作用する集合をいう。一つの持ち上げを選べば
V と同一視できるが、標準的な原点はない。

証明. 方針。 一次変形の場合と同じ貼り合わせを行う。ただし今回は、重なりの同型を任意に持
ち上げると三重交叉で誤差が出る。その誤差を修正できるかを調べる。
1. 局所的な持ち上げを選ぶ。有限 affine 被覆 {Ui} を選ぶ。smooth な affine 代数の無限小持ち
上げ性により、Ui 上の変形は A′ に持ち上げられる。具体的には、滑らかな affine C-代数の Artin

環上の変形は、補題 5.4の議論を nilpotent ideal の冪について反復して自明化できる。重なりの
同型も形式的滑らかさによって持ち上げられ、還元が同型なので持ち上げも同型となる。局所的
な持ち上げを U ′

i、重なりの持ち上げを ϕ̃ij と書き、逆向きには逆写像を取る。
A 上恒等な自己同型は 1 +D、D ∈ Γ(U, TC) ⊗ I の形である。これは前の補題の εD を I に値
をもつ導分に替えた計算による。mA′I = 0 のため、その導分は特殊ファイバー上の導分として扱
え、二つの誤差の積は零になる。
2. 三重交叉での誤差を測る。元の ϕij は cocycle 条件を満たすので、

ϕ̃ijϕ̃jk = (1 + cijk)ϕ̃ik, cijk ∈ Γ(Uijk, TC)⊗ I

と書ける。四重交叉で三つの写像を、先に左二つ、または先に右二つから合成すると

cijk + cikl = cjkl + cijl

を得る。誤差を運ぶ共役作用は特殊ファイバー上恒等なので、この加法式に余分な項は生じない。
これは δc = 0、すなわち 2-コサイクル条件である。
3. 障害類が消えることと修正可能性を対応させる。持ち上げを ϕ̃′

ij = (1+ bij)ϕ̃ij と変更すると、

c′ijk = cijk + bij + bjk − bik = cijk + (δb)ijk.

従って [c] ∈ H2(TC)⊗ I はこの選択に依存しない。局所的な持ち上げ自体を別のものに替えても、
局所同型で比較すれば同じ計算になる。[c] = 0 なら δb = −c を解けるので c′ = 0 とでき、局所
変形は A′ 上の変形に貼り合う。逆に大域的な持ち上げがあれば、その制限から選んだ貼り合わせ
には誤差がないから [c] = 0 である。
4. 持ち上げ同士の差を読む。成功した貼り合わせを一つ固定する。別の成功した貼り合わせとの
差 bij は、両方の誤差が零なので δb = 0 を満たす。局所同型 1 + ai で比較すると bij は ai − aj

だけ変わる。従って同型類の差は H1(TC)⊗ I の元であり、任意の元を加えて新しい持ち上げを作
れる。差が零なら同型、差が決まれば同型類も決まるので、作用は自由かつ推移的である。比較の
基準となる持ち上げは選んだものだから、得られる集合はベクトル空間そのものではなく torsor

である。自己同型は ai = aj を満たすもの、すなわち H0(TC)⊗ I である。
5. 曲線の場合に結論する。一次元 Noether スキームの準連接層のコホモロジーは次数二以上で消
滅する。従って H2(C, TC) = 0 であり、任意の small extension に対して障害類は零となる。

例 5.10 (torsor に原点がない、という意味). A′ = C[t]/(t3) ↠ A = C[t]/(t2) では I = Ct2 で
ある。一次変形を固定すると、それを二次まで延ばす方法は存在し、その差は H1(TC)t

2 で測ら
れる。一つの延長を「零」と決めれば他の延長にベクトルを割り当てられるが、一次変形のデー
タだけからその零は選べない。これは方程式 Lx = b の解集合が、一つの解 x0 を選んで初めて
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x0 + kerL と書けることに似ている。ここでの類似は集合への自由推移的作用に関するものであ
り、障害計算そのものは上の Čech 計算による。
注意 5.11. 任意の Artin 環の全射は small extension の列に分解できるので、この定理は形式的
非障害性を与える。しかし、これだけで収束する解析的普遍族の存在を証明したわけではない。

5.4 解析的普遍変形と有限群の作用

定義 5.12 (解析的な普遍変形). 曲線 C の解析的変形は、解析空間の芽 (B, b) 上の proper

flat な族と特殊ファイバーの同定 C ' Xb である。変形 C → (S, 0) が普遍であるとは、任意
の変形が一意な芽の射 f : (B, b) → (S, 0) による引き戻しと同型になることをいう。同型は
特殊ファイバーの同定を保つものを取る。

引用定理 5.13（滑らかな曲線の普遍変形定理）
g ≥ 2 の曲線 C は、滑らかな (3g − 3) 次元の解析空間の芽 (S, 0) 上の普遍変形をもつ。
Kodaira–Spencer 写像 T0S → H1(C, TC) は同型である。特殊ファイバーの同定を保つ引き
戻し同型も一意であり、完備局所環は DefC を prorepresent する。さらに Aut(C) はこの普
遍変形の芽に作用し、粗モジュライ空間の [C] における芽は S/Aut(C) である。出典：Hain

[1], §10、および同所で参照される変形理論。形式的な持ち上げの一般論は [10], Chapter 2 を
参照。局所商という最後の主張には、同型の局所的な延長を含む局所モジュライ定理を使う。

Kodaira–Spencer 写像とは、v : SpecC[ε]/(ε2) → S によって引き戻した一次変形の類を v に対応
させる写像である。その同型性は「すべての一次方向が一度ずつ現れる」という意味である。引
用定理における有限自己同型群は、特殊ファイバーの同定を変えることによって作用する。同定
を固定した普遍性と、同定を忘れた後の有限商は矛盾しない。

論理上の確認
H0 = 0 は無限小自己同型の消滅、H1 は変形の接空間、H2 = 0 は形式的な持ち上げ障害の
消滅である。実際の解析空間と普遍族の存在には、引用した存在定理を別に使っている。ま
た S が滑らかでも S/Aut(C) の滑らかさは自動ではない。

5.5 標点を動かす場合

D = p1 + · · ·+ pn とする。標点付き変形は、変形族に互いに交わらない切断と、それらの特殊値
の同定を付けたものである。

命題 5.14. 標点付き曲線の一次変形は H1(C, TC(−D)) で分類され、無限小自己同型は
H0(C, TC(−D)) である。安定範囲では接空間の次元は 3g − 3 + n となる。

証明. 1. 標点を固定する局所座標を選ぶ。pi の近くの座標を z、z(pi) = 0 とする。一次変形の
局所的な自明化のもとで、標点切断は z = aε と書ける。z′ = z − aε に替えれば、切断は z′ = 0

になる。従って標点も含めて局所的には自明化できる。
2. 許される導分を調べる。この切断を保つ座標変更 z 7→ z + εv(z) では v(0) = 0 が必要十分で
ある。すなわち導分 v(z)∂/∂z は pi で消えなければならない。すべての標点でこの条件を課した
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導分の層は TC(−D) である。従って定理 5.5のコサイクル・コバウンダリの計算を、この層に対
してそのまま行える。接空間は H1(TC(−D))、無限小自己同型は H0(TC(−D)) となる。
3. 安定範囲で次元を求める。2g− 2+ n > 0 だから deg TC(−D) = 2− 2g− n < 0 である。負次
数の線束は非零正則切断をもたないので h0 = 0 であり、Riemann–Roch から

−h1(TC(−D)) = (2− 2g − n) + 1− g = 3− 3g − n

を得る。従って h1 = 3g − 3 + n である。

完全系列
0 → TC(−D) → TC →

⊕
i

TpiC → 0

のコホモロジーを取ると、曲線を固定したまま標点を動かす方向と、曲線自体を変形する方向の
関係もわかる。特に g ≥ 2 なら 0 →

⊕
i TpiC → H1(TC(−D)) → H1(TC) → 0 が完全であり、標

点一つにつき一次元が増える。

例 5.15 (三つの低種数の確認). (P1; 0, 1,∞) では TP1(−D) ' O(−1) なので h0 = h1 = 0 であ
る。これはM0,3 が一点で自己同型もないことに対応する。第四点を加えると TP1(−D) ' O(−2)、
h1 = 1 となり、複比の一つのパラメータを得る。楕円曲線 (E; 0) では TE ' OE、従って TE(−0)

の次数は −1 で、h1 = 1 である。これは上半平面の次元と一致する。原点を外すと h0(TE) = 1

となるため、標点の有無を無視して 3g − 3 を代入してはいけない。
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6 Teichmüller 空間と写像類群

この章で考えること
曲線にマーキングを付けて自己同型による曖昧さを取り除き、局所変形空間を大域的な一つ
の空間にまとめる。

6.1 マーキングと同値関係

Sg を種数 g ≥ 2 の向き付けられた閉 C∞ 曲面として固定する。

定義 6.1. マーキング付き曲線は曲線 C と向きを保つ微分同相 f : Sg → C の組である。
(C, f) と (C ′, f ′) が同値とは、双正則写像 h : C → C ′ があり、h ◦ f と f ′ が isotopic となる
ことをいう。その同値類の集合を Tg とする。Γg = Diff+(Sg)/Diff0(Sg) = π0Diff+(Sg) を
写像類群と呼ぶ。ここで Diff0 は恒等写像に isotopic な微分同相全体である。

γ ∈ Γg は [C, f ] 7→ [C, f ◦ γ−1] で作用する。代表元の変更は isotopy で吸収されるので作用は
well-defined である。このマーキングは第 3節のホモロジーの枠より多くの情報をもつ。高種数で
はホモロジー上自明でも非自明な写像類が存在する。

補題 6.2. g ≥ 2 の曲線の自己同型が H0(C,KC) 上恒等に作用すれば、その自己同型は恒等写像
である。従って Aut(C) → Sp(H1(C,Z)) は単射であり、恒等写像に isotopic な正則自己同型は
恒等写像だけである。

証明. 自己同型を h とする。正則微分を固定することから、標準写像の像の各点を固定すること
を導くのが方針である。標準写像を κ : C → P(H0(KC)

∨) と書く。h∗ が恒等なら、標準線形系
の関手性により κ ◦ h = κ である。
非超楕円の場合。 既習の標準写像の定理により κ は閉埋め込みである。各 p ∈ C について
κ(h(p)) = κ(p) であり、κ の単射性から h(p) = p となる。従って h = id である。
超楕円の場合。 κ は二重被覆 q : C → P1 と有理正規曲線の埋め込みの合成である。従って
q ◦ h = q となる。関数体の二次拡大 C(C)/C(x) の自己同型は恒等と超楕円対合 ι の二つだけな
ので、h もそのどちらかである。y2 = f(x) という表示で ι(x, y) = (x,−y) であり、正則微分の
基底

dx

y
,

x dx

y
, . . . ,

xg−1dx

y

をすべて負にする。従って ι∗ = −I は恒等ではなく、h = id だけが残る。
最後に h が H1(C,Z) 上恒等なら、双対と複素化により H1(C,C) 上恒等である。Hodge 分解の部
分空間 H1,0(C) = H0(KC) 上でも恒等なので、今示した結論を適用できる。恒等写像に isotopic

な写像はホモロジー上恒等だから、最後の主張も従う。

命題 6.3. 集合として Γg\Tg 'Mg であり、[C, f ] の固定点群は Aut(C) と同型である。

証明. 1. 軌道がちょうど同型類であることを示す。マーキングを忘れる写像 [C, f ] 7→ [C] は、
任意の曲線が基準曲面と向きを保って微分同相なので全射である。h : C → C ′ が正則同型なら、
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f ′−1hf は Sg の向きを保つ微分同相である。従って f と f ′ の相違は写像類群の作用で吸収され、
二つの点は同じ軌道に属する。逆に群作用は曲線 C 自体を替えずマーキングだけを替えるので、
同じ軌道は同型な曲線を与える。
2. 固定点群の同型を具体的に作る。h ∈ Aut(C) に γh = [f−1hf ] を対応させる。h ◦ f ◦ γ−1

h は
f に isotopic なので、[C, f ◦ γ−1

h ] = [C, f ] であり、γh は固定点群に属する。合成は明らかに保た
れる。γh = 1 なら h は恒等写像に isotopic なので、前の補題により h = 1 である。従ってこの
準同型は単射である。
逆に γ が [C, f ] を固定すると、定義により正則自己同型 h があり、h ◦ f ◦ γ−1 ' f となる。こ
れを移項すれば [f−1hf ] = γ である。従って全射でもあり、群の同型を得る。

6.2 位相と複素構造：用いる存在定理

引用定理 6.4（Teichmüller 理論の基本定理）
g ≥ 2 に対し、上の集合 Tg には複素次元 3g − 3 の複素多様体構造があり、次を満たす。

1. Tg は可縮で、実多様体として R6g−6 と微分同相である。
2. Γg は正則かつ proper に作用する。
3. マーキング付き曲線の普遍族 Cg → Tg が存在する。底の局所変形座標は普遍変形の座
標と一致する。

4. 安定範囲の標点付き版 Tg,n も可縮な複素多様体で、複素次元 3g − 3 + n、固定点群は
Aut(C; pi) である。

出典：Hain [1], Theorems 7.3, 7.4, 9.3, 10.1–10.3 および §11。標点付きの完全な構成は [13]

の Teichmüller 理論を参照する。

定義した集合にどの位相・複素構造を入れるかは非自明である。第 5節の接空間計算だけではこ
の定理を代用できない。また Tg ' R6g−6 は実微分同相であり、C3g−3 との双正則同型を主張して
いない。

6.3 一意化と長さ・ねじれ座標

引用定理 6.5（一意化と Fenchel–Nielsen 座標）
種数 g ≥ 2 の曲線は、その複素構造に適合する曲率 −1 の完備双曲計量を一意にもつ。Sg の
pants 分解を固定すると、各切断曲線の測地線長 `i > 0 とねじれ量 ti ∈ R により

Tg ' (R>0)
3g−3 × R3g−3

という実解析的な座標表示が得られる。出典：Hain [1], Theorem 4.1、§9、特に Theorem 9.3。

pantsとは球面から三つの円板を除いた曲面である。その Euler数は−1である。2−2g = −(2g−2)

だから必要な pants の数は 2g − 2、境界は二つずつ貼るので貼り合わせる曲線の数は 3g − 3 で
ある。各曲線について長さとねじれという二つの実数があるので実次元 6g− 6 となる。この数え
上げは座標の存在・一意性を証明するものではなく、引用した座標定理の次元を説明している。
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χ = −1

切断・貼合せ

境界長 `

ねじれ量 t

ねじれ量は円周上の角度ではなく、マーキングを記録した実数である。一周ねじると曲線の複素
構造が同じでもマーキングが Dehn twist だけ変わる。したがって ti を周期的に同一視してはい
けない。

6.4 モジュライの局所構造

系 6.6. Mg は局所的に有限群商として記述される複素解析空間であり、Man
g ' [Tg/Γg] である。

そのオービフォールド基本群は Γg である。

証明. proper な離散群作用について、各点 x には、γU ∩U 6= ∅ なら γ ∈ Γx となる小近傍 U を
選べる。有限群 Γx について U を不変に取り直すと、商の近傍は U/Γx になる。固定点群は命題
6.3から Aut(C) であり、これは普遍変形の局所商と一致する。族については局所的にマーキング
を選び、周期族の場合と同様にその変更を Γg の主束として降下させる。最後は Tg の可縮性と命
題 4.8による。

g = 2 では超楕円対合に対応する写像類がすべての点を固定する。従ってここでも非有効な作用
を許す必要がある。
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7 レベル構造と自己同型の除去

この章で考えること
「レベルを付ければ自己同型が消える」を、有限性、整数行列の定理、正則微分への忠実な
作用の三段階で示す。

定義 7.1. g ≥ 1、2g− 2+ n > 0 とし、整数 ` ≥ 1 をとる。曲線 C のレベル ` 構造は、交叉
形式を保つ同型H1(C,Z/`Z) ' (Z/`Z)2g である。基準曲面の symplectic 基底を固定し、

Γg,n[`] = ker
(
Γg,n −→ Sp2g(Z/`Z)

)
と定める。対応する分類空間を Mg,n[`] = Γg,n[`]\Tg,n とする。

ここでは Sp2g は 2g × 2g 行列の群である。Hain の Spg と添字の規約が異なる。

引用定理 7.2（整数行列と写像類群の標準結果）
Sp2g(Z) の主合同部分群 Sp2g(Z)[`] は ` ≥ 3 なら torsion-free である（Minkowski）。また
Γg,n → Sp2g(Z/`Z) は全射である。出典：Hain [1], Theorem 12.5 と §12。後者は Dehn twist

のホモロジー作用による symplectic transvection の生成から従う。

定理 7.3. ` ≥ 3 なら Γg,n[`] は Tg,n に自由に作用する。従って Mg,n[`] は滑らかな複素多様
体で、レベル付き曲線の普遍族をもつ。

証明. 1. 固定点をもつ元だけを調べる。γ ∈ Γg,n[`] が [C, f ; pi] を固定したとする。命題 6.3の標
点付き版により、γ は標点を保つ正則自己同型 h に対応する。安定範囲なので Aut(C; pi) は有限
であり、ある m > 0 に対して hm = 1 となる。
2. 整数ホモロジー上の作用を調べる。A = h∗|H1(C,Z) は symplectic 整数行列である。レベルを
保つという条件は A ≡ I (mod `) であり、有限位数性は Am = I を意味する。従って A は主合
同部分群の torsion 元である。` ≥ 3 なので引用定理 7.2により A = I である。
3. ホモロジーから自己同型へ戻る。g ≥ 2 なら補題 6.2により h = 1、従って γ = 1 である。
g = 1 なら少なくとも一点の標点がある。それを原点とすると、h は z 7→ az であり、二つの格子
生成元を固定する A = I から a = 1 となる。以上で作用が自由であることがわかった。
4. 商と普遍族を作る。作用は Teichmüller 理論により proper であり、自由性と合わせると各点
の小近傍は相異なる移動像と交わらないように取れる。従って商は複素多様体で、商写像は局所
双正則な被覆である。Teichmüller 空間上の普遍族を群作用で貼り合わせれば、商上の族が得られ
る。任意のレベル付き族について局所的にマーキングを選ぶと、その変更は Γg,n[`] に属するので
局所分類写像は商への一つの写像に貼り合う。引き戻し同型の差はレベルを保つ自己同型であり、
前半の議論により恒等だから、同型も一意に貼り合う。これが普遍性である。

例 7.4 (レベル二では何が残るか). 任意の楕円曲線の自己同型 [−1] は整数ホモロジーに −I で作
用する。しかし −1 ≡ 1 (mod 2) なので、レベル二構造をすべて保つ。従ってレベル二では自己同
型を除去できない。レベル三では −I 6≡ I (mod 3) であるため、この自己同型は許されない。一
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般の有限自己同型についても同じ結論を保証するのが Minkowski の定理である。Γg,n → Sp2g(Z)
の核全体が自明である必要はない。

Mg,n[`] → Mg,n は有限群 Sp2g(Z/`Z) による通常の商であり、粗空間上では分岐しうる。一方、
Mg,n[`] → Man

g,n は有限非分岐なオービフォールド被覆である。特に、粗空間上でこの有限群の作
用が有効とは限らないので、群の位数をそのまま写像の次数と呼ばない。

命題 7.5. ` ≥ 3 の Γg,n[`] は torsion-free である。

証明. 仮に位数 m > 1 の元 h が存在したとする。m の素因数 p を選ぶと、hm/p は位数 p をも
つので巡回部分群 G ' Z/p が存在する。前の定理から G は可縮な有限次元多様体 Tg,n に自由に
作用する。従って商 Y = Tg,n/G は同じ次元の多様体で、その普遍被覆は可縮、基本群は G であ
る。つまり Y は BG のモデルとなる。有限次元多様体は有限次元 CW 型をもつので、dimY よ
り大きい k に対して Hk(Y,Fp) = 0 である。
一方、巡回群の標準周期分解では微分を交互に与える元は s− 1 と N = 1 + s+ · · ·+ sp−1 であ
る。自明 Fp 係数へ Hom を取ると、前者は零、後者も p = 0 により零になる。従って得られる
コチェイン複体は各次数に Fp があり、すべての微分が零である。ゆえに Hk(G,Fp) = Fp がす
べての k ≥ 0 で成立し、上の消滅に矛盾する。従って有限位数の非自明元は存在しない。

この証明は Γg,n → Sp2g(Z) が単射だとは主張しない。その核（Torelli 群）は大きい。必要だっ
たのは、個々の曲線の有限自己同型群への制限が単射であることだけである。
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8 周期、Hodge 束、モジュラー形式

この章で考えること
曲線から得られる線形代数的な情報を族の上で整理する。モジュラー形式を変換公式だけで
なく、線束の切断として理解する。

8.1 周期行列と Jacobian

C を種数 g の曲線とし、H1(C,Z) の symplectic 基底 αi, βi を選ぶ。Riemann の双線形関係式に
よって、∫

αj
ωi = δij となる正則微分の基底が一意に存在する。Ωij =

∫
βj
ωi と置く。

定義 8.1. Siegel 上半空間は

Hg = {Ω ∈Mg(C) | Ωt = Ω, =Ω > 0}

である。最後の条件は実対称行列 =Ω が正定値であることを表す。

引用定理 8.2（Riemann の双線形関係式と周期の正則性）
上の周期行列は Hg に属し、Jac(C) = Cg/(Zg + ΩZg) は主偏極付き複素トーラスとなる。
smooth proper な曲線族の周期行列は、ホモロジー基底を局所的に固定すれば基底に正則に
依存する。出典：[12], Chapter 2 の Riemann 面と Jacobian の節。種数 1 の族については
Hain [1], Theorem 2.31。

主偏極とは、この場合、格子上の unimodularな整数交代形式で、複素構造と適合する正値性を満た
すものをいう。曲線からは交叉形式がそれを与える。偏極を忘れたトーラスだけを分類対象とする
わけではない。基底変換 (

A B
C D

)
∈ Sp2g(Z) に対し、規約を統一すればΩ 7→ (AΩ+B)(CΩ+D)−1

となる。よって曲線の族から主偏極付きトーラスの族への周期写像が得られる。

引用定理 8.3（Torelli の定理）
二つの滑らかな曲線が主偏極付き Jacobian として同型なら、その曲線は同型である。出典：
[12], Chapter 2 の Torelli の定理。

この定理は同型類を復元する主張である。周期写像の微分がすべての点で単射であるという別の
主張まで含めてはいけない。

31



リーマン面のモジュライ 定義・定理・証明

8.2 相対正則微分と Hodge 束

定義 8.4. 滑らかな曲線族 π : X → B に対し、ωX/B = Ω1
X/B を相対正則微分の線束とする。

EB = π∗ωX/B を Hodge 束、λB = detEB =
∧g EB を Hodge 線束と呼ぶ。

引用定理 8.5（曲線族の Hodge 束と基底変換）
滑らかな proper 曲線族に対して π∗ωX/B は階数 g の局所自由層で、任意の基底変換と可換
である。さらに R1π∗ωX/B ' OB である。この主張は非被約基底も含む。相対双対性と、幾
何学的に連結な被約ファイバーをもつ曲線族のコホモロジーの基底変換を用いる。出典：[8],

Chapter III, §12 と相対双対性、解析的には [11] の固有直像・双対性。

各ファイバーで h0(KXb
) = g、h1(KXb

) = 1 である。被約基底では Grauert の定理からも局所自
由性がわかる。非被約基底については、ファイバーの次元の一定性だけで済ませず、上の族に対
する定理を使う。また EB′ ' f∗EB であり、族の同型とも両立する。従ってすべての族の Hodge

束をまとめると、モジュライスタック上のベクトル束 E と線束 λ が得られる。

定義 8.6 (商上のベクトル束). [X/Γ] 上のベクトル束とは、X 上の正則ベクトル束 V と、Γ

の作用を持ち上げるファイバー上線形な作用の組である。射はその作用と可換な束写像であ
る。切断は Γ-同変な切断とする。

固定点群は各ファイバーに表現として作用する。その表現もデータの一部であり、通常の軌道空
間上の束とは異なる。

8.3 種数一で変換公式を計算する

Eτ 上では dz が Hodge 線束を自明化する。γ : Eτ → Eγτ は z 7→ z/(cτ + d) だから γ∗(dz′) =

(cτ + d)−1dz である。従ってファイバーを順方向に移す作用は

(τ, v) 7−→ (γτ, (cτ + d)v)

となる。よって λ⊗k の切断は、正則関数 f : H → C で

f(γτ) = (cτ + d)kf(τ) (1)

を満たすものに対応する。

定義 8.7 (モジュラー形式の規約). k ∈ Zとする。式 (1)を満たす正則関数で、さらに q = e2πiτ

に関する展開が q = 0 に正則に延びるものを、重さ k の正則モジュラー形式と呼ぶ。q = 0

で零となるものを cusp form と呼ぶ。cτ + d の乗数系はここでは付けない。

τ 7→ τ+1の周期性によって q 展開を考えられる。上半平面上の変換則だけを要求する切断と、cusp
における正則性まで要求するモジュラー形式を区別する。原著 Hain の §3.2 では開いたオービ
フォールド上の切断を重視するため、この境界条件を独立に補った。−I を代入すると f = (−1)kf

だから、奇数の重さには非零の形式はない。
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例 8.8 (固定点における切断の値). τ = i を固定する S =
(
0 −1
1 0

) を変換則に代入すると f(i) =

ikf(i) となる。従って 4 ∤ k なら f(i) = 0 である。これは「固定点群の非自明な表現に、不変な
非零ベクトルはない」という線形代数の事実である。特に E6(i) = 0 を、級数を足し合わせずに
結論できる。同様に ρ を固定する (

0 −1
1 1

) では cρ + d = ρ + 1 が原始六乗根なので、6 ∤ k なら
f(ρ) = 0 である。

定義 8.9 (Eisenstein 級数). 整数 k ≥ 2 に対し

G2k(τ) =
∑

(a,b)∈Z2\{(0,0)}

(a+ bτ)−2k, E2k(τ) =
G2k(τ)

2ζ(2k)
,

と定める。ここで ζ(s) =
∑

n≥1 n
−s（s > 1）である。

収束と変換則の計算。級数は H のコンパクト集合上で一様絶対収束する。実際、格子の基底の非
退化性から |a+ bτ | ≥ c

√
a2 + b2 を一様に取れ、二次元格子上の 2k > 2 乗の逆数和は収束する。

この評価を詳しく見ると、K ⊂ H がコンパクトなら、実線形写像 (a, b) 7→ (a+ b<τ, b=τ) の逆行
列のノルムは τ ∈ K で一様に有界である。従って上の c > 0 が取れる。max(|a|, |b|) = n となる
格子点の数は 8n なので、比較する級数は∑

n≥1 8nn
−2k であり、2k > 2 なら収束する。正則関

数の局所一様収束定理により G2k は正則となる。
また γ =

(
A B
C D

) に対して
a+ bγτ =

(aD + bB) + (aC + bA)τ

Cτ +D
.

整数対 (a, b) 7→ (aD + bB, aC + bA) は行列式 1 の全単射なので、絶対収束する和を並べ替えて
G2k(γτ) = (Cτ +D)2kG2k(τ) を得る。cusp での性質と次の判別式の公式は、以下の古典的定理
として用いる。

引用定理 8.10（古典的モジュラー形式の基本公式）
正規化 Eisenstein 級数 E4, E6 は重さ 4, 6 のモジュラー形式であり、

∆ =
E3

4 − E2
6

1728
= q

∏
m≥1

(1− qm)24

は重さ 12 の cusp form である。∆ は H 内で零点をもたず、cusp で一位の零点をもつ。
j = E3

4/∆ は M1,1 ' C を与える。出典：Hain [1], §§2.1, 3.2 の Weierstrass 不変量・判別式
の議論、および [15], Chapter VII。

命題 8.11. 開いた楕円曲線のモジュライ上では λ12 は自明であり、λ の位数はちょうど 12

である。

証明. 上からの評価。線束に非消滅大域切断 s があれば、1 7→ s は自明線束からの同型を与える。
∆ は H 上零点をもたず、重さ十二の変換則を満たすから、スタック上で λ12 の非消滅切断であ
る。従って λ12 ' O であり、λ の位数は十二の約数である。
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下からの評価。λk ' O と仮定する。自明線束の自明な同変構造では、各対象の自己同型はファイ
バーに恒等的に作用する。従って λk のすべての固定点群表現も自明でなければならない。Ei の
位数四の自己同型は λ のファイバーに原始四乗根を掛けるので、その k 乗が 1 となるには 4 | k
が必要である。同様に Eρ の位数六の自己同型から 6 | k が必要である。従って lcm(4, 6) = 12 が
k を割る。上からの評価と合わせて、位数はちょうど十二となる。

この時点でわかったのは λ が生成する部分群の位数であり、Picard 群全体がそれで尽くされるこ
とはまだ示していない。第 16節で代数的 Picard 群を計算する。コンパクト化上では ∆ が境界で
零になるため、同じ自明化は使えない。

9 代数的な族を扱うための準備

この章で考えること
後半で使うスキーム・射・被覆・降下の用語を固定する。これらの一般論を証明する代わり
に、必要な定義と引用する道具を切り分ける。

9.1 点だけでは見えない構造

定義 9.1. 可換環 A の SpecA は素イデアル全体の集合に、閉集合 V (I) = {p | I ⊂ p} を入
れ、基本開集合 D(f) 上に局所化 Af を置いて得られる構造層を付けた局所環付き空間であ
る。スキームは SpecA の開集合を構造層とともに貼り合わせて得られる局所環付き空間であ
る。射は局所環の極大イデアルを極大イデアルの中へ送る局所環付き空間の射とする。

SpecC と SpecC[ε]/(ε2) は点集合が同じでも構造層が異なる。変形を考えるときに、基底の点集
合や通常の位相だけでは不十分な理由はここにある。以下では基底を局所 Noether 的とし、曲線
の射は有限表示とする。

定義 9.2. X → S と T → S のファイバー積 X ×S T は、任意のスキーム Z に対して

Hom(Z,X ×S T ) ' Hom(Z,X)×Hom(Z,S) Hom(Z, T )

を自然に満たすスキームである。affineの場合は環のテンソル積で作られる。s̄ : SpecΩ → S、
Ω 代数閉体、を幾何学的点と呼び、Xs̄ = X ×S SpecΩ を幾何学的ファイバーと呼ぶ。

例 9.3 (双対数環への写像は接ベクトルを記録する). SpecC[ε]/(ε2) → A1 は、反対向きの環準同
型C[z] → C[ε]/(ε2) である。これは z 7→ a+ bε と一意に書ける。通常の点への制限で見えるのは
a だけであり、b が点 a での接ベクトルである。F (z) = 0 で定まる部分スキームへ因子化する条
件は

F (a+ bε) = F (a) + bF ′(a)ε = 0

だから、F (a) = 0 と bF ′(a) = 0 である。例えば z2 = 0 なら a = 0 で任意の b が許され、被約
点 z = 0 なら b = 0 しか許されない。両者の点集合は同じでも、接方向が異なる。
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定義 9.4 (射の性質).

1. X → S が有限表示であるとは、準コンパクトかつ準分離的で、局所的に A →
A[x1, . . . , xr]/(f1, . . . , fm) で書けることをいう。

2. flat とは、各 x ∈ X で OX,x が OS,f(x) 上 flat であることをいう。加群 M の flat 性
は −⊗M が短完全系列を保つことで定義する。

3. separated とは対角射 X → X ×S X が閉埋め込みであることをいう。
4. proper とは有限型・separated・universally closed であることをいう。最後は任意の基
底変換後にも閉写像となることである。

5. smooth とは有限表示・flat で、幾何学的ファイバーが正則であることをいう。
6. étale とは相対次元 0 の smooth 射、unramified とは局所有限型で Ω1

X/S = 0 となる射
をいう。

ここで正則局所環とは、Krull 次元と極大イデアルの最小生成元数が等しい Noether 局所環であ
る。flat 性は単に「ファイバーの次元が一定」という条件ではない。

例 9.5 (節点の平滑化). SpecC[x, y, t]/(xy − t) → SpecC[t] は flat である。実際、全体の環は
C[x, y] であり、t は xy として作用する。これは PID C[t] 上 torsion-free だから flat である。
t 6= 0 のファイバーは滑らか、t = 0 のファイバーは二本の直線が交わる節点をもつ。従って flat

な族は特異ファイバーを許す。この affine な例自体は proper な曲線族ではなく、特異点の局所模
型である。

例 9.6 (flat 性を短完全系列で検査する). A = C[t]、M = A/(t) を考える。0 → A
×t−→ A は単射

だが、M をテンソルすると M
0−→ M となって単射ではない。従って M は A 上 flat ではない。

一方、xy = t の例では C[x, y] に非零多項式 f(t) を掛ける操作は f(xy) を掛ける操作であり、整
域性から単射である。従って C[t] 上 torsion-free であり、PID 上の torsion-free 加群は flat とい
う標準的な加群論の結果が適用できる。このように、特異ファイバーの存在と flat 性の欠如は同
じことではない。

例 9.7 (étale な二重被覆). SpecC[u, u−1] → SpecC[t, t−1]、t = u2 を考える。環は 1, u を基底
とする階数二の自由加群なので flat であり、相対微分には 2u du = 0 という関係がある。2u は可
逆だから Ω1 = 0 であり、この射は étale である。原点を含む A1 → A1 では u = 0 において同じ
消滅は成立せず、そこで分岐する。第 1節の平方根による被覆は、原点を除いた前者の解析化で
ある。

引用定理 9.8（滑らかさと無限小持ち上げ）
有限表示な代数 R/k が滑らかであることは、任意の nilpotent ideal I ⊂ B に対し R→ B/I

が局所的に R → B へ持ち上がる形式的滑らかさと同値である。affine の滑らかな k-代数
では代数写像の持ち上げが存在する。この持ち上げ判定、および smooth 射の square-zero

extensionに対する局所持ち上げを、第 5節で用いた。出典：[20], “More on Algebra”, smooth

algebras の infinitesimal lifting criterion。
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9.2 代数的な曲線族と線束

定義 9.9. S 上の滑らかな種数 g の曲線族は、proper smooth な有限表示射 π : C → S で、
幾何学的ファイバーが連結な一次元スキーム、h1(OCs̄) = g となるものとする。n 点付きの
場合は互いに交わらない切断を付ける。一般の節点曲線族では、smooth を flat と「幾何学的
ファイバーが被約で節点のみをもつ」に置き換える。

定義 9.10. 線束は階数 1 の局所自由 OX -加群である。X → S 上の線束 L が相対的に very

ample であるとは、局所的に基底上で射影空間への閉埋め込みを与え、その O(1) の引き戻
しになることをいう。ある正の冪が相対的に very ample なら relatively ample と呼ぶ。

射影束の規約は、P(V ∨) が V の一次元商を分類するものとする。従って全射 π∗V → L は X →
PS(V

∨) を与える。Pr−1 = P((Cr)∨) の座標は、選んだ切断の基底によって与えられる。

引用定理 9.11（コホモロジーと基底変換：使用する形）
π : X → S を proper flat な有限表示射、L を線束とする。各幾何学的ファイバーで
H1(Xs̄, Ls̄) = 0、h0(Xs̄, Ls̄) = r が一定なら、π∗L は階数 r の局所自由層で、その形成
は任意の基底変換と可換である。さらに、すべてのファイバー上で Ls̄ が very ample なら、
評価写像によるX → PS((π∗L)

∨) は閉埋め込みである。出典：[8], Chapter III, §12 の基底
変換定理と相対埋め込みの判定。

この定理が、曲線ごとの h0 の計算を、族の上のベクトル束と射影埋め込みへ移す橋である。点ご
とに基底を選ぶだけでは、正則・代数的に依存する埋め込みは得られない。

9.3 étale 被覆と降下

定義 9.12. S の étale 被覆は、étale 射の族 {Si → S} で像の合併が S となるものをいう。
Sij = Si ×S Sj、Sijk = Si ×S Sj ×S Sk と書く。反変集合値関手 F が étale 層であるとは、
各被覆について

F (S) −→
∏
i

F (Si) ⇒
∏
i,j

F (Sij)

が equalizer になることをいう。

これは通常の開集合による層の定義と同じ形だが、重なりはファイバー積である。

定義 9.13 (対象の降下データ). Si 上の対象 Xi に、Sij 上の同型 ϕij : Xj |Sij

∼−→ Xi|Sij を付
け、ϕijϕjk = ϕik を Sijk 上で要求する。このデータが S 上の対象 X と X|Si ' Xi から生
じるとき、降下が有効であるという。

局所的に同型類が一致するだけでは、同型 ϕij の選択とその cocycle 条件が欠けている。スタッ
クは、これを定義の中に保持する。
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引用定理 9.14（有効降下の使用形）
準連接層、局所自由層、affine スキームとその射は忠実平坦な準コンパクト被覆に沿って有効
降下する。相対的に ample な線束とその降下データを備えた射影的スキームも有効降下する。
従って滑らかな affine 群の主束は étale 被覆に沿って降下し、後で扱う標準偏極をもつ曲線族
も降下する。出典：[20], “Descent” の quasi-coherent modules, affine morphisms, relatively

ample invertible sheaves の降下。

任意のスキームが任意の被覆に沿って無条件にスキームとして降下する、と主張しているわけで
はない。曲線族の場合には標準的な相対 ample 線束があるため、この有効降下の形を適用できる。

例 9.15 (線束の貼り合わせは降下の最初の例). P1 を U0 = {X0 6= 0} と U1 = {X1 6= 0} で覆い、
z = X1/X0 と置く。O(1) の局所枠を e0 = X0、e1 = X1 と取ると、重なりで e1 = ze0 である。
従って局所切断 f0e0, f1e1 が貼り合う条件は f0 = zf1 となる。両方の開集合上で線束は自明であ
るが、遷移関数 z を記録することにより、全体では次数一の線束になる。もし「局所的に自明線
束である」という同型類だけを記録したら、遷移関数 1 の自明線束との違いは見えない。スタッ
クで同型射と cocycle 条件を残す理由は、この例と同じである。

Xk Xj

Xi

φjk

φik
φij

すべてを Sijk に引き戻して描いた図である。貼り合わせる順序によって結果が変わらないことが
cocycle 条件である。

9.4 代数空間と主束

定義 9.16 (代数空間). étale 層 F が代数空間であるとは、対角 F → F × F がスキームで表
現可能であり、あるスキーム U から表現可能な全射 étale 射 U → F が存在することをいう。
集合値関手の射がスキームで表現可能とは、任意のスキームからの基底変換がスキームとな
ることである。

本ノートの粗モジュライ空間は最終的にスキームとして構成するが、普遍性の標的として代数空
間も許す。

定義 9.17 (代数的主束). G/C を滑らかな affine 代数群とする。S 上の右 G-主束 P → S は、
右作用を備え、étale 局所的に G×S → S と同変同型になるスキームである。従って P → S

は smooth surjective で、P ×G→ P ×S P、(p, g) 7→ (p, pg) は同型である。

G = GLr ではベクトル束の枠全体が主束を与える。G = PGLr では射影束の射影座標の枠が主束
を与える。後者はベクトル束の基底の共通スカラー倍を同一視したものである。
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10 スタック：定義から商の構成へ

この章で考えること
「同型を覚える」という言葉を、対象・射・降下・2-ファイバー積の定義に置き換える。その
上で Deligne–Mumford 条件を判定する。

10.1 ファイバー付き亜群

基底の圏を SchC とする。必要に応じて局所 Noether 的な対象に制限する。

定義 10.1. ファイバー付き亜群は圏 F と関手 p : F → SchC で、次を満たすものである。
1. 任意の f : T → S と S 上の対象 x に対し、T 上の対象 f∗x と f 上の射 f∗x → x が
存在する。

2. すべての射 a : x′ → x は Cartesian である。すなわち p(a) = f : T → S、z が U 上に
あり、z → x の底の射が f ◦ h なら、h : U → T 上で z → x′ が一意に存在し、合成が
元の射になる。

F(S) は S 上の対象と idS 上の射からなる圏とする。

Cartesian 性から F(S) のすべての射は同型となる。引き戻しの対象は一意とは限らないが、一意
な適合する同型を除いて定まる。このため (fg)∗x と g∗f∗x は自然同型をもつのであり、文字通
り等しいと固定する必要はない。

例 10.2. スキーム X は、F(S) = Hom(S,X) を離散的亜群と見てファイバー付き亜群となる。
一方、曲線の族の圏では、対象は C → S、射は Cartesian な正方形である。この圏の S 上のファ
イバーには、非自明な自己同型が含まれる。集合 Fg(S) はこの亜群の同型類集合 π0F(S) であり、
亜群そのものとは異なる。

定義 10.3 (スタックの射と 2-射). ファイバー付き亜群の射は、基底への関手と可換な関手で
ある。二つの射の間の 2-射は、各成分が基底上恒等な射である自然変換である。亜群なので
この自然変換は自然同型となる。

「同値」は、射と逆向きの射の合成が恒等射に自然同型であることをいう。後のM ' [H/G] は
圏の同値であり、対象の集合の一致という意味ではない。
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10.2 二つの降下条件

x, y ∈ F(S) に対し、T → S を IsomT (xT , yT ) に送る関手を IsomS(x, y) と書く。

定義 10.4 (étale スタック). ファイバー付き亜群 F が étale スタックであるとは、次を満た
すことをいう。

1. 任意の S, x, y に対して IsomS(x, y) は étale 層である。
2. 任意の étale 被覆 {Si → S} 上の対象 xi と同型 ϕij が cocycle 条件を満たすなら、そ
れらを引き戻しとして実現する x ∈ F(S) が存在する。

第一条件は射の一意な貼り合わせ、第二条件は対象の有効降下である。第一条件によって、第二
条件の降下は適合する同型を除いて一意となる。「局所的に同型類が一致する」という条件だけで
は、これらの二つの条件を表現できない。

10.3 商スタックを実際に作る

定義 10.5. X を C-スキーム、G を滑らかな affine 代数群、G が X に左から作用するとす
る。[X/G](S) の対象は右 G-主束 P → S と写像 u : P → X で u(pg) = g−1u(p) を満たすも
のとする。射 (P, u) → (P ′, u′) は G-同変な S-同型 a : P → P ′ で u′ ◦ a = u を満たすもの
とする。引き戻しは主束の基底変換による。

命題 10.6. [X/G] は étale スタックである。

証明. 定義 10.4の二条件を別々に確かめる。
1. 同型射が一意に貼り合うこと。二対象 (P, u), (P ′, u′) と、被覆 {Si → S} 上の適合する同型
ai : P |Si → P ′|Si を与える。スキームの射の降下により、ai は一意な射 a : P → P ′ に貼り合う。
逆写像 a−1

i も同様に貼り合い、合成は局所的に恒等なので大域的にも恒等である。従って a は同
型である。G-同変性と u′a = u は二つの射が等しいという条件なので被覆上で検査できる。よっ
て a は商スタックの射となり、IsomS((P, u), (P

′, u′)) は層である。
2. 局所対象が降下すること。(Pi, ui) と同型 aij : (Pj , uj) → (Pi, ui) を与え、aijajk = aik とす
る。G が affine なので Pi → Si は affine 射であり、引用定理 9.14により P → S に有効降下す
る。作用射 Pi ×G→ Pi は aij と可換だから降下し、作用の単位則と結合則も局所的に検査でき
る。また Pi ×G ' Pi ×Si Pi が降下するので P は主束である。
最後に uiaij = uj であるから、ui は一つの射 u : P → X に降下する。u(pg) = g−1u(p) は局
所的に成立する等式だから大域的にも成立する。従って (P, u) は求める対象である。二つの降下
対象を比べる同型は第 1段階によって一意に貼り合うので、適合する同型を除く一意性も得られ
る。

二つの主束が文字通り等しくなくても同型は存在しうる。Isom を定義するとき、「対象が等しく
なければ空」としてはいけない。
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10.4 2-ファイバー積を省略せずに定義する

定義 10.7. スタックの射 F : X → Z、H : Y → Z に対し、(X ×Z Y)(S) の対象は

(x, y, α), x ∈ X (S), y ∈ Y(S), α : F (x)
∼−→ H(y)

である。射 (x, y, α) → (x′, y′, α′) は (a : x→ x′, b : y → y′) で

H(b) ◦ α = α′ ◦ F (a)

を満たすものとする。

F (x) と H(y) が同型であることだけでなく、同型 α の選択が含まれる。この定義は、任意の T
からの射が、X ,Y への二つの射とそれらの合成の自然同型に対応するという普遍性をもつ。対象
と射に定義を代入すればこの対応は互いに逆となる。

命題 10.8 (商スタックの atlas). 自明主束から得られる射 X → [X/G] に対し、S → [X/G]

が (P, u) に対応するとき、自然な同型

S ×[X/G] X ' P

がある。従って X → [X/G] は表現可能な smooth surjective 射である。

証明. 方針。 両辺の T 上の点を、任意の T → S に対して比較する。スキーム P を集合値のス
タックとみなすと、その対象に非自明な自己同型はないことにも注意する。
X → [X/G] は、x : T → X を

(T ×G, ux), ux(t, g) = g−1x(t)

に送る写像である。従って S×[X/G]X の T 上の対象は、x : T → X と主束同型 α : PT
∼−→ T ×G

で uxα = u を満たす組である。
対象から切断を得る。単位元切断 (t, 1)の逆像を取り、p(t) = α−1(t, 1)と置く。すると p : T → PT

は切断であり、u(p(t)) = ux(t, 1) = x(t) となる。従って x は p から決まり、追加の自由度はない。
切断から対象を復元する。逆に切断 p : T → PT が与えられたら、主束の性質により

T ×G
∼−→ PT , (t, g) 7−→ p(t)g

は同型である。その逆を α とし、x = u ◦ p と置くと、同変性から uxα = u が成り立つ。二つの
操作は互いに逆である。
射と基底変換も確認する。S と X は集合値なので、2-ファイバー積の射は上の同定 α と両立する
ものに限られ、対応する切断が同じなら一意、異なれば存在しない。従って左辺は主束の切断の
集合を表す離散的な亜群であり、これは HomS(T, P ) そのものである。構成は T の引き戻しと可
換だから、自然な同型 S ×[X/G] X ' P を得る。この基底変換の射 P → S は smooth surjective

なので、主張が従う。
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例 10.9 (BG 上のファイバー積で同型の選択を見る). BG = [SpecC/G] とし、SpecC → BG を
自明主束によって定める。

SpecC×BG SpecC ' G

である。実際、T 上で選ぶのは自明主束 T ×G から自分自身への G-同変同型である。その同型
は単位元切断の像 a : T → G で決まり、(t, g) 7→ (t, a(t)g) と書ける。従って同型の選択全体は
G(T ) である。粗空間は一点だが、この 2-ファイバー積は一点ではない。
この例で SpecC → BG は表現可能である。一方、G 6= 1 なら BG → SpecC は表現可能ではな
い。後者が代数空間なら各対象の自己同型は自明でなければならないが、自明主束の自己同型群
は G だからである。

10.5 表現可能性と Deligne–Mumford 条件

定義 10.10. スタックの射 f : X → Y が（代数空間で）表現可能とは、任意のスキーム S → Y
について X ×Y S が代数空間となることである。スキームとなる場合は「スキームで表現可
能」と明記する。表現可能な射の étale、smooth、proper などの性質は、この基底変換によ
り定義する。

定義 10.11 (本ノートの有限型の規約). C 上のスタック X が algebraic であるとは、対角が
表現可能・準コンパクト・分離的で、スキームからの smooth surjective atlas U → X をもつ
こととする。étale surjective atlas をもつものを Deligne–Mumford（DM）スタックという。
有限型とは有限型スキームによる有限型 atlas を取れることとする。

準コンパクト・分離的な対角を定義に含めたのは、Edidin に近い範囲に固定するためである。現
代の一般的な algebraic stack の定義ではこの有限性条件を別に課す流儀もある。Edidin は表現
可能性をスキームによって定義する。本ノートで曲線と商に使う対角・atlas は実際にスキームで
表現されるので、この差は以下の構成に影響しない。

定義 10.12 (スタックの分離性・滑らかさ・proper 性). 有限型の algebraic stack X → S が
separated であるとは、相対対角 X → X ×S X が proper であることをいう。これは対角
自身が separated であるという、前の定義の条件より強い。X → S が smooth であるとは、
smooth atlas U → X に対して合成 U → S が smooth となることをいう。この条件は atlas

の選択に依存しない。位相空間 |X | は atlas の |U | を |U ×X U | の二つの射が与える同値関
係で割り、商位相を入れたものである。有限型・separated な X → S が、任意の基底変換後
にこの位相空間上の閉写像となるとき proper と呼ぶ。

これらの atlas による定義の独立性と valuative criterion はスタックの一般論に属する（Edidin,

§2.5）。DM スタックの次元は étale atlas の次元で定義する。相対次元 d の smooth atlas を使う
場合には、その次元から d を引く。

補題 10.13 (対角と同型関手). (x, y) : S → X ×X による対角 ∆X の引き戻しは IsomS(x, y) で
ある。
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証明. 任意の T → S に対し、2-ファイバー積の対象は

(z, α, β), α : z
∼−→ xT , β : z

∼−→ yT

である。この対象を θ = βα−1 : xT → yT に送る。逆に θ から (z, α, β) = (xT , id, θ) を作る。
同じ θ を与える二対象 (z, α, β)、(z′, α′, β′) の間の射 a : z → z′ は α′a = α、β′a = β を満たす
必要がある。第一式から a = (α′)−1α と一意に決まり、第二式は βα−1 = β′(α′)−1 と同値であ
る。従って同じ θ の間には一意な射があり、異なる θ の間には射がない。よってファイバー積は
IsomT (xT , yT ) という集合を離散亜群とみなしたものに同値である。この対応は T の引き戻しと
可換なので、同型関手を得る。

対角を調べることは、任意の二つの族の同型全体を調べることに等しい。

引用定理 10.14（DM 判定定理）
S を Noetherスキームとし、F を準分離的なスタックとする。対角が表現可能かつ unramified

で、有限型 S-スキーム U からの smooth surjective 射 U → F が存在すれば、F は DM ス
タックである。出典：Edidin [2], Theorem 2.1、Deligne–Mumford [3], Theorem 4.21。Edidin

の掲載証明の完全体仮定は、ここでは基礎体 C のため満たされる。

命題 10.15 (商が DM となる条件). X を有限型の分離的 C-スキーム、G を滑らかな affine

代数群とする。すべての幾何学的点 x で固定点群スキーム Gx が有限かつ被約なら、[X/G]

は DM スタックである。

証明. 1. atlas はすでに得られている。命題 10.8 により X → [X/G] は表現可能な smooth

surjective 射である。従って残る主要な条件は対角が表現可能で unramified であることである。
補題 10.13により、これは任意の二対象の同型関手を調べればよい。
2. 同型関手を群の中で方程式として書く。二つの主束を共通の étale 被覆上で自明化すると、対
象は二つの射 x, y : S → X になる。同型関手は

Ix,y = {(g, s) ∈ G× S | g · x(s) = y(s)}

で表される。これは G×S → X×X による対角の逆像である。X は分離的なので対角は閉、従っ
て Ix,y は G × S の閉部分スキームであり、S 上 affine かつ有限型である。この表示は被覆の重
なり上で適合するので affine 射の降下により大域的にも表現可能である。準コンパクト性と分離
性もこの表示から従う。
3. 無限小方向がないことを確認する。幾何学的点 s で Ix,y,s が非空なら、一つの同型 g0 を選ぶ
ことで、それは固定点群 Gx(s) の torsor と同型になる。仮定からこのファイバーは有限被約であ
り、接空間はどの点でも零である。従って相対微分層 Ω1

Ix,y/S
のすべての幾何学的点でのファイ

バーは零となる。この層は有限型なので Nakayama の補題から層自体が零である。有限型の射に
ついての微分による判定により、Ix,y → S は unramified である。以上で DM 判定定理 10.14の
仮定がそろい、結論を得る。

例 10.16 (自己同型が増える点と粗空間). µr が A1
z に z 7→ ζz で作用するとする。z 6= 0 の固定

点群は自明で、z = 0 の固定点群は µr 全体である。粗空間は SpecC[z]µr = SpecC[zr] ' A1
w で
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あり、写像は w = zr である。従って粗空間自体は滑らかでも、原点にある自己同型群はそこには
記録されない。商スタックはその群を保ち、µr が有限被約なので DM である。

「有限な自己同型集合」だけでは正標数の非被約固定点群を検出できない。本ノートは標数 0 だ
が、判定定理の形では被約性を明示しておく。

10.6 粗モジュライ空間の普遍性

定義 10.17. スタック X の粗モジュライ空間は、代数空間 M と射 q : X → M で、次を満
たすものである。

1. 任意の代数閉拡大体 Ω/C に対し、π0X (Ω) →M(Ω) は全単射である。
2. 任意の代数空間 Y に対し、合成は Hom(M,Y )

∼−→ Hom(X , Y ) を与える。
右辺は射の 2-同型類と解釈する。標的が集合値層なので非自明な 2-自己同型はない。

この定義は q の proper 性を定義の一部にはしない。Edidin の Definition 2.7 は proper な射を
含めて述べている。後で扱う分離的 DM スタックの粗空間では対応する proper 性も成立するが、
定義とその性質を区別する。

命題 10.18. 粗モジュライ空間は存在すれば一意な同型を除いて一意である。

証明. 二つの候補 qi : X → Mi に普遍性を相互に適用して u : M1 → M2 と v : M2 → M1 を得
る。vu と idM1 はともに q1 を因子化するので一意性から一致する。逆の合成も同様である。

この証明には幾何学的点上の全単射だけでは足りない。空間としての一意性を保証するのは第二
条件である。
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11 節点曲線と安定性

この章で考えること
滑らかな曲線の極限として許す特異点と成分を正確に指定する。標準線束を双対化層へ拡張
し、族の埋め込みに必要な性質を導く。

11.1 節点と算術種数

定義 11.1. C を連結な被約射影曲線とする。点 q ∈ C が節点であるとは、完備局所環が
C[[x, y]]/(xy) と同型であることをいう。特異点がすべて節点である曲線を節点曲線と呼ぶ。
算術種数は pa(C) = 1− χ(C,OC) と定義する。連結被約射影曲線では H0(C,OC) = C なの
で pa(C) = h1(C,OC) である。

正規化を ν : C̃ =
∐

v∈V Cv → C とし、節点の集合を E と書く。各節点は正規化上の二点 q+e , q
−
e

に分かれる。同じ成分上の二点でもよい。

命題 11.2 (正規化完全系列と種数公式). 次は完全である。

0 → OC → ν∗OC̃
→

⊕
e∈E

Cqe → 0.

最後の写像は二つの枝での値の差を取る。従って

pa(C) =
∑
v∈V

g(Cv) + |E| − |V |+ 1.

証明. 1. 一つの節点で完全性を計算する。R = C[[x, y]]/(xy) の各元は

a0 +
∑
i≥1

aix
i +

∑
j≥1

bjy
j

と一意に書ける。xy = 0 なので混合項が消えるためである。これを (a0 +
∑
aix

i, a0 +
∑
bjy

j)

に送ると、R は C[[x]]⊕ C[[y]] の「定数項が等しい組」の部分環になる。従って

0 → R→ C[[x]]⊕ C[[y]] (f,g) 7→f(0)−g(0)−−−−−−−−−−→ C → 0

は完全である。最後の全射性は (c, 0) を取ればわかる。完備化は Noether 局所環上忠実平坦なの
で、この計算により元の局所環での完全性も検査できる。
2. 層の完全系列にまとめる。節点以外では正規化は同型であり、節点ごとの余りが上の一次元空
間である。従って命題の完全系列が得られる。有限射 ν の直像については高次直像が消えるので、
H i(C, ν∗OC̃

) = H i(C̃,O
C̃
) である。正規化は成分の非交和だから、Euler 数は各成分の和となる。

3. Euler 数を整理する。各点層 Cqe の Euler 数は 1 であるから

χ(OC) =
∑
v

(1− gv)− |E| = |V | −
∑
v

gv − |E|.
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pa(C) = 1− χ(OC) に代入して pa(C) =
∑

v gv + |E| − |V |+ 1 を得る。

定義 11.3 (双対グラフ). 各正規化成分に頂点、各節点にその二つの枝を結ぶ辺を付け、頂点
に g(Cv) を重みとして付けたグラフを双対グラフという。同じ成分の自己交点は loop であ
る。連結グラフの第一 Betti 数は b1 = |E| − |V |+ 1 だから、上の公式は g =

∑
v g(Cv) + b1

と書ける。

q+ q−

正規化成分：種数 g − 1

g − 1

二点を同一視
双対グラフへ

この図の右側の loop が種数を一つ加える。節点を平滑化する xy = t は、この loop に対応する
非分離的な閉曲線を開く局所模型となる。

例 11.4 (種数二の三つの節点曲線). 種数一の曲線上の二点を同一視すると、|V | = 1, |E| = 1 な
ので g = 1 + 1 − 1 + 1 = 2 である。種数一の曲線二つを一点ずつで貼ると、|V | = 2, |E| = 1 な
ので g = 1 + 1 + 1 − 2 + 1 = 2 となる。さらに二つの P1 をそれぞれ三点で対応させて貼ると、
|V | = 2, |E| = 3 で、やはり g = 0+ 0+ 3− 2 + 1 = 2 である。最後の曲線は、各成分の幾何学的
種数が零でも、グラフの二つの独立な閉路が種数を与える。

1 1 1 0 0

1 + 1 = 2 1 + 1 = 2 0 + 2 = 2

数字は正規化成分の種数であり、辺は節点である。これらの曲線はいずれも、次の安定性条件を
満たす。

11.2 安定性を正規化上で定義する

定義 11.5 (安定点付き曲線). 2g− 2+ n > 0 とする。n 点付き安定曲線は、算術種数 g の節
点曲線 C と、滑らかな部分にある相異なる順序付き標点 pi で、各正規化成分について

2g(Cv)− 2 + nv > 0

を満たすものである。ここで nv は Cv 上にある節点の逆像と標点の総数である。自己節点は
同じ成分に二点を与える。
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定義 11.6 (安定曲線の族). 局所 Noether 的な C-スキーム S 上の n 点付き安定曲線族は、
proper flat な有限表示射 π : C → S と、滑らかな部分に値をもつ互いに交わらない切断 si

で、各幾何学的ファイバーが算術種数 g の安定点付き曲線となるものである。族の同型は S

上で切断を保つ同型、基底を変える射は Cartesian な正方形とする。全空間 C の滑らかさは
要求しない。

従って有理成分には三つ以上、種数 1 の成分には一つ以上の特別な点が必要である。「他の成分と
の交点の数」だけを数えると、自己交点のある既約曲線で誤る。

命題 11.7. 節点付き曲線の安定性は、その標点を固定する自己同型群が有限であることと同
値である。

証明. 自己同型は正規化に持ち上がり、有限個の成分と特別な点を置換する。この置換を自明にす
る部分群は、各 (Cv;特別な点) の自己同型群の積の部分群である。安定なら命題 1.2によって各
因子が有限なので全体も有限である。
安定でない成分があれば、その正規化は特別な点を二つ以下しかもたない P1、または特別な点の
ない種数 1 の曲線である。命題 1.2の無限自己同型群から各特別な点を固定する群を選び、他の
成分上は恒等写像とする。節点の二枝の貼り合わせを保つので C の自己同型に降下し、無限群を
得る。

11.3 双対化層とその次数

定義 11.8 (節点曲線の双対化層). ωC は、正規化上の有理型微分で、節点の逆像に高々単純
極をもち、各節点で

Resq+e η +Resq−e η = 0

を満たすものからなる層である。節点では dx/x = −dy/y によって生成される可逆層で、滑
らかな部分では Ω1

C に一致する。

この局所記述は節点が Gorenstein 特異点であることを具体的に表す。D =
∑
pi とし、成分 Cv

上の節点の逆像の和を Nv、標点の和を Dv とすると

ν∗ωC(D)|Cv ' KCv(Nv +Dv).

従ってその次数は 2g(Cv)− 2 + nv である。

引用定理 11.9（曲線上の豊富性と双対性）
被約射影曲線上の線束は、各既約成分上の次数が正であることと ample であることが同値
である。節点曲線では、上の ωC は双対化層であり、任意の線束 L に対して H1(C,L)∨ '
H0(C,ωC ⊗ L−1) が成り立つ。出典：[3], §1、[8], Chapter III の曲線の双対性。

系 11.10. 点付き節点曲線は安定であることと ωC(D) が ample であることが同値である。

証明. 各成分の次数の式を豊富性判定に代入すれば、定義 11.5の不等式そのものである。
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命題 11.11 (節点曲線の Riemann–Roch). 線束 L に対して χ(C,L) = degL+1− g である。
ここで degL =

∑
v deg(ν

∗L|Cv)、g = pa(C) とする。

証明. 正規化完全系列に線束 L をテンソルする。L は局所自由なので完全性は保たれ、射影公式
により中央項は ν∗ν

∗L となる。右端は各節点での一次元のファイバー L|qe をもつ点層である。
従って Lv = ν∗L|Cv と書くと

χ(C,L) =
∑
v

χ(Cv, Lv)− |E|.

各 Cv は滑らかなので、既習の Riemann–Rochにより χ(Cv, Lv) = degLv+1−gv である。よって

χ(C,L) =
∑
v

degLv + |V | −
∑
v

gv − |E|

= degL+ 1−
(∑

v

gv + |E| − |V |+ 1
)
= degL+ 1− g.

最後の等号で正規化の種数公式を用いた。

命題 11.12. 標点のない安定曲線 C、g ≥ 2 と整数 m ≥ 2 に対して

H1(C,ωm
C ) = 0, h0(C,ωm

C ) = (2m− 1)(g − 1).

証明. 1. 高次コホモロジーを負次数の切断に置き換える。節点曲線の双対性から H1(ωm
C )∨ '

H0(ω1−m
C ) である。安定性により各正規化成分上で degωC |Cv = 2gv − 2+nv > 0 である。m ≥ 2

なら (1−m)(2gv − 2 + nv) < 0 なので、ω1−m
C の切断は各成分で零となる。正規化への引き戻し

で切断は検出されるため、大域切断も零である。よって H1(ωm
C ) = 0 となる。

2. 双対化層の全次数を求める。各節点は正規化上に二つの点を与えるので∑
v nv = 2|E| である。

従って
degωC =

∑
v

(2gv − 2 + nv) = 2
∑
v

gv − 2|V |+ 2|E| = 2g − 2,

最後の等号には命題 11.2を使った。
3. Riemann–Roch を適用する。消滅を用いると h0 = χ であり、節点曲線の Riemann–Roch

から
h0(ωm

C ) = m(2g − 2) + 1− g = (2m− 1)(g − 1)

を得る。成分ごとの種数や節点の数に依存せず、算術種数だけで決まる点が、族の埋め込みに適
している。

引用定理 11.13（多重標準埋め込み）
π : C → S を標点のない安定曲線族、g ≥ 2 とする。相対双対化層 ωC/S は可逆で、任意の基
底変換と可換である。m ≥ 3 なら ωm

C/S は relatively very ample である。出典：Edidin [2],

Theorem 3.1、Deligne–Mumford [3], §1。

系 11.14. m ≥ 3 に対し、V = π∗ω
m
C/S は階数 r = (2m− 1)(g− 1) の局所自由層で基底変換と可

換であり、評価は閉埋め込み C ↪→ PS(V
∨) を与える。
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証明. L = ωm
C/S と置く。相対双対化層の基底変換により、幾何学的ファイバーへの制限は Ls̄ = ωm

Cs̄

である。前の命題を各ファイバーに適用すると H1(Ls̄) = 0、h0(Ls̄) = r が得られる。ここで種
数は族で一定なので r も一定である。従って引用定理 9.11の前半から V = π∗L は階数 r の局所
自由層となり、任意の基底変換と可換である。引用定理 11.13により m ≥ 3 では各 Ls̄ は very

ample である。そこで基底変換定理の後半を適用すれば、評価 π∗V → L による閉埋め込みを得
る。V の局所基底を選べば、その基底の切断の値を射影座標として書いたものがこの埋め込みで
ある。

ここでは「各成分で正次数だから very ample」とは推論していない。正次数は ample 性であり、
m ≥ 3 の very ample 性は別の定理である。

11.4 節点の変形と境界の局所方程式

TC = Hom(Ω1
C ,OC)、T 1

C = Ext1(Ω1
C ,OC) と書く。Exti は Hom の右導来関手、Exti はその層

版である。

引用定理 11.15（節点曲線の変形理論）
節点曲線 C の一次変形は Ext1(Ω1

C ,OC)、障害は Ext2(Ω1
C ,OC) で記述される。局所大域ス

ペクトル系列から

0 → H1(C, TC) → Ext1(Ω1
C ,OC) → H0(C, T 1

C ) → 0

が完全であり、Ext2 = 0 である。さらにこの変形は有効で、安定曲線には滑らかな解析的普
遍変形の芽がある。出典：[3], §1 の変形理論、[10], Chapter 3 の局所大域変形。

命題 11.16. 節点が δ 個ある種数 g ≥ 2 の安定曲線は、3g − 3 次元の局所変形空間をもつ。
そのうち δ 個の独立なパラメータが各節点を平滑化し、局所的に境界は t1 · · · tδ = 0 である。

証明. 1. 一つの節点を平滑化する方向は一次元である。R = C[[x, y]]/(xy) では、以下の微分と
導分を完備局所環に適合する連続な意味で取る。完備化された微分加群は dx, dy で生成され、関
係は y dx+ x dy = 0 である。従って

0 −→ R
a 7→(ay,ax)−−−−−−→ R2 −→ Ω1

R −→ 0

を得る。左の単射性を確認しよう。ax = ay = 0 なら、a を正規化環の組 (f(x), g(y)) で表すと、
xf(x) = 0、yg(y) = 0 なので f = g = 0、従って a = 0 である。この自由分解に HomR(−, R) を
適用すると

Ext1R(Ω
1
R, R) = coker{R2 (b,c) 7→by+cx−−−−−−−−→ R} = R/(x, y) = C.

局所方程式 xy − aε = 0 の係数 a がこの方向を与え、その実際の平滑化は xy = t である。従っ
て T 1

C は各節点に一次元ずつ載る点層で、h0(T 1
C ) = δ である。

2. 節点を保ったまま変形する方向を求める。節点の導分 D には yD(x) + xD(y) = 0 が必要であ
る。x の枝へ制限すると D(y)|y=0 = 0、y の枝では D(x)|x=0 = 0 となる。従って正規化上のベ
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クトル場は二つの節点逆像で消える。逆にそのようなベクトル場は、定数項が等しい関数の組を
保つので導分に降りる。よって

TC ' ν∗

(⊕
v

TCv(−Nv)
)
.

各成分は安定範囲にあり、第 5節の標点付き計算から h1(TCv(−Nv)) = 3gv − 3 + nv である。
v = |V | と略記すると

h1(TC) = 3
∑
v

gv − 3|V |+ 2δ

= 3(g − δ + |V | − 1)− 3|V |+ 2δ = 3g − 3− δ.

3. 二種類の方向を合わせる。引用定理 11.15の完全系列で右端は Cδ なので

dimExt1(Ω1
C ,OC) = (3g − 3− δ) + δ = 3g − 3.

右への全射性は、各節点の平滑化方向を独立に指定できることを意味する。障害の消滅と変形の
存在定理により、変形空間の芽はこの次元で滑らかである。局所方程式 xy = te のパラメータを
すべて集めた写像は微分が全射なので、解析的な陰関数定理により t1, . . . , tδ を座標の一部に選べ
る。十分小さい近傍では元の節点の外は滑らかなままであり、曲線が滑らかである条件はすべて
の te が非零となることに等しい。従って境界は {t1 · · · tδ = 0} である。

これはスタックの滑らかな局所 atlas 上の正規交叉の記述である。自己同型群で割った粗空間で、
同じ座標がそのまま座標になるとは限らない。

例 11.17 (二つの節点がある場合). 節点のない部分を変形する座標を s1, . . . , s3g−5 とすると、局
所変形空間には (s1, . . . , s3g−5, t1, t2) という座標を取れる。t1 = 0, t2 6= 0 では第一の節点だけが
残り、t1 6= 0, t2 = 0 では第二だけが残る。t1 = t2 = 0 は二節点を保つ部分で、余次元二である。

t1

t2

軸の外：両方を平滑化
横軸：第二節点が残る
縦軸：第一節点が残る

原点：二節点が残る
他の s 座標は固定

図は複素二次元の (t1, t2) 空間の実断面である。境界の二成分を表す図であり、曲線自体を描いた
ものではない。
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12 Hilbert スキームと曲線スタックの表示

この章で考えること
曲線の埋め込みを選ぶ空間を作り、座標の選択を忘れる操作を商スタックで表す。対象の対
応だけでなく、同型射の対応まで確認する。

12.1 Hilbert 関手

定義 12.1. 閉部分スキーム Z ⊂ PN の Hilbert 多項式は PZ(t) = χ(Z,OZ(t)) によって定ま
る多項式である。固定した P に対し、Hilbert 関手は基底 S を

HilbP (PN )(S) = {Z ↪→ PN
S | Z → S は flat、各幾何学的ファイバーの Hilbert 多項式は P}

に送る。ここでは埋め込みを含めて記録し、同じ閉部分スキームを同一視する。

引用定理 12.2（Hilbert スキームの存在）
この関手は射影スキーム HilbP (PN ) で表現され、普遍閉部分スキームZ ⊂ PN ×HilbP (PN )

をもつ。十分大きい整数 k について、H0(PN ,O(k)) の階数 P (k) の商を取る写像により、
Hilbert スキームは Grassmann 多様体に閉埋め込みされる。出典：[9] の Hilbert scheme、
Edidin [2], §§3.2, 4.4。

曲線の同型類ではなく、射影空間内の位置を分類するため、ここでは普遍族が存在する。自己同
型の問題は、射影座標の変更を忘れる次の段階で現れる。

12.2 多重標準曲線の部分空間

g ≥ 2、m ≥ 3 を固定し、

d = m(2g − 2), r = (2m− 1)(g − 1), N = r − 1 = d− g, P (t) = dt+ 1− g

とする。命題 11.12と Riemann–Roch がこれらの数を与える。

引用定理 12.3（多重標準 Hilbert 部分スキーム）
HilbP (PN ) には、完全 m 重標準系によって埋め込まれた安定曲線を分類する有限型局所閉部
分スキーム Hg,m が存在する。その開部分 Hg,m は滑らかな曲線を分類する。この主張は族
についてのものであり、S → Hg,m は、相対的に完全な埋め込み C ↪→ PN

S が局所的に ωm
C/S

によって与えられることを意味する。より正確には OC(1)⊗ω−m
C/S の相対 Picard 類が零であ

ることを要求する。出典：Edidin [2], §3.2 と Theorem 3.2 の直前の構成、[3], §5。

相対 Picard 類が零とは、局所的に基底からの線束の引き戻しになるという意味である。従って
OC(1) と ωm

C/S の同型を一つ選ぶことは、Hg,m のデータには含めない。その同型を選ぶと、不要
なスカラーの自由度を追加してしまう。また幾何学的ファイバーごとの線束の同型だけを要求す
ると、非被約基底上の相対 Picard 方向を排除できない。ここでは上の関手的・スキーム的な条件
を用いる。
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G = PGLr は射影座標の変更で Hg,m に作用する。
補題 12.4 (固定点群). h ∈ Hg,m(C) に対応する曲線を C とすると、Gh ' Aut(C) である。

証明. 1. 制限によって準同型を作る。射影変換 A ∈ Gh は埋め込み像 C ⊂ Pr−1 を保つので、制
限 A|C は C の自己同型である。従って Gh → Aut(C) という群準同型がある。
2. 自己同型を射影空間全体へ延長する。f ∈ Aut(C) は双対化層の関手性により f∗ωC ' ωC を
与え、V = H0(C,ωm

C ) に可逆線形写像 f∗ : V → V を誘導する。その双対の射影化によって、完
全線形系の射影空間上に f を延長する射影変換を得る。評価写像による埋め込みの関手性から、
曲線上の制限はもとの f である。ここでは完全線形系を使っていることが必要である。
3. 延長が一意であることを確認する。曲線上恒等な射影変換 A を考える。A が OC(1) に誘導す
る同型は、恒等写像の上の線束自己同型なので、H0(C,O∗

C) = C∗ に属する一つの定数倍である。
座標の制限 H0(Pr−1,O(1)) → H0(C,OC(1)) は完全系による埋め込みだから同型である。従って
A を表す線形写像もスカラーであり、射影変換として A = 1 となる。これで二つの構成が互いに
逆であることがわかった。
同じ構成は任意の基底変換と可換である。族では π∗OC = OS（幾何学的に連結な被約 proper 曲
線の基底変換定理）を用い、上のスカラーを基底上の可逆関数と読み替える。従って対象の自己
同型関手まで同一視でき、群スキームとしても同型となる。

例 12.5 (種数二、三重標準系で数値を確認する). g = 2,m = 3 なら d = 6、r = 5、N = 4、
P (t) = 6t − 1 である。従って H2,3 は P4 内の次数六の曲線を分類する Hilbert スキームの部分
である。同じ抽象曲線でも、H0(ω3

C) の基底を替えると P4 内の位置が変わる。この変更の群は
PGL5 で次元は 25− 1 = 24 である。曲線そのものの変形は 3g − 3 = 3 次元なので、後の滑らか
さの定理を使えば H2,3 の次元は 3 + 24 = 27 となる。Hilbert スキームで分類するデータが、曲
線の同型類より多いことをこの数字からも確認できる。

12.3 族から主束を作る

定義 12.6. Fg(S) を S 上の安定曲線族と S 上の同型からなる亜群とする。Fg はその滑ら
かな族からなる部分亜群とする。

定理 12.7 (商表示). 自然な同値

Fg ' [Hg,m/PGLr], Fg ' [Hg,m/PGLr]

がある。出典となる構成は Edidin, Theorem 3.2 である。

証明. H = Hg,m、G = PGLr と略記する。方針。 任意の基底 S について二つの亜群の間に関手
を作り、対象を復元できることと、同型射も一対一に対応することを示す。
1. 曲線の族を、射影座標を選べる主束へ引き戻す。安定曲線族 π : C → S に対して V = π∗ω

m
C/S

と置く。系 11.14により V は階数 r であり、評価による標準的な閉埋め込み j : C ↪→ PS(V
∨) が

ある。T → S 上の射影枠を、同型

p : PT (V
∨
T )

∼−→ Pr−1
T
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とする。これらを表すスキームを P と書く。V が自明な開集合では P ' S ×PGLr であるから、
P → S は主束である。右作用を p · g = g−1 ◦ p と定める。
P 上にはその点自身が指定する射影枠がある。従って CP は Pr−1

P に埋め込まれ、Hilbert 関手の
普遍性により一意な射 u : P → H を定める。枠 p を p · g に替えると埋め込み像は g−1 倍される
ので、u(pg) = g−1u(p) である。よって (P, u) は [H/G](S) の対象である。
2. 主束と同変写像から局所曲線を作る。逆に (P → S, u : P → H) を与える。P を自明化する
étale 被覆 {Si → S} と切断 pi : Si → P を選び、ui = u ◦ pi と置く。ui に沿って H 上の普遍埋
め込み曲線を引き戻し、Ci ⊂ Pr−1

Si
を得る。重なりで pj = pigij と書くと uj = g−1

ij ui なので、射
影変換 gij は

φij : Cj |Sij

∼−→ Ci|Sij

を与える。gijgjk = gik より φijφjk = φik であり、曲線の降下データを得た。
3. 降下がスキームとして有効である理由を確認する。対象を貼り合わせるには、単に cocycle 条
件を書くだけでなく有効降下の定理が必要である。各 Ci は相対 ample 線束 ωm

Ci/Si
をもち、φij

は双対化層の関手性によって、この線束の適合する同型も与える。従って引用定理 9.14の「ample

線束を備えた射影的スキーム」の場合を適用でき、S 上の射影的スキーム C が得られる。flat 性、
節点ファイバー、安定性は étale 局所的に検査できるので C → S は安定曲線族である。ここでは
射影空間の O(1) に PGLr の線型化を選んだのではなく、曲線の標準的な線束 ωm を用いた。
4. 対象について二つの構成が逆であることを示す。曲線族 C から始めた場合、第 2段階の Ci は
元の曲線に局所的な射影座標を付けたものにすぎない。降下同型も元の曲線の同一視なので、有
効降下の一意性から元の C に戻る。
(P, u) から始めた場合には、降下した C の完全多重標準射影枠を P ′ とする。P 上にあった埋め
込みは、その完全性と O(1)⊗ω−m の相対 Picard 類が零であることにより、P 上の射影枠を定め
る。基底からの線束のテンソルは射影束を変えないため、線束の同型を別途選ぶ必要はない。こ
うして同変射 P → P ′ が得られる。主束間の同変射は、局所自明化すると G の平行移動となり同
型である。この同型は Hilbert 写像とも可換なので、元の (P, u) が復元される。
5. 同型射についても一対一であることを示す。族の同型 f : C → C ′ は双対化層の引き戻し、切
断空間、そして射影束の同型を誘導する。従って射影枠を運ぶ主束同型 P → P ′ を与え、埋め込
み像の対応により u と u′ に適合する。逆にそのような主束同型があれば、共通の被覆上で二つの
埋め込み曲線の同型が得られる。これらは降下データと可換なので、一意な S 上の曲線同型に降
下する。局所的には完全線形系からの構成が互いに逆だから、これらはすべての同型射を一対一
に対応させる。
従って得られた関手は fully faithful（各同型集合上で全単射）かつ essentially surjective（各対
象が像の対象と同型）であり、亜群の同値である。双対化層と直像は基底変換と可換なので、同
値は S について自然である。滑らかな曲線に制限してもすべての構成が保たれ、第二の同値を得
る。

52



リーマン面のモジュライ 定義・定理・証明

CP ZH

P H

S [H/G]

u

射影枠の主束

上段で埋め込みを含む族を分類し、下段で射影座標の選択を忘れる。CP の降下データを保って忘
れるため、曲線の自己同型は商スタックに残る。
この証明で GLr ではなく PGLr を用いたのは、共通スカラー倍が射影座標を変えないためである。

12.4 DM 性と滑らかさ

引用定理 12.8（安定曲線の同型関手）
二つの安定曲線族 C,C ′ → S に対し、IsomS(C,C

′) は有限かつ unramified な S-スキームで
表現される。出典：[3], Theorem 1.11、および Edidin [2], §2.2。特に幾何学的ファイバーの
自己同型群スキームは有限被約である。

定理 12.9. Fg は有限型の分離的な DM スタックであり、これをMg と書く。滑らかな曲線
の部分Mg は開部分スタックである。両者は C 上滑らかで次元 3g − 3 である。

証明. 1. スタックの存在と有限型性。前の定理は曲線族の亜群を [Hg,m/PGLr] と同一視する。
商は命題 10.6によりスタックであり、有限型スキーム Hg,m から smooth surjective atlas をもつ。
従って有限型の algebraic stack である。
2. DM 性と分離性。対角の任意の基底変換は補題 10.13により二つの族の Isom 関手である。引
用定理 12.8によればこれは有限 unramified である。unramified な対角と smooth atlas に DM

判定定理を適用して DM 性を得る。また有限射は proper なので対角は proper、従ってスタック
は separated である。DM 性に用いる unramified と、分離性に用いる proper をここで区別して
いる。
3. 滑らかな曲線の部分が開であること。有限表示射の smooth locus は全空間の開集合である。
proper な族ではその補集合の像は閉なので、その像の補集合が「ファイバー全体が滑らか」とい
う条件を表す開集合となる。この条件を Hilbert atlas で調べれば Hg,m は開であり、対応する部
分スタックMg も開である。
4. スタック自体の滑らかさと次元。節点曲線の変形定理により、任意の点で small extensionに対す
る持ち上げ障害が消滅する。有限型のスタックの smoothnessの無限小判定を使うと、Mg → SpecC
は smooth である。より具体的には étale atlas の点の局所変形は、もとの曲線の変形と一致する。
étale 射には無限小持ち上げの一意性があるため、atlas の接空間は曲線の変形接空間に等しい。命
題 11.16よりこの次元は 3g − 3 である。従って atlas は滑らかで次元 3g − 3、そしてスタックも
その次元となる。開部分Mg にも同じ結論が成り立つ。
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ここでは無限小の変形が実際の有限型スタックの滑らかさを検査できるという、smoothness の無
限小判定も用いた。解析的な有限商模型だけから、代数的なスタックの存在を逆算しているわけ
ではない。

注意 12.10 (atlas の次元). Hg,m → Mg は相対次元 dimPGLr = r2 − 1 の smooth atlas であ
る。従って dimHg,m = (3g − 3) + (r2 − 1) となる。座標を選ぶための自由度と、曲線自体を動
かす自由度がここで分離される。

13 GIT と粗モジュライ空間の構成

この章で考えること
群の軌道集合に代数空間の構造を入れるための条件を整理する。Hilbert 点の安定性定理を、
曲線の安定性と区別して適用する。

13.1 よい商と幾何学的商

定義 13.1. 代数群 G が X に作用するとき、不変射 q : X → Y が good quotient であると
は、次を満たすことをいう。

1. q は affine かつ全射で、OY
∼−→ (q∗OX)G である。

2. G-不変閉集合の像は閉である。
3. 互いに交わらない二つの G-不変閉集合の像は交わらない。

さらに幾何学的ファイバーが一つの軌道であるとき geometric quotient と呼ぶ。

不変式の環を取る操作は軌道の閉包の情報を記録する。

例 13.2 (不変式が二つの軌道を区別できない場合). C∗ が A2 に t · (x, y) = (tx, t−1y) で作用す
ると、不変式環は C[xy] であり、商は (x, y) 7→ xy で与えられる。非零ファイバーは一軌道だが、
零ファイバーには原点と二つの非閉軌道がある。従ってこの good quotient は全体では geometric

quotient ではない。これを計算で確認すると、単項式 xayb の重みは a− b だから、不変な単項式
は (xy)a に限られる。異なる重みの項は打ち消し合わないので、不変式環はちょうど C[xy] とな
る。c 6= 0 に対して xy = c の二点 (x, y), (x′, y′) を取ると、t = x′/x によって一方から他方へ移
れる。一方、xy = 0 の三つの軌道は

Ox = {(x, 0) : x 6= 0}, Oy = {(0, y) : y 6= 0}, O0 = {(0, 0)}

である。Ox と Oy はともに O0 を含む。多項式不変量は連続で軌道上一定なので、これら三つに
別々の値を与えることはできない。
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x

y

q(x, y) = xy
c

0 1

零ファイバーの
三軌道を一つに

図は実断面である。複素数体上では xy = 1 全体が一つの C∗ 軌道となる。

引用定理 13.3（good quotient の普遍性と固定点群）
good quotient は不変射に関して categorical である。すなわち不変射 X → Z は一意に
X → Y → Z と因子化する。また、有限被約固定点群をもつ局所 proper な作用の geometric

quotient q : X → Y が universally submersive なら、[X/G] → Y は粗モジュライ空間であ
る。ここで局所 proper とは、不変開集合で覆って各作用射 G × U → U × U が proper と
なることであり、universally submersive とは任意の基底変換後にも商位相を与えることであ
る。出典：Edidin [2], Propositions 4.1, 4.2 とその直前の仮定、[6], Proposition 2.11。代数
空間を標的とする普遍性もこの商定理に含めて用いる。

射 [X/G] → Y の構成自体は具体的である。対象 (P → S, u : P → X) に対し q ◦ u は G-不変な
ので、P → S の降下によって一意な S → Y を与える。幾何学的点上では、代数閉体上の主束は
自明化でき、geometric quotient の軌道と対象の同型類が一致する。最後の普遍性と proper 性の
ために上の商定理の仮定が必要である。

13.2 線型化と安定点

定義 13.4. 線束 L の G-linearization は、G の作用を L の全空間にファイバー上線形に持ち
上げ、群の合成則を満たす作用である。射影スキーム X と ample な linearized 線束 L に対
して、x ∈ X が semistable であるとは、ある n > 0 と s ∈ H0(X,Ln)G があり s(x) 6= 0 と
なることをいう。semistable locus を Xss(L) とする。Gx が Xss(L) の中で閉じ、固定点群
が有限となる x を stable と呼び、Xs(L) と書く。

以下の G は SLr または PGLr であり、これらは reductive 群である。一般に reductive とは連
結 unipotent 正規部分群をもたない線型代数群をいう。標数 0 では reductive 群の不変式に有限
生成定理を適用できる。

55



リーマン面のモジュライ 定義・定理・証明

引用定理 13.5（GIT の商定理）
G を reductive、X を射影スキーム、L を ample な linearized 線束とする。不変切断環
R =

⊕
n≥0H

0(X,Ln)G は有限生成で、

q : Xss(L) −→ X//LG := ProjR

は good quotient である。右辺は射影スキームである。Xs(L) は商のある開部分の逆像であ
り、その制限は universally submersive な geometric quotient となる。stable locus 上の作用
は proper であり、固定点群は有限である。出典：[5], Chapter 1、Edidin [2], Theorem 4.1

と §4.1 の末尾。

安定点の商だけでは、一般には射影性は得られない。商の射影性を得るには、対象とする部分が
半安定部分の中で閉じていることも必要になる。

13.3 Hilbert–Mumford 判定と符号の規約

X ⊂ P(V ) を、点が V の一次元部分空間を表す規約で埋め込む。一点 x = [v] と 1-parameter

subgroup ρ : C∗ → G をとり、ρ(t)ei = twiei、v =
∑
viei と対角化する。

定義 13.6. 本ノートでは µ(x, ρ) = −min{wi | vi 6= 0} とする。

引用定理 13.7（Hilbert–Mumford 判定）
x は semistable であることと、すべての 1-parameter subgroup に対して µ(x, ρ) ≥ 0 である
ことが同値である。x は stable であることと、すべての非自明な 1-parameter subgroup に対
して µ(x, ρ) > 0 であることが同値である。出典：[5], Chapter 2、Edidin [2], Theorem 4.2。

例えばすべての非零座標の重みが正なら、t → 0 で ρ(t)v → 0 である。不変同次多項式は軌道上
一定なので、v で非零となる正次数不変式は存在しない。従ってこの点は不安定である。この必
要条件から十分条件を導く部分が判定定理の深い内容である。

命題 13.8 (二変数四次形式). SL2 の自然な作用に関し、二変数四次形式 f の点が semistable

であることは、P1 上の各根の重複度が 2 以下であることと同値である。stable であることは
四根がすべて異なることと同値である。

証明. 1. 一つの一径数部分群について重みを計算する。任意の非自明な一径数部分群は、適当な
基底でX 7→ trX、Y 7→ t−rY、r > 0 と書ける。XiY 4−i に掛かる係数は tri−r(4−i) = t(2i−4)r な
ので、重みは次の通りである。

単項式 Y 4 XY 3 X2Y 2 X3Y X4

重み −4r −2r 0 2r 4r
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f =
∑4

i=0 aiX
iY 4−i と書く。[0 : 1] 付近の座標 z = X/Y では f/Y 4 =

∑
aiz

i であるから、根
の重複度 m は最初の非零係数の添字である。根でなければ m = 0 とする。従って最小の非零重
みは (2m− 4)r、本ノートの符号規約で

µ([f ], ρ) = (4− 2m)r

となる。これは m ≤ 2 のとき非負、m < 2 のとき正である。
2. すべての一径数部分群を調べる。一つの対角部分群だけを調べたのでは不十分である。基底を
替えることにより P1 の任意の点を [0 : 1] にでき、すべての一径数部分群はそのような基底で対
角化される。従ってすべての ρ に対する条件は、すべての点で根の重複度が 2 以下、または 2 未
満であることに等しい。引用定理 13.7を適用して、半安定条件と安定条件を得る。四次形式で全
根の重複度が 2 未満であるとは、四つの根がすべて相異なることである。

曲線の「節点のみ、成分上の特別な点の数」という安定性と、ここでの GIT 安定性は定義が異な
る。両者を結び付けるには次の定理が必要である。

13.4 Hilbert 点と Gieseker の定理

P (t) = dt+ 1− g とする。十分大きい k では制限は階数 P (k) の商

Wk := H0(PN ,O(k)) ↠ H0(C,OC(k))

を与える。その最上外積は一次元商∧P (k)Wk ↠ detH0(C,OC(k)) となり、対応する点を k 次
Hilbert 点と呼ぶ。従って埋め込み先は P((

∧P (k)Wk)
∨) である。m は多重標準埋め込みの冪、k

は Hilbert 点を作る次数であり、二つを区別する。

引用定理 13.9（Gieseker の構成で用いる入力）
g ≥ 3、d ≥ 20(g− 1)、N = d− g とする。ある十分大きい整数 k0 が存在し、次が成立する。

1. 完全線型系によって埋め込まれた滑らかな次数 d、種数 g の曲線の k0 次 Hilbert 点は
SLN+1-stable である。

2. 同じ k0 による semistable Hilbert 点は、連結被約節点曲線で、各滑らかな有理成分が
残りと少なくとも二点で交わる半安定曲線を与える。

3. d = m(2g− 2) として、semistable Hilbert locus U 内で OC(1) の相対 Picard 類が ωm
C

と一致する部分 Uc は閉部分スキームである。それは Hg,m に一致し、すべての安定曲
線の完全 m 重標準埋め込みを含む。

出典：Edidin [2], Theorems 4.3, 4.4 と §4.4 末尾、Gieseker [4], Theorems 1.0.0, 1.0.1, 2.0.1。
本ノートでは m ≥ 10 としてこの数値条件を満たす。ここで存在する k0 を固定して使い、原
著より強い「任意の十分大きい k」への置き換えはしない。

この長い安定性証明は本ノートでは再現しない。特に「安定曲線なら GIT 安定」という主張を定
義として使っているわけではない。

補題 13.10 (有限固定点群から安定性へ進むための閉性). 上の Uc のすべての点は GIT stable で
ある。
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証明. 方針。 閉じていない軌道には、その閉包の境界に次元の小さい軌道が必要である。しかし
今回の部分では、固定点群がすべて有限なので軌道次元が下がれない。
G = PGLN+1 とし、x ∈ Uc の軌道を O = Gx とする。Uc は半安定部分 U の中で不変かつ閉な
ので、U 内の閉包 O も Uc に含まれる。O が閉でないと仮定し、y ∈ O \O を取る。代数群の軌
道は局所閉であり、O は自分の閉包の開稠密部分だから

dim(Gy) ≤ dim(O \O) < dimO.

一方、x, y はいずれも安定曲線の多重標準点である。固定点群の同定と安定曲線の自己同型の有
限性により、dimGx = dimGy = 0 である。軌道の次元公式から

dimO = dimG− dimGx = dimG = dimG− dimGy = dim(Gy),

となり矛盾する。従って軌道は半安定部分内で閉であり、固定点群も有限なので stable である。
SLN+1 で考えても有限中心を除けば同じ軌道・同じ次元なので結論は変わらない。

有限固定点群だけから安定性を結論することはできない。上の証明では Uc の閉性も使っている。

定理 13.11 (射影的な粗モジュライ空間). g ≥ 3 に対し、安定曲線の粗モジュライ空間 Mg

は射影スキームとして存在する。滑らかな曲線の粗モジュライ空間 Mg はその開部分であり、
準射影的である。

証明. 1. 射影的な候補を得る。射影 Hilbert スキームを X、指定された次数の半安定部分を
U = Xss とする。GIT 商定理から q : U → Q = X//G を得る。Q は射影的である。引用定理
13.9により Uc は U の不変閉部分なので、good quotient の閉集合に関する性質により q(Uc) は
Q 内で閉じている。スキーム構造は、不変閉部分への good quotient の制限として入れる。標数
零の reductive 群では不変部分を取る操作が完全なので、affine 商の局所座標でもこれは閉部分ス
キームとなる。従って Mg = q(Uc) は射影スキームである。
2. この部分の商が軌道を一対一に分類することを確かめる。補題 13.10により Uc ⊂ Xs である。
stable locus は q に関して飽和しており、その商の幾何学的ファイバーは一つの軌道である。Uc

自身も不変なので、x ∈ Uc の像と同じ像をもつ点はその軌道に属し、従って Uc に属する。これが
q−1(q(Uc)) = Uc という飽和性である。よって Uc →Mg は universally submersive な geometric

quotient となる。
3. 座標変更の群を一致させる。Hilbert 点の GIT では SLN+1 を使ったが、曲線の商表示では
PGLN+1 を使う。SLN+1 → PGLN+1 の核は有限中心で、射影空間上自明に作用するから、両者
の軌道は同じである。線型化への中心の作用は、線束の十分な冪を取れば消える。これは切断環
の Veronese 部分環を取ることであり、Proj は変わらない。従って得られた商を PGLN+1 の商と
して扱える。
4. 粗モジュライ空間の二条件を適用する。商表示Mg ' [Uc/PGLN+1] と、stable locus 上の作
用の proper 性を用いる。有限被約固定点群・geometric quotient・universally submersive という
粗商定理の仮定がすべて満たされる。従って幾何学的点の同型類と Mg の点が一対一になり、任
意の代数空間への射に関する普遍性も成立する。これで単に軌道集合を作っただけでなく、粗モ
ジュライ空間の定義全体を満たした。
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最後に、滑らかな曲線は Uc 内の不変開部分をなす。geometric quotient の下ではその像も開であ
り、商の普遍性を制限して Mg を得る。射影スキームの開部分なので Mg は準射影的である。

g = 2 でも同じ結論は成り立つが、ここで引用した Gieseker の数値付き定理を無断で g = 2 に拡
張して証明したことにはしない。その場合を含む結果は次節の一般的なコンパクト化定理として
用いる。

14 安定還元とコンパクト化

この章で考えること
極限の存在、極限の一意性、射影性を別々の主張として扱う。解析的な商と代数的に構成し
た空間が同じ分類問題を解くことを確認する。

14.1 離散付値環を用いた極限

定義 14.1. 離散付値環（DVR）は、非零極大イデアルが一つの元 tで生成される一次元 Noether

正規局所整域である。その分数体を K、剰余体を k とする。SpecK は族の一般ファイバー、
閉点 Spec k は特殊ファイバーを表す。

例は C[[t]] と C[t](t) である。SpecK → Mg が延長できるかどうかは、一変数の曲線族の極限を
調べる代数的な形である。

引用定理 14.2（安定還元定理と一意性）
R を DVR、K をその分数体、CK/K を滑らかな射影幾何学的連結曲線、g ≥ 2 とする。有
限分離拡大 K ′/K と R を支配する DVR R′ ⊂ K ′ を適切に選ぶと、CK ×K K ′ は R′ 上の安
定曲線族に延長する。さらに、同じ DVR 上の二つの安定曲線族の間の一般ファイバー上の
同型は、一意に族全体へ延長する。出典：Edidin [2], Theorem 3.3、[3], 安定還元定理、[20],

Tags 0E98（安定還元）, 0E97（安定モデルの一意性）。

基底の有限拡大は省略できない。モノドロミーを変えるために必要になる。一意性は一般ファイ
バーの同型を指定した上での延長の一意性であり、特殊ファイバーの自己同型群が自明だという
意味ではない。

引用定理 14.3（安定曲線スタックの proper 性）
g ≥ 2 のMg は proper smooth DM スタックであり、Mg は稠密開部分スタックである。そ
の粗モジュライ空間 Mg は射影的である。g ≥ 3 の射影性は前節で述べた構成から得られる。
出典：[3]、Edidin [2], Theorems 3.4, 3.5 と §4、[20], Tag 0E9C（スタックの proper・smooth

性と稠密性）。粗空間の射影性については [4] および [7] の安定曲線の構成を用いる。

proper 性の証明は、安定還元による存在、同型延長による分離性、Hilbert 表示による有限型性
を valuative criterion に組み合わせるものである。スタックでは有限拡大後の持ち上げを許す形
の判定を使う。粗空間の proper 性や射影性を、個々の曲線族の極限だけから直接結論してはいけ
ない。
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14.2 解析的モジュライとの比較

引用定理 14.4（曲線モジュライの解析化との比較）
C 上の代数的なMg,n を解析化すると、安定範囲で

Man
g,n ' [Tg,n/Γg,n]

となる。粗モジュライ空間の解析化は、右辺の通常の有限局所商による解析空間と一致する。
また ` ≥ 3 のレベル付きモジュライは滑らかな準射影多様体であり、その解析化は第 7節の
商である。出典：Hain [1], §§10–12 と §14、[3] の moduli の比較、[7] の解析的・代数的構成。
この比較には、族の相対多重標準埋め込みと Hilbert スキームの解析化、および同型の比較を
用いる。

曲線一つの代数化はこの定理の準備であり、族と射を含む比較定理そのものではない。この入力
により、前半の位相的な計算を後半の代数的な空間に適用できる。

命題 14.5 (既約性と非 proper 性). g ≥ 2 では Mg と Mg は既約で次元 3g − 3 である。ま
た Mg は proper ではない。

証明. 1. Mg の連結性と局所既約性を分けて示す。Tg は連結なので、その連続像 Man
g も連結で

ある。一方、各点の局所模型は滑らかな連結な変形空間の小近傍を有限群で割ったものである。小
近傍の正則関数環は整域であり、その不変部分環も整域だから、この商の芽は既約である。従っ
て Man

g は局所既約である。
連結であるだけでは既約性は従わないが、局所既約なら異なる既約成分は交わらない。Noether 的
な局所構造により成分は局所的に有限個なので、各成分は開かつ閉となる。連結性から成分は一つ
しかなく、Man

g は既約である。もし代数的なMg が二つの真の閉部分の和なら、解析化してもその
ような分解となるため、代数的にも既約である。有限商では次元は変わらないので dimMg = 3g−3

である。
2. コンパクト化へ移す。引用定理 14.3により Mg は Mg の稠密開部分である。既約集合の閉包
は既約なので Mg も既約で、稠密開部分と同じ次元をもつ。
3. 境界が非空であることを使う。種数 g − 1 の滑らかな曲線で相異なる二点を同一視する。種数
公式から算術種数は g であり、正規化成分の安定性は 2(g − 1)− 2 + 2 = 2g − 2 > 0 だから安定
曲線である。節点をもつのでこれは境界点であり、Mg は真の稠密開部分である。
もし Mg が proper なら、分離的な Mg への射 Mg →Mg も proper である。実際、グラフは分
離性により閉で、Mg ×Mg →Mg は proper 射の基底変換であるから、両者の合成も proper と
なる。従って像 Mg は閉でなければならない。これは真の稠密開部分であることに矛盾する。

この証明は「ある特異な極限を一つ見つけたから Mg は proper でない」とはしていない。コンパ
クト化と稠密性を確立してから結論している。
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14.3 境界の成分と次元

標点のない種数 g の一般的な一節点曲線には二種類ある。

1. 既約一節点曲線：正規化の種数は g− 1、二つの点を貼り合わせる。対応する境界を ∆irr と
書く。

2. 分離節点をもつ曲線：種数 i と g− i の二曲線を一点ずつで貼る。1 ≤ i ≤ bg/2c に対し ∆i

と書く。

パラメータを与える gluing 射はそれぞれ

Mg−1,2 −→ ∆irr, Mi,1 ×Mg−i,1 −→ ∆i.

第一の射では二つの枝の交換、i = g − i の場合は二成分の交換を考慮する必要がある。いずれも
次元は 3g − 4 である。これは第 11節の局所平滑化パラメータ一個の消失と一致する。

例 14.6 (四点付き球面の境界). M0,4 = P1 \ {0, 1,∞} に三点を補うと M0,4 ' P1 となる。例え
ば t→ 0 で二標点が衝突する。衝突点をそのまま重複標点として残すのでなく、有理成分を追加
し、二つの標点と節点をその成分に載せる。各成分は三つの特別な点をもち、安定になる。三つ
の境界点は四標点の 2 + 2 分割に対応する。
局所座標で t→ 0 を追う。標点を p1 = 0, p2 = 1, p3 = ∞, p4 = t とする。衝突する二点の近くで
w = z/t と拡大すると、p1 は w = 0、p4 は w = 1 に留まる。この w 座標の球面を新しい成分と
し、その w = ∞ を元の z 球面の z = 0 に貼る。すると新しい成分には p1, p4 と節点、元の成分
には p2, p3 と節点が載る。どちらも三つの特別な点をもつので安定である。
この操作は単なる座標の想像ではなく、P1

z × A1
t の (z, t) = (0, 0) を blow-up することで実現で

きる。一方のチャートは z = tw、他方は t = zv である。後者の族の式 zv = t は節点の平滑化そ
のもので、t = 0 の二成分は z = 0 と v = 0 となる。従って重複標点を許すことなく、安定な極
限を実際の族として得られる。

p1 = 0

p4 = t

p2

p3

t→ 0

節点

p1

p4

p2

p3

w 球面 z 球面

球面を楕円で模式的に描いている。図の接点では二つの異なる枝が交差し、二つの標点が同じ点
になるのではない。
この例は genus 0 の標点付きコンパクト化の結果を用いた具体例であり、標点のない g ≥ 2 の構
成と混同しない。
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14.4 普遍曲線の存在する場所

Mg 上には普遍曲線がある。それは、各 S → Mg がもともと表す曲線族を、基底変換と同型に
関してまとめたものである。その S への 2-引き戻しは指定された曲線族に一致する。粗空間 Mg

上では、同じ意味で任意の族を分類する普遍曲線を一般にはもたない。これは Mg の欠陥ではな
く、定義 10.17が要求している普遍性の種類が違うためである。

15 写像類群とモジュライのコホモロジー

この章で考えること
整数係数で固定点群の情報を保つ必要を確認し、Dehn twist の関係から第一ホモロジーを計
算する。

15.1 有理係数では粗空間と一致する

定理 15.1. 安定範囲において

H∗(Man
g,n,Q) ' H∗(Γg,n,Q) ' H∗(Man

g,n,Q)

が自然に成り立つ。第一の等式の左辺は Borel 構成で定義する。

証明. 1. スタックから群コホモロジーへ。Γ = Γg,n、T = Tg,n と略記する。T は可縮なので、命
題 4.8によりEΓ×Γ T ' BΓ である。従って第一の同型は Borel 構成の定義から得られる。
2. 有限群のコホモロジーが消える理由。有限群 G の Q-表現の全射 V ↠ W を取り、w ∈ WG

とする。w の任意の持ち上げ v ∈ V は不変とは限らないが、

v̄ =
1

|G|
∑
g∈G

gv

は不変であり、その像は |G|−1
∑

g gw = w である。従って不変部分を取る関手も全射を保つ。も
ともと左完全なので、これは完全関手となる。群コホモロジーは不変部分関手の右導来関手だか
ら、Hq(G,V ) = 0（q > 0）である。特に自明表現では H0(G,Q) = Q、Hq(G,Q) = 0（q > 0）と
なる。
3. 粗空間の小近傍で比較する。p : EΓ ×Γ T → Γ\T を考える。点 x の固定点群を G とする。
proper 作用と有限群の局所線型化により、x の小近傍として G-不変な球 U を選び、粗空間の近
傍を U/G と書ける。U は x へ G-同変に収縮するので、その上の Borel 模型 EG×G U は BG

と同じホモトピー型をもつ。従って p−1(U/G) の有理コホモロジーは次数零だけにあり、Q であ
る。このような近傍を小さくしていくと

p∗Q = Q, Rqp∗Q = 0 (q > 0)

がわかる。
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4. 局所的な比較を大域化する。ここで用いる Leray スペクトル系列は、写像の底とファイバー方
向のコホモロジーから全体を計算する標準的な道具で、今回は

Ea,b
2 = Ha(Man

g,n, R
bp∗Q) =⇒ Ha+b(EΓ×Γ T ,Q)

である。第 3段階から b = 0 の行しか残らず、その行は Ha(Man
g,n,Q) である。他の行が零なので

微分も拡張の曖昧さもなく、引き戻し p∗ が求める同型になる。

この証明で用いた有限群作用の局所線型化、Leray スペクトル系列は標準的な位相の道具である
（[14], Chapter VII、および Hain, Theorem 13.2）。

例 15.2 (整数係数の違い). [pt/µr] の粗空間は一点である。しかし H2(Bµr,Z) ' Z/rZ であり、
一点の H2 は零である。具体的に、G = 〈s | sr = 1〉 の群環を使う標準自由分解は

· · · N−→ Z[G] s−1−−→ Z[G] N−→ Z[G] s−1−−→ Z[G] → Z → 0, N = 1 + s+ · · ·+ sr−1

である。これに HomZ[G](−,Z) を適用し、Z には自明作用を入れる。s− 1 は零、N は r 倍とし
て作用するので、次数零からのコチェイン複体は

Z 0−→ Z r−→ Z 0−→ Z r−→ · · ·

となる。従って H1 = ker(r)/ im(0) = 0、H2 = ker(0)/ im(r) = Z/r である。Q 係数なら r 倍は
同型であり、正次数のコホモロジーは消える。従って上の定理をそのまま整数係数に変えてはい
けない。

局所系でも同じ注意が必要である。Γ の表現はオービフォールド局所系を与えるが、粗空間に通
常の局所系として降下するには、すべての固定点群がファイバー上自明に作用する必要がある。

15.2 Dehn twist の定義と基本的関係

定義 15.3. 向き付けられた曲面 S の単純閉曲線 a の環状近傍を [0, 1]×R/Z と同一視する。
境界の近くでそれぞれ 0, 1 に等しい滑らかな関数 η を選び、(r, θ) 7→ (r, θ+ η(r)) とし、外側
では恒等写像とする。正の向きの規約を固定して得る写像類を右 Dehn twist Ta と呼ぶ。曲
面に境界がある場合の写像類群では境界を各点で固定する。

異なる補間関数や同位な環状近傍は isotopy を通して同じ写像類を与える。S \ a が連結なら a を
非分離的、非連結なら分離的という。

ねじる前

Ta

一周ねじった後

左右の辺を同一視
上下の境界は各点固定

環状近傍を切り開いた図である。緑の弧は境界をつなぐ弧を示す。図では θ の変化を直線で描い
たが、実際の定義では境界近くで一定となる滑らかな η を用いる。
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命題 15.4. 向きを保つ微分同相 f に対し fTaf
−1 = Tf(a) である。交わらない曲線 a, b に対

しては TaTb = TbTa である。非分離的単純閉曲線上の Dehn twist はすべて共役である。

証明. 最初の式は環状近傍と局所式を f で移せばわかる。第二の式は互いに交わらない台を選べ
ば、微分同相としてすでに可換となる。第三の主張は、非分離的曲線で切った曲面はいずれも種
数 g− 1、境界二成分の曲面となることから、曲面の分類定理によって曲線を移す向き付き微分同
相が存在し、第一の式を適用できるためである。

引用定理 15.5（生成定理と lantern relation）
閉曲面の写像類群 Γg は非分離的単純閉曲線の Dehn twist によって生成される。また、四境
界成分をもつ球面の標準的な lantern 配置には、境界曲線 a, b, c, d と内部曲線 x, y, z があり、
適合する順序で

TaTbTcTd = TxTyTz

が成り立つ。各内部曲線は境界を二つずつに分ける。配置は三つの内部曲線を同時に選んだ
もので、分割の情報だけで各 isotopy 類を一意に指定したことにはならない。出典：Hain [1],

§15、Theorem 15.16 および §16、[13], Dehn–Lickorish theorem と lantern relation。生成定
理および lantern relation の曲面上の証明はここでは引用する。

15.3 第一ホモロジーの計算

群の第一ホモロジーはその可換化 H1(G,Z) = G/[G,G] である。

定理 15.6. g ≥ 3 なら H1(Γg,Z) = 0 である。

証明. 1. 可換化の生成元を一つにする。生成定理により Γg は非分離的 Dehn twist で生成され
る。命題 15.4によりこれらはすべて共役である。可換化では [hxh−1] = [h] + [x]− [h] = [x] なの
で、すべて同じ類 t になる。従って H1(Γg,Z) は一つの元 t で生成される巡回群である。
2. lantern の七つの曲線を非分離的にする。四穴球面 L と、種数 g− 3・境界四成分の連結曲面
R を、それぞれの四つの境界で貼る。Euler 数は χ(L) = −2、χ(R) = 2− 2(g − 3)− 4 = 4− 2g

なので、できる閉曲面の Euler 数は 2− 2g、従って種数は g である。この構成に g − 3 ≥ 0 が必
要であり、ここで g ≥ 3 を用いている。
境界曲線の一つを切っても、L と R は残る三つの境界を通じてつながっているから、その曲線は
非分離的である。内部曲線の一つで L を切ると二つの部分に分かれるが、両方が連結な R に接
しているので、周囲の閉曲面では補集合は連結である。従って内部の三曲線も非分離的である。
3. 関係式を加法の式にする。lantern relation の左辺の四つ、右辺の三つの twist は、可換化では
すべて t である。従って 4t = 3t、両辺から 3t を引いて t = 0 となる。可換化は t で生成されて
いたので群全体が零である。
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引用定理 15.7（種数一の表示と種数二の可換化）
原点付き種数一の写像類群は SL2(Z) で、表示

〈S, T | S4 = 1, (ST )3 = S2〉

をもつ。種数二では H1(Γ2,Z) ' Z/10Z である。出典：Hain [1], Theorem 16.1。種数一の
表示は [15], Chapter VII。種数二の計算では関係式から得る「位数が 10 を割る」という上
界だけでなく、位数 10 を実現する下界も必要であり、ここではその完全な結果を引用する。

系 15.8. Γ1 はこの節では Γ1,1 = SL2(Z) を意味すると約束すると、

H1(Γg,Z) =


Z/12Z g = 1,

Z/10Z g = 2,

0 g ≥ 3.

H1(Γg,Z) = H1(Γg,Q) = 0.

証明. 種数一では表示の生成元 S, T の像を s, t と書く。可換化は、自由可換群 Zs⊕Zt を二つの
関係

4s = 0, 3(s+ t) = 2s

で割ったものである。第二式は s + 3t = 0、従って s = −3t であり、第一式は 12t = 0 になる。
これで位数が十二を割ることがわかる。逆に t 7→ 1 (mod 12)、s 7→ −3 (mod 12) は両関係を満
たすので、可換化から Z/12 への全射を与える。よって位数はちょうど十二である。種数二は引
用結果、高種数は前の定理による。
自明係数 A に対して H1(G,A) = Hom(G,A) = Hom(H1(G,Z), A) である。上で求めた第一ホモ
ロジーは有限群または零であり、有限群から torsion-free な Z や Q への準同型は零である。従っ
て後半の消滅を得る。

15.4 第二コホモロジーで用いる入力

引用定理 15.9（Harer の計算と有限生成性）
H2(Γg,Z) は有限生成で、その有理係数の階数は g = 1, 2 では 0、g ≥ 3 では 1 である。出
典：Hain [1], Theorem 17.1、Harer [16]。有限生成性は写像類群の有限表示からも従う。有
限表示は Hain, Corollary 12.8 でレベル多様体の有限 CW 型から説明されている。

定理 15.10.

H2(Γg,Z) '


Z/12Z g = 1,

Z/10Z g = 2,

Z g ≥ 3.

証明. 1. 普遍係数定理で二つの項に分ける。群コホモロジーを分類空間 BΓg のコホモロジーと
して扱う。整数係数の普遍係数定理により

0 → Ext1Z(H1(Γg,Z),Z) → H2(Γg,Z) → Hom(H2(Γg,Z),Z) → 0
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が完全である。左端は第一ホモロジーの torsion、右端は第二ホモロジーの自由部分を反映する。
2. 左端を具体的に計算する。自由分解 0 → Z ×r−−→ Z → Z/r → 0 に HomZ(−,Z) を適用すると、
Ext1Z(Z/r,Z) は Z ×r−−→ Z の余核である。従って Ext1Z(Z/r,Z) = Z/r、また Ext1Z(0,Z) = 0 であ
る。系 15.8から、左端は種数一で Z/12、種数二で Z/10、高種数で零となる。
3. 右端には未知の torsion が影響しない。引用定理 15.9により H2 は有限生成で、H2 ' Zb⊕T、
T 有限、と書ける。T → Zは零なので Hom(H2,Z) ' Zb である。b = 0（g = 1, 2）、b = 1（g ≥ 3）
だから、低種数では右端が零、高種数では右端が Z となる。
従って低種数では左の単射が同型、高種数では右の全射が同型であり、主張を得る。どの場合も
両端の一方が零なので、短完全系列の分裂を選ぶ問題は生じない。

H2(Γg,Z) と H2(Γg,Z) は異なる群である。この定理では H2 の torsion 部分を計算していない
し、それを零だと仮定してもいない。

16 Hodge 線束と Picard 群

この章で考えること
コホモロジーの計算から線束の分類へ移る。Chern 類の単射性と、Hodge 類が整数係数の生
成元であることを別々に扱う。

16.1 代数的 Picard 群を固定する

定義 16.1. 代数スタック X 上の線束は、各対象 x ∈ X (S) に線束 Lx を割り当て、族の射
f : x′ → x に Lx′ ' f∗Lx を割り当て、恒等射と合成について整合するものである。同型類
の集合はテンソル積を演算とする群になり、Pic(X ) と書く。

X = [X/G] なら、これは G-linearized な代数的線束の群 PicG(X) に一致する。理由は、atlas

X → [X/G] 上の線束の降下データが、X ×[X/G] X ' G×X 上の線型化そのものだからである。
本節は代数的線束の Picard 群を扱う。非 proper な空間では、解析的線束の群と自動的に一致す
るとは限らない。Hodge 線束 λ = detπ∗ω は代数的な普遍族から定義され、その解析化は第 8節
の線束に一致する。

定義 16.2 (第一 Chern 類). パラコンパクト空間 Y 上の連続複素線束の遷移関数は、連続な
非零複素数値関数の層 C∗

Y の 1-コサイクルを与える。指数完全系列

0 → Z → CY
f 7→e2πif

−−−−−→ C∗
Y → 1

の連結準同型による像を c1(L) ∈ H2(Y,Z) と定義する。スタック上では解析化した線束を
Borel 構成上の線束に移して、この定義を用いる。ベクトル束の第一 Chern 類は c1(V ) =

c1(detV ) とする。
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その第一 Chern 類を c1(λ) と書き、線束そのものと区別する。Man
g の Borel 構成上で

c1 : Pic(Mg) −→ H2(Γg,Z)

が定まる。g = 1 では以後もM1,1 を意味する。

引用定理 16.3（代数的線束の Chern 類の単射性）
曲線のモジュライについて、H1(Γg,Q) = 0 なら Pic(Mg) → H2(Γg,Z) は単射である。出
典：Hain [1], Corollary 14.4 とその前の準射影オービフォールドに対する議論。この結果は、
レベル付き準射影多様体上の代数的線束と有限群の同変構造を用いる。

Mg は非コンパクトなので、コンパクト Kähler 多様体の指数完全系列だけを当てはめてこの単射
性を結論することはできない。系 15.8でその仮定は満たされる。

16.2 種数一：商表示から全体を計算する

引用定理 16.4（Weierstrass 表示の族版）
C 上の楕円曲線スタックは

M1,1 ' [U/Gm], U = SpecC[a, b, (4a3 + 27b2)−1]

と同値である。u ∈ Gm は (a, b) 7→ (u4a, u6b) で作用する。普遍方程式は y2 = x3 + ax + b

に無限遠点を加えたものであり、座標変更は (x, y) 7→ (u2x, u3y) である。族の表示は局所的
に選び、重なりの座標変更を主束として記録する。出典：[7] の楕円曲線のモジュライ、Hain

[1], §§2, 3 の Weierstrass 表示。

定理 16.5. Pic(M1,1) ' Z/12Z で、λ が生成元である。

証明. D = 4a3 + 27b2、R = C[a, b,D−1] と置く。方針。 U 上では線束をすべて自明化し、残る
データである群作用を整数の重みとして分類する。最後に、自明化の選び替えによって重みがい
くつ変わるかを調べる。
1. U 上の線束と可逆関数を求める。R は多項式環の局所化だから正則 UFD である。正規 affine

スキームの線束は Cartier 因子で表せ、UFD では素因子がすべて主因子なので Pic(U) = 0 とな
る。ここでは正規整スキーム上の Cartier 因子と線束の対応、および UFD の因子類群が零であ
るという標準事実を用いる。
D は既約である。実際、b の二次式として C(a)[b] で可約なら −4a3/27 は C(a) の平方となるが、
a = 0 での付値は奇数の三なので平方ではない。Gauss の補題により C[a, b] でも既約となる。局
所化で逆元を許した素因子は D だけなので、

R∗ = {cDr : c ∈ C∗, r ∈ Z}.

従って線型化を忘れれば、どの線束も OU である。
2. 自明線束への作用を分類する。自明化したファイバーの座標を v とする。線型化は

u · (a, b, v) = (u4a, u6b, α(u, a, b)v)
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で与えられ、α は Gm × U 上の可逆正則関数である。その環 C[u, u−1, a, b,D−1] も UFD の局
所化なので、単元は cunDr の形である。群の単位元が恒等に作用する条件 α(1, a, b) = 1 から、
r = 0 かつ c = 1 となる。従って α = un であり、これは任意の整数 n について群の合成則を満
たす。重み n の同変線束を Ln と書く。
3. 二つの重みが同じ線束を与える条件を求める。Ln → Ln′ の線束同型は v 7→ h(a, b)v、h = cDr

と書ける。これが同変である条件は

h(u4a, u6b)un = un
′
h(a, b).

D(u4a, u6b) = u12D(a, b) を代入すると n′ = n + 12r を得る。従って Ln ' Ln′ であることと
n ≡ n′ (mod 12) は同値である。またテンソル積は重みの和になるので、PicGm(U) ' Z/12Z を
得る。
4. Hodge 線束がどの重みかを確認する。座標変更 Fu : (x, y) 7→ (u2x, u3y) に対して
F ∗
u (dx

′/y′) = u−1dx/y である。線束のファイバーを出発点から到着点へ運ぶ作用はこの引き戻し
の逆なので、dx/y の係数に u を掛ける。従って λ = L1 であり、1 mod 12 に対応する生成元で
ある。

例 16.6 (重みと線束の演算). 上の表示では L3 ⊗ L5 = L8、L∨
n = L−n である。D は重み十二の

非消滅関数なので、L0 → L12、v 7→ Dv は同変同型となる。一方、通常の線束としては L1 も L0

も OU であるが、群作用まで保つ同型は存在しない。両者の差は underlying な線束ではなく同変
構造にあり、スタックの Picard 群はそれを区別する。

ここでは λ の位数だけでなく、任意の線束がその冪であることまで示した。

16.3 種数二：上界と下界を分ける

引用定理 16.7（種数二の判別形式）
M2 上には λ10 の非消滅代数的切断がある。主偏極付き Abel 曲面上の重さ 10 の Siegel cusp

form を Jacobian locus に制限したものとして得られる。出典：Hain [1], Theorem 17.3 の種
数二の場合、および同所のモジュラー形式への参照。ここではこの非消滅性を外部定理とし
て用いる。

命題 16.8. Pic(M2) ' Z/10Z で、λ が生成元である。

証明. 1. 群全体の大きさを上から抑える。Chern 類の単射性と定理 15.10 から、Pic(M2) は
Z/10 に単射で入る。従ってその元は高々十個である。また引用した重さ十の形式は非消滅なの
で、λ10 ' O である。
2. 位数五の作用をもつ曲線を選ぶ。C5 : y2 = x5 − 1 の滑らかな射影完備化を考える。五つの
有限分岐点と無限遠の計六点で分岐する二重被覆なので、Riemann–Hurwitz から種数は二であ
る。f5(x, y) = (ζ5x, y) は方程式を保ち、完備化にも延びる自己同型である。正則微分の基底は
ω0 = dx/y、ω1 = x dx/y であり、

f∗5ω0 = ζ5ω0, f∗5ω1 = ζ25ω1.

従って行列式の線 λC5 上では ζ35 が作用し、その位数は五である。
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3. 偶数性を検出する別の曲線を選ぶ。C6 : y2 = x6 − 1 は六つの有限分岐点をもち、無限遠では
分岐しないので、やはり種数二である。f6(x, y) = (ζ6x, y) は上と同じ基底に ζ6, ζ

2
6 を掛ける。行

列式は ζ36 = −1、従って位数二である。
4. 線束の自明性に戻る。λk が自明なら、どの対象の自己同型もそのファイバーに恒等に作用し
なければならない。第 2段階から 5 | k、第 3段階から 2 | k が必要だから、10 | k である。従っ
て λ はちょうど位数十の元であり、その冪だけで十個の異なる線束を与える。群全体は高々十個
だったので、これで群全体を尽くす。

二つの曲線はそれぞれ平方因子をもたない五次・六次多項式による二重被覆であり、滑らかな完備
化は種数二である。固定点群での固有値の計算では、引き戻しと順方向作用は逆数になるが、そ
の位数は同じである。

16.4 高種数：有理生成と整数生成の違い

g ≥ 3 では H2(Γg,Z) ' Z である。このことと Chern 類の単射性だけでは、λ が生成元であるこ
とはまだわからない。2Z ⊂ Z のような部分群、または c1(λ) = ke、|k| > 1 という可能性が残る。

引用定理 16.9（Hodge 類の原始性）
g ≥ 3では c1(λ)は H2(Γg,Z)の生成元である。すなわち、ある整数 2-サイクル z ∈ H2(Γg,Z)
に対して 〈c1(λ), z〉 = 1となる。出典：Hain [1], Theorem 17.3の高種数の場合の証明（pp.52–

54）。同所では Meyer の signature class とその値域の定理を用いて、この整数係数の原始性
を示している。値域の定理はここでは引用し、非零性だけから原始性を推論しない。

定理 16.10 (Picard 群の計算). 複素数体上の滑らかな曲線のモジュライスタックについて

Pic(Mg) =


Z/12Z · λ g = 1 (Mg = M1,1),

Z/10Z · λ g = 2,

Z · λ g ≥ 3.

証明. g = 1, 2 はそれぞれ定理 16.5、命題 16.8で示したので、g ≥ 3 を考える。Chern 類の単射
性により、線束の同型類はその c1 によって区別できる。引用定理 16.9により、H2(Γg,Z) のすべ
ての元は一意な整数 k を用いて kc1(λ) と書ける。従って任意の線束 L に対してそのような k が
あり、

c1(L⊗ λ−k) = c1(L)− kc1(λ) = 0

となる。単射性から L⊗λ−k ' O、すなわち L ' λk である。また λk ' λk
′ なら (k−k′)c1(λ) = 0

であり、生成元は無限位数だから k = k′ となる。よって Z → Pic(Mg)、k 7→ λk は群の同型で
ある。

これは粗空間 Mg の Picard 群でも、コンパクト化Mg の Picard 群でもない。前者には固定点
群の作用の消滅という降下条件があり、後者には境界の線束が加わる。
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16.5 補足：signature との関係を計算する

π : X → B を、滑らかな射影複素曲線 B 上の滑らかな種数 g ≥ 2 の曲線族とする。全空間
X は滑らかな射影曲面である。σ(X) は、H2(X,R) 上の非退化対称形式 (u, v) 7→

∫
X u ^ v の

正固有値の数から負固有値の数を引いた signature である。以下の特性類には通常の規約を用い
る。複素束の全 Chern 類 c(V ) = 1 + c1(V ) + c2(V ) + · · · は、線束の場合の 1 + c1、自然性、
Whitneyの積公式で特徴付けられる。分裂原理によって Chern roots xi を使えば ch(V ) =

∑
i e

xi、
Td(V ) =

∏
i xi/(1−e−xi)と定義できる。実束の第一 Pontryagin類の規約は p1(E) = −c2(E⊗RC)

である。これらの特性類と分裂原理の存在は [17] を参照する。
K = c1(ωX/B) と置き、κ1 = π∗(K

2) とする。π∗ はファイバーに沿う積分で次数を 2 下げる写像
である。

引用定理 16.11（Grothendieck–Riemann–Roch と signature 定理：使用形）
滑らかな射影射 π とベクトル束 L に対して ch(Rπ∗L) = π∗(ch(L)Td(TX/B)) である（相対
形、合理コホモロジー）。閉向き付き四次元多様体では σ(X) = 1

3

∫
X p1(TX)、複素曲面では

p1 = c21 − 2c2 である。出典：[7], pp.155–156、[17], Theorem 19.4、Hain [1], §17。

命題 16.12. この族に対して κ1 = 12c1(λB)が有理コホモロジーで成り立ち、σ(X) = 4 deg λB
である。

証明. 1. GRR の左辺を具体化する。曲線のファイバーでは次数二以上の層コホモロジーは消え
るので、K 理論において Rπ∗ωX/B = [π∗ω] − [R1π∗ω] である。相対双対性により R1π∗ω ' OB

だから、
ch(Rπ∗ω) = ch(EB)− 1 = (g − 1) + c1(EB)

となる。B は複素一次元なので、ここではコホモロジー次数二まで見れば十分である。
2. 右辺で必要な次数まで展開する。K = c1(ωX/B) なので c1(TX/B) = −K である。従って

ch(ω) = 1 +K + 1
2K

2 + · · · , Td(TX/B) = 1− 1
2K + 1

12K
2 + · · · .

積の K2 の係数は 1
2 − 1

2 + 1
12 = 1

12 だから、

ch(ω)Td(TX/B) = 1 + 1
2K + 1

12K
2 + · · · .

π∗ はコホモロジー次数を二下げるので、底の次数零には π∗(K/2)、次数二には π∗(K
2/12) が寄

与する。前者は (2g − 2)/2 = g − 1 で左辺の階数と一致する。後者を比較すると

c1(EB) =
1
12π∗(K

2) = 1
12κ1.

c1(EB) = c1(detEB) = c1(λB) なので第一の式が得られる。
3. 曲面全体の Pontryagin 類を求める。接束の完全系列 0 → TX/B → TX → π∗TB → 0 に
Whitney の積公式を適用する。b = π∗c1(TB) と書くと

c(TX) = (1−K)(1 + b) = 1 + (b−K)− bK,
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従って c1(TX) = b−K、c2(TX) = −bK である。B は実二次元なので c1(TB)
2 = 0、従って b2 = 0

である。よって
p1(TX) = c1(TX)2 − 2c2(TX) = (b−K)2 + 2bK = K2.

4. signature 定理と積分を組み合わせる。

σ(X) =
1

3

∫
X
K2 =

1

3

∫
B
π∗(K

2) = 4

∫
B
c1(λB) = 4 deg λB.

第二の等号はファイバー積分の定義、最後は曲線上の線束の次数と第一 Chern数の一致による。

例 16.13 (積族で公式を検算する). X = C ×B、π = prB とする。EB = H0(C,KC)⊗OB なの
で λB は自明、deg λB = 0 である。また K = pr∗C c1(KC) であり、C は複素一次元だから K2 = 0

である。従って κ1 = 0、上の計算によって σ(C ×B) = 0 となる。これにより定数族では Hodge

束の次数も signature も変化を検出しないことがわかる。

この計算は signature が 4 の倍数であることを示すが、値 4 が実際に現れることまでは示してい
ない。Hain の原始性の議論には、任意の向き付き曲面束に対する位相的 signature class と、その
値域についての追加の定理が必要である。またコンパクト化上で節点をもつ族には境界補正が現
れ、滑らかな族の公式をそのまま適用できない。
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A 一意化から表現空間を見る

Hain の §§4–8 では、基本群の表現から Teichmüller 空間へ進む道筋も用いられる。本文では変形
とマーキングから構成したので、ここで二つの表示を対応させる。

定義 A.1. g ≥ 2 とし、π = π1(Sg) に標準表示

π = 〈a1, b1, . . . , ag, bg |
g∏

i=1

[ai, bi] = 1〉

を選ぶ。Hom(π,PSL2(R)) は、2g 個の行列で積の関係式を満たすものの空間である。そのう
ち離散忠実で余コンパクトな表現を考える。さらに、Sg → ρ(π)\H に誘導されるホモトピー
同値が基本類の向きを保つ成分を U+ とする。

PSL2(R) は同時共役で作用する。一意化定理により、マーキング付き曲線は基本群のこのような
表現を共役を除いて定める。向きを忘れた表現空間全体では、逆向きの成分も現れるので、U+ の
指定を入れた。

引用定理 A.2（表現空間による Teichmüller 空間の表示）
U+ は実次元 6g − 3 の滑らかな多様体で、PSL2(R) の共役作用は自由かつ proper である。
U+/PSL2(R) は Tg と微分同相である。出典：Hain [1], Proposition 5.5、Theorem 5.6、§7、
および同所の Weil の変形理論への参照。ここでは向きを保つ成分に制限して述べた。

単に 2g 個の三次元の行列から三個の方程式を引けばよい、と数えるのは証明ではない。積の関係
式の微分が全射であることを、次のコホモロジーの消滅が保証する。
ρ に付随する随伴局所系を Aρ とする。ファイバーは sl2(R)、モノドロミーは Ad ρ である。引
用した表現の変形理論では、共役を除いた接空間は H1(Sg,Aρ) となる。離散余コンパクトな非可
換群の中心化群は自明なので H0(Sg,Aρ) = 0 である。Killing 形式 tr(AB) は非退化でモノドロ
ミー不変であり、局所係数の Poincaré 双対性から H2 ' (H0)∨ = 0 となる。局所系の Euler 数
は階数を掛けたものなので

−h1(Sg,Aρ) = 3χ(Sg) = 3(2− 2g),

従って h1 = 6g − 6 を得る。障害の消滅から滑らかさへ進む部分と、中心化群の性質は、上の引
用定理の証明に属する入力である。

引用定理 A.3（Dehn–Nielsen–Baer の定理）
Γg → Out(π) は単射で、その像は H2(π,Z) ' Z の基本類を保つ部分群 Out+(π) である。出
典：Hain [1], Theorem 6.3。

外部自己同型が現れるのは、マーキングの基点への道の選択が内部自己同型だけの違いを生むた
めである。従って本文の写像類群による商は、表現の側では Out+(π) によるマーキング変更の商
として理解できる。
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B 原著で述べられる大域的性質

以下は Edidin の導入部に現れる追加の結果である。本体の構成には用いないが、モジュライを構
成した後に問うべき問題を示す。ここでは証明を引用する。

引用定理 B.1（完全部分多様体の次元）
g ≥ 2 の Mg 内の完全な部分多様体の次元は g − 1 未満である。出典：Edidin [2], Theorem

1.2、Diaz [18]。

g = 2 では正次元の完全部分多様体は存在しない。g ≥ 3 では完全曲線が存在し、そのため Mg は
affine ではないという結果もある（Edidin, §1）。この存在には、Jacobian のモジュライとそのコ
ンパクト化を用いる別の議論が必要である。準射影性は既に示したが、準射影的であることから
affine 性は従わない。

定義 B.2. 射影多様体が一般型であるとは、その滑らかな射影モデル Y の標準束の Kodaira

次元が dimY に等しいことをいう。Kodaira 次元は h0(Y,Km
Y ) の増大度、すなわち pluri-

canonical 系の像の最大次元によって定まる。

引用定理 B.3（原著に記載された一般型の範囲）
g > 23では、曲線のモジュライの射影コンパクト化は一般型である。出典：Edidin [2], Theorem

1.3、Harris–Mumford [19] を中心とする結果。ここでは原著に記載された十分条件を述べて
おり、この数値が最良の境界であるとは主張しない。

低種数の明示的な方程式による分類と、高種数の大域的双有理幾何は、見かけ以上に異なる。局
所次元がいつも 3g − 3 であることだけでは、この違いはわからない。
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C 演習と解答

本文で必要な結果は本文中で証明または引用した。以下は定義の確認と計算の練習である。問題
ごとに解答を併記したので、まず解答を隠して考えるとよい。

確認問題 C.1. P1 の 0,∞ を各点で固定する自己同型群と、集合として保つ自己同型群を求めよ。

解答。各点固定なら z 7→ az、a ∈ C∗ である。集合として保つ場合は、これに z 7→ a/z が加わる。
従って後者は C∗ ⋊ Z/2 で、非自明元は a 7→ a−1 と作用する。

確認問題 C.2. 複比の六つの値が t = −1 でどうなるかを計算し、順序付き配置と順序なし配置の
自己同型の違いを説明せよ。

解答。代入すると値は −1, 2, 1/2 の三種類になる。順序付き配置では最初の三点を固定するため
自己同型は恒等写像だけである。順序を忘れると点を置換する変換が許される。同じ複比を与え
る置換の増加は、特別な配置で自己同型が増えることを反映する。

確認問題 C.3. Eτ+1 ' Eτ と E−1/τ ' Eτ を格子を用いて直接示せ。

解答。Z + Z(τ + 1) = Z + Zτ なので第一の同型は恒等写像である。第二は z 7→ z/τ であり、
τ−1(Z+ Zτ) = Z+ Z(−1/τ) である。τ に対応する行列 (

0 −1
1 0

) の式と一致する。
確認問題 C.4. 第 1節のねじれた楕円曲線族が、被覆 u 7→ u2 の後で自明になることを写像で示せ。

解答。E × C∗ → X ×B C∗、(x, u) 7→ ([x, u], u) が同型である。逆は第二成分 u を固定し、商の
代表の第二成分を u に選び直すことで得られる。−u の代表を使った場合には同時に x の符号を
変えるので一意である。

確認問題 C.5. pt×[pt/G] pt を計算せよ。ここで両射は自明主束を表す。

解答。2-ファイバー積の対象は二つの自明主束の間の同型であり、それは Gの元に対応する。従っ
てファイバー積は G である。同型の選択を省いて「像が同型である二点の組」だけを取ると一点
になり、誤る。

確認問題 C.6. C[ε]/(ε2) 上で (1 + εD)(1 + εE) と (1 + εD)−1 を求めよ。

解答。ε2 = 0 より合成は 1 + ε(D +E)、逆は 1− εD である。これが貼り合わせの非線形な条件
を一次の Čech cocycle 条件へ変える理由である。

確認問題 C.7. g ≥ 2の曲線で標点を一つ加えると接次元が一つ増えることを、完全系列から示せ。

解答。0 → TC(−p) → TC → TpC → 0 のコホモロジーを取り、H0(TC) = 0 と skyscraper 層の
H1 = 0 を用いる。0 → TpC → H1(TC(−p)) → H1(TC) → 0 となり、次元差は dimTpC = 1 で
ある。

確認問題 C.8. H1(C, TC)
∨ ' H0(C,K2

C) の右辺の次元を Riemann–Roch で直接計算せよ。

解答。degK2
C = 4g−4、H1(K2

C)
∨ = H0(K−1

C ) = 0である。従って h0(K2
C) = 4g−4+1−g = 3g−3

を得る。

74



リーマン面のモジュライ 定義・定理・証明

確認問題 C.9. レベル 2 構造が楕円曲線のすべての自己同型を消さないことを示せ。

解答。−1 : E → E は整数ホモロジー上では −I だが、modulo 2 では I である。従って任意の
レベル 2 構造を保ち、自己同型として残る。

確認問題 C.10. λ が M1,1 上の通常の線束の引き戻しでないことを、固定点群で示せ。

解答。粗空間上の線束を引き戻すと、固定点群はファイバーに自明に作用する。しかし −1 は楕
円曲線の正則微分 dz に −1 と作用するので、Hodge 線束では自明でない。従って降下できない。
λ12 は自明なので降下できる。

確認問題 C.11. 滑らかな二つの曲線 C1, C2 を相異なる r 組の点で貼った曲線の算術種数を求
めよ。

解答。双対グラフには頂点二つと辺 r 本がある。従って g = g(C1) + g(C2) + r− 1 である。特に
二つの球面を三点ずつで貼ると種数二の安定曲線となる。

確認問題 C.12. 上の二球面三節点の安定曲線の変形次元と、各成分の変形方向の次元を求めよ。

解答。各正規化成分は三点付き球面なので 3 · 0− 3+3 = 0 次元である。三節点の平滑化パラメー
タがそれぞれ一つずつあり、全体の接次元は 3 となる。これは 3g − 3 = 3 と一致する。

確認問題 C.13. 種数二の安定曲線の三重標準埋め込みについて、次数、切断空間の次元、射影空
間の次元、Hilbert 多項式を求めよ。

解答。d = 3(2g − 2) = 6、r = (2 · 3− 1)(g − 1) = 5、N = 4、P (t) = 6t− 1 である。この計算は
三重標準埋め込みの存在を用いるが、三重標準 Hilbert 点の GIT 安定性を自動的に示すものでは
ない。

確認問題 C.14. 射影枠の主束に GLr の枠を使うと何が余分に残るか。

解答。ベクトル束の基底を共通に c ∈ C∗ 倍しても射影座標は変わらない。従って GLr で曲線の
射影座標を分類すると中心 Gm が自明に作用する余分な自己同型として残る。PGLr の主束はこ
の共通スカラーを除いた枠である。

確認問題 C.15. 四次形式 X4 + Y 4、X2Y 2、X3Y の GIT 安定性を判定せよ。

解答。第一は四根が相異なるので stable、第二は二重根が二つなので semistable だが stable では
ない。第三は三重根をもつので unstable である。特に X2Y 2 は対角一径数群で固定され、固定
点群も正次元である。

確認問題 C.16. 有限な固定点群だけでは軌道が閉でないことの例を挙げよ。

解答。Gm が A1 に通常の乗法で作用する場合、1 の固定点群は自明だが、軌道 A1 \ {0} は閉で
ない。GIT stable 性を示すには、該当する半安定部分内での軌道閉性が別に必要である。

確認問題 C.17. Z/rZ に対して H1(G,Z) と H2(G,Z) を比較せよ。

解答。H1 = Hom(Z/r,Z) = 0 であるが、周期分解から H2 = Z/r である。従って H1 = 0 でも
H2 に torsion は残る。Picard 群の計算で有限位数線束を失わないために整数係数が必要である。
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確認問題 C.18. H2 ' Z と c1(L) 6= 0 がわかっても、L が Picard 群の生成元だと結論できない
理由を述べよ。

解答。H2 の生成元を e とすると c1(L) = ke、|k| > 1 の可能性がある。例えば部分群 2Z ⊂ Z は
有理係数にすると全体を張るが、整数係数では指数二の部分群である。Chern 類の単射性に加え
て、原始性、すなわち k = ±1 を示す入力が必要である。

確認問題 C.19. ∆ が開いたモジュライ上で λ12 を自明化しても、コンパクト化上で自明化しな
い理由を述べよ。

解答。線束の自明化にはどこでも非零の切断が必要である。∆ = q
∏

n≥1(1− qn)24 は q = 0 で一
位の零点をもつので、境界を加えた空間では非消滅切断でない。その零因子は境界の線束と Hodge

線束の関係を記録する。

確認問題 C.20. 種数 g ≥ 3 の lantern において、可換化で 4t = 3t を使うために必要な仮定をす
べて挙げよ。

解答。写像類群が非分離的 Dehn twistで生成されること、それらが互いに共役であること、lantern
の七曲線が周囲の閉曲面ではすべて非分離的となるよう埋め込めること、そして lantern relation

が成立することが必要である。四穴球面内部だけを見れば内部曲線は分離的なので、周囲の曲面
への埋め込みを確認する必要がある。
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D 原著との対応と証明の依存関係

D.1 原著の対応箇所

原著のページは、添付 PDF の本文に印刷されたページ番号を指す。Hain の Xg を本ノートでは
Tg、Hain の種数一のM1 をM1,1 と書いた。Edidin の n 重標準埋め込みの n は、本ノートで
は標点の数と区別して m と書いた。

本ノートの内容 原著の主な位置 本ノートで明示した点
曲線の族・普遍性 Edidin §1, pp.2–4 射・引き戻し・自然変換、モノド

ロミーによる反例
種数ゼロ Hain §1, pp.1–5 三切断の族の正規化と普遍族の証

明
楕円曲線 Hain §2, pp.5–15 格子の同型条件、枠付き族の普遍

性
オービフォールド Hain §3, pp.15–23 主束による射、非有効作用、通常

の商との違い
変形・Teichmüller 空間 Hain §§7–11, pp.30–36 Čech 計算、障害、解析的存在定理

の分離
レベル構造 Hain §12, pp.36–38 自由作用の証明、粗空間での分岐

と作用の核
表現空間 Hain §§4–8, pp.23–32 向きを保つ成分と微分の階数の必

要性
ファイバー付き亜群・スタッ
ク

Edidin §§2.1–2.3, pp.5–8 Cartesian 射、二つの降下条件、同
型付きの 2-ファイバー積

DM 条件 Edidin §2.4, pp.8–11 対角と Isom、有限被約固定点群、
定義の規約

安定曲線 Edidin §3.1, pp.14–15 正規化上の枝の数、種数公式、双
対化層の次数

Hilbert 商表示 Edidin Theorem 3.2, pp.15–16 射影枠の主束、降下、fully faithful

と essentially surjective

安定還元 Edidin §3.2, pp.16–18 DVR の拡大と同型延長の一意性
GIT Edidin §4, pp.18–23 商の仮定、重みの符号、二つの整

数 m, k、軌道閉性
コホモロジー Hain §13, pp.38–40 Borel 構成、合理係数の比較、整数

係数の反例
写像類群の可換化 Hain §§15–16, pp.43–51 lanternの埋め込み、種数一の表示、

種数二の入力
Picard 群 Hain §§14,17, pp.40–43,51–54 代数的線束、Chern類の単射性、整

数原始性、低種数の計算
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D.2 主要な結論が依存する入力

この表の「入力」は本文の青枠で正確に述べたものを指す。青枠の内容を独立に証明し直したと
いう意味ではない。

結論 本文で行った計算・証明 引用した入力
M0,n の普遍族 複比、三点正規化、貼合せの一意性 Grauert・相対埋め込み判定
Man

1,1 = [H/ SL2(Z)] 格子同型、主束と族の相互構成 族の周期の正則性、相対 Abel 定理
変形接空間 H1(TC) 局所導分、cocycle と coboundary smooth 代数の持ち上げ、Čech 計算
局所次元 3g − 3 Riemann–Roch、H2 の消滅 解析的普遍変形の存在・局所商
レベル ` ≥ 3 の自由作用 自己同型の忠実性、有限位数の排除 Minkowski、Teichmüller 理論
Mg の DM 性 主束の atlas、Isom と対角、商表示 多重標準 Hilbert locus、DM 判定、

Isom の有限性
Mg の射影性 閉部分の軌道閉性、商の適用 Gieseker 安定性・閉性、GIT 商定理
Mg の非 proper 性 既約性、境界の非空性、閉像との矛

盾
安定還元、proper なコンパクト化、
比較定理

H2(Γg,Z) 可換化と普遍係数定理 生成・lantern、種数二の H1、Harer

の階数
Pic(Mg) 低種数の線型化・固有値、単射と生

成元からの推論
代数的 Chern 類の単射、種数二の形
式、高種数の原始性

D.3 規約の変更と原著を読む際の注意
1. Hain, Exercise 3.9, p.20 の分数線形変換の分母 cτ + b は、本ノートでは cτ + d とした。恒
等行列を代入し、合成則を確かめると必要な修正である。群作用は個々の式から改めて定義
した。

2. Hain, §10 の「すべての変形が引き戻し」という説明には、普遍と versal を区別するため、
一意性・特殊ファイバーの同定・基底の圏を補った。

3. Hain, §3.2 の開いた空間上の切断と、cusp で正則なモジュラー形式を区別した。境界条件
を加えた場合にはそのことを定義に含めた。

4. Edidin, §2.3 のファイバー積は、同型を選択した三つ組 (x, y, α) として書いた。これにより
商スタックの atlas の基底変換が主束になる計算が成立する。

5. Edidin, Proposition 2.1 の証明中の Isom の説明は、主束が文字通り一致するかではなく、
同変同型が存在するかで扱った。スタック性は射と主束の降下から証明した。

6. DM スタックの対角の有限性条件と表現可能性の流儀、粗モジュライ空間の定義に proper

性を含めるかどうかを本文で区別した。
7. Edidin, Proposition 4.2 の直前に置かれた「有限被約固定点群」「局所 proper な作用」も、
商定理の仮定に含めて記した。

8. Gieseker の議論では、埋め込みの冪と Hilbert 点の次数を区別し、g ≥ 3、d ≥ 20(g − 1) の
数値条件を明示した。半安定部分での閉性を用いて軌道閉性を証明した。

9. Hain, Corollary 12.7 の被覆群は、Tg,n →Mg,n[`] では Γg,n[`] とする。また粗空間への有限
群作用は有効とは限らないため、群と次数を区別した。

10. Hain, §17 の signature 計算で用いる余接束の完全系列の中項は Ω1
X である。本ノートでは

双対の接束完全系列を用いて Chern 類を計算した。
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