
B レポート問題
問題 1. ベクトル束の filtration

0 =: E0 ! E1 ! . . . ! El := E.

となる filtrationで各Gi := Ei/Ei→1 が rank riの ベクトル束になるものが存在すると仮定する.

1.!(E) := c1(E)2 − 2rank(E)ch2(E)と定義する.

0 → Ei→1 → Ei → Gi → 0

に Chern characterの加法性を用いることで,
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3. 次の等式が成り立つことを示せ.
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∈ H4(X,R)

問題 2. (X,ω)をコンパクトKähler多様体とし, rank rのベクトル束Eの slopeを次で定める.

µ(E) :=
c1(E) · [ω]n→1

rank(E)

ベクトル束の完全系列 0 −→ S −→ E −→ Q −→ 0について, 以下の等式を示せ.

rankS(µ(E)− µ(S)) + rankQ(µ(E)− µ(Q)) = 0

問題 3. ベクトル束Eについて maximum slope , minimal slopeを次で定義する.

µmax(E) := sup {µ(F ) | 0 ̸= F ⊆ E, F torsion-free} .

µmin(E) := inf {µ(Q) | E ! Q, Q torsion-free and Q ̸= 0} .

ここで F = E, Q = Eも含めることに注意する. この時E-semistable は µmax(E) = µ(E)と同値であり, また µmin(E) = µ(E)と同値であることを示せ
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問題 4. 1以上の整数 r1, . . . , rl, 2以上の整数 n, 実数 µ1, . . . , µl, d (ただし d > 0)が
µ1 > · · · > µl ≥ 0

l∑
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riµi = d
l∑

i=1

ri = n

を満たしているとする. この時次が成り立つことを示せ
1. d− 1

d

∑l
i=1 riµ

2
i ≥ 0.

2. l ≥ 2かつ上の等号が成立する時, l = 2, µ1 = d, µ2 = 0, r1 = 1, r2 = n− 1が成り立つ
問題 5. 1以上の整数 r1, . . . , rl, 3以上の整数 n, 実数 µ1, . . . , µl, d (ただし d > 0)が

µ1 > · · · > µl ≥ 0
l∑

i=1

riµi = d
l∑

i=1

ri = n

を満たしているとする.

この時次が成り立つことを示せ
1. l ≥ 2を仮定するとき, 1
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2
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2. l ≥ 2, r1 ≥ 2を仮定する時
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という不等式が成り立つ. (ヒント 一つ目の不等式は 1を使う. 二つ目の不等式は µ1 ≤ d
r1と 2次関数の最大最小問題. 三つ目の不等式も r1 ≥ 2の最大最小問題. )

3. 2の等号が全て成立する時, l = 2, µ1 =
d
2 , µ2 = 0, r1 = 2, r2 = n− 2が成り立つことを示せ

4. l ≥ 2かつ r1 = 1を仮定する時
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という不等式が成り立つ
5. l ≥ 2かつ r1 = 1を仮定する時, d− 1

d

∑l
i=2 riµ

2
i >

3
4dである.(つまり等号は成立しない)
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