
9 ユークリッド空間の位相
学籍番号: 名前

Rを実数の集合, Rnを Rの n個の直積とする.

1. x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rについて, ユークリッド距離 d(n)を以下で定める.

d(n)(x, y) :=
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2

2. a ∈ Rn, ε > 0について, Bn(a, ε) := {x ∈ Rn d(n)(a, x) < ε}を aを中心とし εを半径と
する開球体とする.

3. M ⊂ Rnを部分集合, a ∈ Rnとする.

(1). aがM の内点 def⇐⇒ ある ε > 0があって, Bn(a, ε) ⊂ M .

(2). M の内部M i := {x ∈ Rn|xはM の内点 }(M◦とも書く)

(3). aがM の触点 def⇐⇒ 任意の ε > 0について, Bn(a, ε) ∩M ̸= ∅.

(4). M の閉包M := {x ∈ Rn|xがM の触点 } (Maとも書く)

(5). aがMの境界 def⇐⇒任意の ε > 0について, Bn(a, ε)∩M ̸= ∅かつBn(a, ε)∩M c ̸= ∅.

(6). M の境界Mf := {x ∈ Rn|xはM の境界 }(∂M とも書く)

4. M ⊂ Rnが開集合 def⇐⇒ M i = M .

5. M ⊂ Rnが閉集合 def⇐⇒ M = M .

定理 5. (1). (三角不等式) d(n)(x, z) ≤ d(n)(x, y) + d(n)(y, z).

(2). (コーシーシュワルツの不等式) (
∑n

i=1 xiyi)
2 ≤ (

∑n
i=1 x

2
i ) · (

∑n
i=1 y

2
i ).

(3). M i ⊂ M ⊂ M .

(4). M が開集合ならばM c = Rn \M は閉集合. M が閉集合ならばM c = Rn \M は開集合.

(5). O(Rn) := {U |U は Rnの開集合 }とおく. (これは Rnの開集合系と呼ばれる.)このとき
以下の 3条件が成り立つ.

(a) Rn ∈ O かつ∅ ∈ O.

(b) O1, . . . , On ∈ O ならばO1 ∩ · · · ∩On ∈ O.

(c) {Oλ}λ∈ΛをO の元からなる集合系 (無限個でもいい)とすると ∪λ∈ΛOλ ∈ O.

上の O(Rn)の性質は一般の距離空間でも成り立つ. 後期の授業では上の O(Rn)の性質を逆手に
とって, 一般の集合X について位相空間 (X,O)を定義する.

問題 1. Rの部分集合
M = {−1} ∪ (2, 3] ∪

{
1− 1

n
| n ∈ N \ {0}

}

について以下を求めよ. ただし Rにはユークリッド距離を入れる.

(1)M の内部 M i (= M◦) 解答欄:

(2)M の閉包 M(= Ma) 解答欄:

(3)M の境界 Mf (= ∂M) 解答欄:
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問題 2. R2の部分集合Q2について, 以下を求めよ.ただし R2にはユークリッド距離を入れる.

(1)Q2の内部 解答欄:

(2)Q2の閉包 解答欄:

(3)Q2の境界 解答欄:

問題 3. 「部分集合M ⊂ Rnが閉集合ならばM c = Rn \M は開集合である.」この主張の証明が
完成するように空欄をうめよ. ただし空欄には後記の語句群から適切な語句・記号を一つ選んで記入
すること.

[証明.]　M が閉集合であると仮定する. M cが開集合を示す. つまり を示せば良い.

は常に成り立つので逆の包含を示す. x ∈ M cとする. 今M は閉集合なので, y ∈ M に
ついて, ε > 0について, Bn(y, ε) ∩M ∅となる.

よって x ∈ M c について, ε > 0があって, Bn(x, ε) ∩ M ∅となる. よって
Bn(x, ε) ⊂ M cが成り立つ. 以上より

ある ε > 0があってBn(x, ε) ⊂ M cが成り立つ
ため x ∈ (M c)iとなる. よってM cが開集合である.

語句群✓ ✏
ある 任意の ⊂ ⊃ ∈ ̸∈ = ̸=　
M c = M c M c ⊂ M c M c ⊃ M c M c = (M c)i (M c)i ⊂ M c (M c)i ⊃ M c✒ ✑
問題 4. 「部分集合M ⊂ Rnが開集合ならばM c = Rn \M は閉集合である.」この主張の証明が

完成するように空欄をうめよ. ただし空欄には後記の語句群から適切な語句・記号を一つ選んで記入
すること.

[証明.]　M が開集合であると仮定する. M cが閉集合を示す. つまり を示せば良い.

は常に成り立つので逆の包含を示す. これは M c ∩ M = ∅ を示すことと同値であ
る. x ∈ M c ∩ M となる xが存在したと仮定する. M は開集合なので, ε > 0があって,

Bn(x, ε) M となる. 一方 x ∈ M cより, Bn(x, ε) ∩M c ∅である. 以上より
∅ Bn(x, ε) ∩M c ⊂ M ∩M c = ∅

となり矛盾. よってM cは閉集合である.

語句群✓ ✏
ある 任意の ⊂ ⊃ ∈ ̸∈ = ̸=　
M c = M c M c ⊂ M c M c ⊃ M c M c = (M c)i (M c)i ⊂ M c (M c)i ⊃ M c✒ ✑
[補足] 問題 3,4の主張は後の距離空間でも成り立つ.
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