
11 距離空間の近傍系と連続写像
学籍番号: 名前

(X, dX), (Y, dY )を距離空間とする.

1. a ∈ X とする. U ⊂ X が aの近傍 def⇐⇒a ∈ U i(aが U の内点).

2. aの近傍系N(a) := {U |U は aの近傍 }.
3. 写像 f : X → Y が a ∈ X で連続 def⇐⇒任意の ε > 0について, ある δ > 0が存在して,

dX(x, a) < δ ならば dY (f(x), f(a)) < ε.

⇐⇒任意の f(a)の近傍 V ⊂ Y について, ある aの近傍 U ⊂ X が存在して, f(U) ⊂ V .

開集合と同様, 近傍系についても 4つほど満たすべきものがあり, 近傍系もまた一般の位相空間 (後
期の授業の内容)で定義できる.6

定理 7. (X, dX), (Y, dY )を距離空間, f : X → Y を写像とするとき以下は同値.

(1). f : X → Y は任意の a ∈ X で連続.(各点で連続)

(2). 任意の Y の開集合O ⊂ Y について, f−1(O)はX の開集合.

(3). 任意の Y の閉集合 F ⊂ Y について, f−1(F )はX の閉集合.

(4). X の部分集合A ⊂ X について, f(A) ⊂ f(A)が成り立つ.

上の (1)から (4)のどれかが成り立つとき, f : X → Y は連続という.

開集合と同様, 連続についても一般の位相空間 (後期の授業の内容)で定義できる. これは上の条件
の (2)を用いる.

問題 1. 「Aを距離空間 (X, d)の部分集合とし, f : X → Rを f(x) = d(x,A) := infy∈A d(x, y)で
定めると f は連続である」この主張の証明が完成するように空欄をうめよ. ただし空欄には後記の語
句群から適切な語句・記号を一つ選んで記入すること. また Rにはユークリッド距離を入れる.

[証明.]　教科書の定理から, x, y ∈ X について.

|f(x)− f(y)| = |d(x,A)− d(y,A)| ≤ d(x, y)

であることに注意する.

f が a ∈ Xで連続を示す. a ∈ Xとする. ε > 0について, δ = と
とると, d(x, a) < δならば

|f(x)− f(a)| ≤ d(x, a) < ε

となる. よって f が aで連続でありいえた.

語句群✓ ✏
ある 任意の δ N ε 2ε x 2x f(x) f(a)✒ ✑
6ただ近傍系は開集合よりも重要度が低い気がする. 私は位相の演習を 2回ほどやったが, 近傍系の定義は忘れていた.
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問題 2. dを R2 のユークリッド距離とする. 部分集合 Y ⊂ R2 と x ∈ R2 について d(x, Y ) :=

infy∈Y d(x, y)と定め, X,Y ⊂ R2という部分集合について, d(X,Y ) = infx∈X d(x, Y )として定める.

A = {(x, 0)|x ∈ R} B = {(x, 1
x
)|x ∈ R \ {0}}

について以下の値を求めよ. (ただし (0, 1), (
√
2, 1) ∈ R2である.)

(1) d((0, 1), A) 解答欄:

(2) d(A,B) 解答欄:

(3) d((
√
2, 1),Q2) 解答欄:

(4) d(R2 \Q2,Q2) 解答欄:

問題 3. 次の距離と空間を定義する.

1. Rnについて dをユークリッド距離とする.

2. x, y ∈ Rnに対して,

d1(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi|

とおく. d1はマンハッタン距離と呼ばれる.

3. Rnについて dδ を
dδ(x, y) =

{
0 x = yのとき
1 x ̸= yのとき (1)

とおく. dδ は離散距離と呼ばれる.

4. C[0, 1] := {f | f は [0, 1]上の実数値連続関数 } とし f, g ∈ C[0, 1]について
d∞(f, g) := sup

x∈[0,1]
{|f(x)− g(x)|}

と定める. (C[0, 1], d∞)は距離空間となる.

以下の写像が”連続”か”連続でない”かを判定せよ.

(1) F : (R2, d) → (R2, d1); (x, y) *→ (x, y) 解答欄:

(2) F : (R2, d1) → (R2, d); (x, y) *→ (x, y) 解答欄:

(3) F : (R2, d) → (R2, dδ); (x, y) *→ (x, y) 解答欄:

(4) F : (R2, dδ) → (R2, d); (x, y) *→ (x, y) 解答欄:

(5) F : (C[0, 1], d∞) → (R, d); f *→ f(12) 解答欄:

(6) F : (C[0, 1], d∞) → (R, dδ); f *→ f(12) 解答欄:

(7) F : (C[0, 1], d∞) → (R, d); f *→
∫
[0,1] fdx 解答欄:

(8) F : (C[0, 1], d∞) → (R, d); f *→
∫
[0,1] f

2dx 解答欄:

ここで F : (R2, d) → (R2, d1); (x, y) *→ (x, y)とは次の略記である.

F : R2 → R2

(x, y) *−→ (x, y)

　また F : (R2, d) → (R2, d1)が連続とは,「F が距離空間 (R2, d)から距離空間 (R2, d1)への連続」であることを意味する. (特に任意の (x, y) ∈ (R2, d)で F が連続であることを要請する.)

解 「
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連続
連続
速続でない
連続
連続
連続 でない

連続
連続


