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1 集合と集合の演算・集合の直積・写像 (応用問題)

問 1.1 (ラッセルのパラドックス)　

V = {X|X は集合 } M := {X ∈ V |X 6∈ X}

とおく. M,V は集合ではないことを示せ. つまり”集合の集合”は集合ではない.

問 1.2 ∗∼∗∗(公理的集合論)上の問題より集合を”ものの集まり”として定義するのは良くないことがわ
かる. 今日では ZF (ツェルメロ=フレンケル) 公理系という 8つの公理によって, 集合の定義や
空集合・和集合などの存在を保証している. (8つの公理に関しては [田中]参照)

ZF公理系の一つに正則性公理がある. これは「空でない集合は必ず自分自身と交わらない要素
を持つ」ことを要請するものである. 正則性公理を論理式で書くならば,

∀A(A 6= ∅ → ∃x ∈ A, ∀t ∈ A(t /∈ x)).

である. 任意の集合 Aについて A 6∈ Aであることを正則性公理を用いて示せ. また公理的集合
論において集合の集合 V = {X|X は集合 }は集合ではないことを示せ. 1

問 1.3 集合A,Bについて, 対称差
A ◦B := (A \B) ∪ (B \A)

と定義する. 次の問いに答えよ. ただし板書で解答する際はある程度省略して書いて良い.(”以
下同様”などで議論を省略して良い.)

(1). A ◦B = B ◦Aを示せ.

(2). (A ◦B) ◦ C = A ◦ (B ◦ C)を示せ.

(3). A ◦A = ∅, A ◦∅ = Aをそれぞれ示せ.

(4). A,Bを任意に与えたとき, A ◦X = Bとなる集合X がただ一つ存在することを示せ.

問 1.4 集合 Lと L 上の二項演算2 結び ∨と交わり ∧の組 (L,∨,∧) が次を満たすとき, 束 (lattice)と
言う.

• (ベキ等律): x ∧ x = x, x ∨ x = x

• (交換則): x ∧ y = y ∧ x, x ∨ y = y ∨ x

• (結合則): (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z), (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z)

• (吸収則): (x ∧ y) ∨ x = x, (x ∨ y) ∧ x = x

さらに (分配則): (x ∨ y) ∧ z = (x ∧ z) ∨ (y ∧ z), (x ∧ y) ∨ z = (x ∨ z) ∧ (y ∨ z) を満たすとき,

(L,∨,∧)を分配束と呼ぶ
また L の特別な元 0, 1 と単項演算3 ¬ について (補元則)

x ∨ ¬x = 1 x ∧ ¬x = 0

が成り立つとき, 組 (L,∨,∧,¬, 0, 1) を ブール束 (ブール代数, 可補分配束)と呼ぶ.

任意の集合Xについてその冪集合P(X)はブール束 (ブール代数)の構造を持つことを示せ. た
だし板書で解答する際はある程度省略して書いて良い.(”以下同様”などで議論を省略して良い.)

1V はクラスというものになる.
2二項演算とは写像 µ : L× L → Lのこと.
3単行演算とは写像 ¬ : L → Lのこと



問 1.5 集合 R 上の 2つの二項演算 (+, ·) を持つ代数系 (R,+, ·) が(単位的)環 (ring with unit)である
とは、以下の条件を満たすことをいう。

(a). (加法の結合法則): 任意の a, b, c ∈ R について (a+ b) + c = a+ (b+ c).

(b). (加法の可換法則): 任意の a, b ∈ R について a+ b = b+ a.

(c). (加法単位元の存在): ある 0R ∈ R があって, 任意の a ∈ R について 0R + a = a+0R = a .

(d). (加法の逆元の存在): 任意の a ∈ R について, a+ (−a) = (−a) + a = 0 となる −a ∈ R が
存在する.

(e). (乗法の結合法則): 任意の a, b, c ∈ R について (a · b) · c = a · (b · c).
(f). (乗法単位元の存在): ある 1R ∈ R があって, 任意の a ∈ R について 1R · a = a · 1R = a.

(g). (分配法則): 任意のa, b, c ∈ Rについてa·(b+c) = (a·b)+(a·c)かつ (b+c)·a = (b·a)+(c·a).

以下, 環 (R,+, ·)について xy := x · yと書くことにする.

さらに, 任意の x ∈ X について x2 = xが成り立つとき, 環 (R,+, ·)をブール環 (Boolean ring)

と呼ぶ.

次の問いに答えよ. ただし板書で解答する際はある程度省略して書いて良い.((a)-(g)の証明を全
てする必要はなく, 以下同様などである程度省略して良い. )

(1). x ∈ Rについて 2x := x+ xと定める. (R,+, ·)がブール環ならば 2x = 0が成り立つこと
を示せ.

(2). (R,+, ·)がブール環ならば, x, y ∈ Rについて xy = yxが成り立つことを示せ.

(3). 任意の集合X についてその冪集合P(X)はブール環の構造を持つことを示せ.

問 1.6 ∗∼∗∗次の問いに答えよ. ただし板書で解答する際はある程度省略して書いて良い.(”以下同様”な
どである程度省略して良い. )

(1). ブール束 (ブール代数)(L,∨,∧,¬, 0, 1)について, 二項演算 (+, ·)を

x+ y := (x ∧ ¬y) ∨ (¬x ∧ y) x · y := x ∧ y

で定めると (L,+, ·)はブール環になることを示せ.

(2). 逆にブール環 (R,+, ·)について

x ∧ y := xy x ∨ y := x+ y + xy ¬x := 1− x

で定めると, (R;∨,∧,¬, 0R, 1R)はブール束 (ブール代数)となることを示せ. よってブール
束 (ブール代数)とブール環は一対一に対応する.

問 1.7 ∗∗ 冪集合P(X)と同型でないブール環は存在するか? 4

4「”ストーンの表現定理”を見る限り存在するだろう」と思ったがわからず, TAさんに質問したら, 具体的な例を教えて
くれた.



問 1.8 ∗(Zagier’s one sentence proof) pを4で割って1余る素数とする. S = {(x, y, z) ∈ N3 : x2+4yz =

p}とし f : S → Sを

(x, y, z) 7→


(x+ 2z, z, y − x− z) x < y − zのとき
(2y − x, y, x− y + z) y − z < x < 2yのとき
(x− 2y, x− y + z, y) x > 2yのとき

で定める. 次の問いに答えよ.

(1). Sは有限集合であることを示せ.

(2). f : S → Sについて, f((x, y, z)) = (x, y, z)となる点はただ一つであることを示せ.

(3). Sの元の数 (位数 |S|)は奇数であることを示せ.

(4). ν : S → Sを ν((x, y, z)) = (x, z, y)とすると, ν((x, y, z)) = (x, y, z)となる点も存在するこ
とを示せ.

(5). 4で割って 1余る素数は二つの平方数の和 (n2 +m2という形)で表せられることを示せ.

以下の問題は私が最近勉強したことをそのまま出した. なお問題が難易度順に並んでいないた
め, 「問 1.9を仮定して問 1.13を解く」など解答の順番が前後して良い.

問 1.9 ∗∼∗∗ 集合 αが次の 2つを満たすとき, αは順序数 (ordinal number)という.

(a). (推移的) x ∈ αかつ y ∈ xならば, y ∈ αである.

(b). (全順序性) 任意の x, y ∈ αについて, x ∈ yまたは x = yまたは y ∈ x.

次の問いに答えよ.

(1). x, y, z ∈ αについて, x ∈ yかつ y ∈ zならば, x ∈ zであることを示せ
(2). (整列性)「任意の空でない部分集合 S ⊂ αについて, ある a ∈ Sがあって, 任意の x ∈ Sに

ついて, a ∈ xまたは a = x」であることを示せ.

ただし以後, 順序数に関する問題の解答に関して, 正則性公理 (問 1.2)や次を仮定して良い. (こ
れは正則性公理から導かれ, ∈無限下降列の非存在と呼ばれる. )

集合列X1, X2, . . . ,についてX1 3 X2 3 . . .となる無限下降列は存在しない.

以上により順序数 αは ∈に関して整列順序を持つ. つまり x, y ∈ αについて順序 x < yを x ∈ y

として定めることができる.

問 1.10 ∗∼∗∗ αを順序数, x, y ∈ αとする. 「x ⊂ y」は「x ∈ yまたは x = y」と同値であることを示せ.

よって順序数 αは⊂に関して整列順序を持つ. つまり x, y ∈ αについて順序 x ≤ yを x ⊂ yと
して定めることができる. (それは問 1.9の順序と同じである.)

問 1.11 ∗∼∗∗α を順序数とする. 任意の β ∈ α について β もまた順序数であることを示せ. よって
α = {β|βは順序数かつ β ∈ α}と書くことができる.

問 1.12 ∗∼∗∗ 順序数 α, βについて α ⊂ βまたは β ⊂ αが成り立つことを示せ.



問 1.13 ∗∼∗∗ αを順序数とする.

α+ 1 := α ∪ {α}

と定義する. 次の問いに答えよ.

(1). αを順序数とするとき, α+ 1も順序数であることを示せ.

(2). α ∈ β ∈ α + 1となる順序数 βは存在しないことを示せ. よって α + 1は αの直後順序数
となる.

問 1.14 ∗∼∗∗ (ブラリ・フォルティのパラドックス)

OR := {α|αは順序数 }

とする. ORについて次が成り立つことを示せ.

(a). (推移的) x ∈ ORかつ y ∈ xならば, y ∈ ORである.

(b). (全順序性) 任意の x, y ∈ ORについて, x ∈ yまたは x = yまたは y ∈ x.

(c). (整列性) 任意の空でない部分”集合”S ⊂ ORについて, ある a ∈ Sがあって, 任意の x ∈ S

について a ∈ xまたは a = xである.

また ORは”集合ではない”ことを示せ.

問 1.15 ∗∼∗∗ αを順序数とする.

(a). αが後続型順序数 (第一種順序数)とは,「α = ∅」または「ある順序数 βがあってα = β+1

となる」こと. (β + 1については問 1.13参照.)

(b). αが極限順序数 (第二種順序数)とは, αが後続型順序数でないこと.

(c). αが自然数とは, αが後続型順序数であり「任意の s ∈ αについて sは後続型順序数とな
る」こと.

次の問いに答えよ.

(1). 0という順序数を 0 := ∅とする. 順序数 1を 1 := 0+ 1と定義し, 順序数 2, 3を 2 := 1+ 1,

3 := 2 + 1と定義する. 1, 2, 3をそれぞれ”∅”と”{”と”}”のみを用いて表せ.

(2). 1, 2, 3は自然数であることを示せ.

(3). ω := {α|αは順序数かつ自然数 }とする. ωは極限順序数であることを示せ. ただし ωが集
合になることは認めて良い.5

問 1.16 ∗∼∗∗問 1.15と同様に, ω := {α|αは順序数かつ自然数 }, 0 := ∅とする. ωは次のペアノの公理
を全て満たすことを示せ. 6

(1). 0 ∈ ω.

(2). n ∈ ωならば n+ 1 ∈ ω. (n+ 1の定義は問 1.13での定義である.)

(3). n+ 1 = 0となる n ∈ ωは存在しない.

(4). n,m ∈ ωかつ n+ 1 = m+ 1ならば, n = m.

(5). E ⊂ ωを部分集合とする. 0 ∈ E であり「任意の e ∈ E について e + 1 ∈ E」であるとす
る. このときE = ωである.

5”∅ ∈ A”かつ”x ∈ A ならば x ∪ {x} ∈ A”なる集合 A をとると (無限公理から存在する), ω = {α ∈
A|αは順序数かつ自然数 } が成り立つ. よって分出公理から ω は集合になる. 実際は逆で, まず A を用いて ω = {α ∈
A|αは順序数かつ自然数 }と定義したのちに, ω は集合 Aの取り方によらないことを示す. これは整列性からわかる.

6つまり順序数を用いた自然数の構成である. 今後「自然数とはなんですか?」と聞かれたら, 「順序数 xで, xや xのす
べての元は後続型順序数であるもの」と答えれば良い. この ωの構成はフォン・ノイマンによる自然数の構成らしい ([田中]
にそう書いてた). 調べてみるとペアノの公理を満たすものは同型を除いて唯一であるらしく, 自然数の構成はいろいろある
とのこと.(例えば”∅ ∈ A”かつ”x ∈ Aならば x ∪ {x} ∈ A”なる集合 Aの最小のものとして構成できる. これは全ての共通
部分を取れば良い.) またペアノの公理から頑張って順序構造や和を入れることができる.([尾畑]参照.)



2 集合系の演算・全射・単射・濃度の大小 (応用問題)

問 2.1 集合の写像 f : X → Y がモニック (左簡約可能)であるとは,「任意の写像 g1, g2 : W → Xにつ
いて, f ◦ g1 = f ◦ g2ならば g1 = g2」が成り立つこととする. 次の問いに答えよ.

(1). f が単射ならばモニックであることを示せ.

(2). fがモニックならば単射であることを示せ. つまり集合においては二つの概念は同じである.

問 2.2 集合の写像 f : X → Y がエピ (右簡約可能)であるとは, 「任意の写像 g1, g2 : Y → W につい
て, g1 ◦ f = g2 ◦ f ならば g1 = g2」が成り立つこととする. 次の問いに答えよ.

(1). f が全射ならばエピであることを示せ.

(2). f がエピならば全射であることを示せ. つまり集合においては二つの概念は同じである.

問 2.3 集合A,B,CについてF (A×B,C) ∼ F (A,F (B,C))を示せ. ここで集合C,Dについて, F (C,D)

を以下のように定義する.

F (C,D) := {g : C → D|gは写像 }

問 2.4 R \Q ∼ Rを示せ. これより無理数は存在する.

問 2.5 Λを可算集合とし, 任意の λ ∈ ΛについてAλも可算集合とする. このとき∪
λ∈ΛAλも可算であ

ることを示せ.7

問 2.6 R ∼ P(N)を示せ.

問 2.7 F (N,N) ∼ F (N,R) ∼ Rを示せ.

問 2.8 F (R,R) ∼ P(R)を示せ.

問 2.9 連続関数 f : R → Rからなる集合の濃度は Rに等しいことを示せ.

問 2.10 係数が全て整数である代数方程式 anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 の解となる複素数を代数
的数という. 代数的数の集合は可算であることを示せ.

問 2.11 超越数 (代数的ではない複素数)の集合の濃度は Rに等しいことを示せ. よって超越数は存在
する.

問 2.12 X = (R \Q)2とおく. X 上の相異なる 2点はX 上の線分二つで結べることを示せ. つまり任意
の x, y ∈ X についてある a ∈ X があって, xと aを結ぶ線分 Lと aと yを結ぶ線分M につい
て L ⊂ X,M ⊂ X とできることを示せ.

7実は証明には選択公理 (後述)が必要である. なんと ZF公理系ではこの問題 (可算和定理)は証明できないらしい ([alg6]
参照). ただ多くの数学者は選択公理を仮定するので, 暗黙のうちに選択公理を使って良い.



3 同値関係 (二項関係)・商集合 (応用問題)

問 3.1 集合X 上の冪集合P(X)の二項関係を

A ∼ B ⇐⇒ (A \B) ∪ (B \A)が有限集合

として定義すると, これはP(X)上の同値関係になることを示せ.

問 3.2 半順序集合 (X,≤)について, 任意の二つの元が上限と下限を持つとき, (X,≤)は束 (lattice)と呼
ばれる. 次の問いに答えよ. ただし板書で解答する際はある程度省略して書いて良い.(”以下同
様”などである程度省略して良い. )

(1). x, y ∈ Lについて
x ∨ y := sup(x, y) x ∧ y := inf(x, y)

とする. このとき以下の 4つが成り立つことを示せ.

• (ベキ等律): x ∧ x = x, x ∨ x = x

• (交換則): x ∧ y = y ∧ x, x ∨ y = y ∨ x

• (結合則): (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z), (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z)

• (吸収則): (x ∧ y) ∨ x = x, (x ∨ y) ∧ x = x

(2). 逆に集合 Lと L 上の二項演算 ∨と ∧が上の 4つを満たすとする. このとき

x ≤ y ⇐⇒ x = x ∧ y

として定義すると (L,≤)は束になることを示せ.

問 3.3 (R,+, ·)をブール環とする. (問 1.5参照.)

x ≤ y ⇐⇒ x = xy

として定義すると (R,≤)は束になることを示せ. ただし板書で解答する際はある程度省略して
書いて良い.(”以下同様”などである程度省略して良い. )

問 3.4 半順序集合 (X,≤)が完備束とは (X,≤)が束で任意の空でない部分集合の上限と下限が常に存
在するものとする. 集合 AについてP(A)は包含関係に関して完備束になることを示せ. (つま
りX,Y ∈ P(A)についてX ≤ Y をX ⊂ Y で定めるとき, (P(A),≤)は完備束であることを示
せ.)

問 3.5 X を集合とし, φ : P(X) → P(X)を包含関係による順序を保つ写像とする．(P(X)の順序に
関しては問 3.4参照.)

E :=
∩

{A∈P(X)|φ(A)⊂A}

A

とおくとき φ(E) = Eであることを示せ.



問 3.6 Rを環とする. (問 1.5参照.) 任意の x, y ∈ Rについて xy = yxが成り立つとき, Rを可換環と
いう.

可換環Rの部分集合 I ⊂ Rが次の二つを満たすときイデアル (ideal)と呼ばれる．

• x, y ∈ I ならば, x+ y ∈ I.

• x ∈ Rかつ a ∈ I ならば, xa ∈ I

さらにイデアル p ⊂ Rが次を満たすとき素イデアル (prime ideal)と呼ばれる.

• p 6= R8

• xy ∈ pならば, x ∈ pまたは y ∈ p.

次の問いに答えよ.

(1). 整数の集合 Zは可換環の構造を持つことがわかる. そこで整数 aについて

(a) := {an|n ∈ Z}

とする. このとき (a)は Zのイデアルであることを示せ.

(2). (a)が素イデアルになるような aを全て求めよ.

(3). Zの素イデアルを全て求めよ.

問 3.7 次の問いに答えよ.

(1). Rを可換環とし, I をイデアルとする. x, y ∈ Rについて

x ∼ y ⇔ x− y ∈ I

と定める. ∼は同値関係であることをしめせ.

(2). 商集合R/I := R/ ∼と置くとき, R/I は可換環になることを示せ. ただし板書で解答する
際はある程度省略して書いて良い.(”以下同様”などである程度省略して良い. )

(3). 整数 aについて Z/aZ := Z/(a)とする. ((a)については上を参照すること.) Z/aZの元の
個数を求めよ.

(4). p ∈ Z を正の素数とする. Z/pZ は (1) より可換環になる. このとき任意の 0 でない元
x ∈ Z/pZについてある y ∈ Z/pZがあって xy = 1となることをしめせ.

問 3.8 可換環Rについてイデアルm ⊂ Rが次の二つを満たすとき極大イデアル (maximal ideal)と呼
ばれる．

• m 6= R.

• イデアル I がm ⊂ I ⊂ Rを満たすならば, m = I または I = R.

次の問いに答えよ.

(1). 極大イデアルmは素イデアルであることを示せ.

(2). Zの (0)ではない素イデアルは極大であることを示せ.

(3). mを極大イデアルとする. 可換環R/mについて, 任意の 0でない元 x ∈ R/mについてある
y ∈ R/mがあって xy = 1となることをしめせ.9

8今回は [Atiyah-MacDonald]の定義に従う.
9ちなみに逆も言える. 要はR/mが体になるということである. また pが素イデアルならばR/pは整域 (integral domain)

になる. これも逆が言える. [Atiyah-MacDonald]参照のこと.



問 3.9 ∗ブール環Rの素イデアル pは極大であり, R/pは 2つの元しか持たないことを示せ.

問 3.10 p ∈ Zを正の素数とし, Fp := Z/pZとおく. nを0以上の整数とする. (x1, . . . , xn+1), (y1, . . . , yn+1) ∈
Fn+1
p \ {(0, 0, . . . , 0)}について二項関係∼を

(x1, . . . , xn+1) ∼ (y1, . . . , yn+1) ⇔ 0でない λ ∈ Fpがあって, 任意の 1 ≤ i ≤ n+ 1について xi = λyi.

とする. 次の問いに答えよ

(1). ∼は Fn+1
p \ {(0, 0, . . . , 0)}における同値関係であることを示せ.

(2). FpPn := (Fn+1
p \ {(0, 0, . . . , 0)})/ ∼とおく. FpPnの元の個数を求めよ.

問 3.11 ∗(ドブル 1) 次の問いに答えよ.

(1). F2P2 の元で (0 : x2 : x3)と書けるものの個数を求めよ. ここで x = (x1, x2, . . . , xn+1)を
FpPnの元とみなしたものを (x1 : · · · : xn+1)と書き同次座標と呼ぶ.

(2). 7色 (赤, 橙, 黄, 緑, 青, 藍, 紫)のペンと 7枚のカードある. 次のルールを考える.

• どのカードにも相異なる 3色の •印がある.

• どの 2枚のカードを取っても, 1つだけ共通する色の •印がある.

上のルール 2つを満たすように色ペンを使ってカードに •印を書くことはできるだろうか?

問 3.12 ∗ (ドブル 2) 次の問いに答えよ.

(1). F7P2の元で (0 : x2 : x3)と書けるものの個数を求めよ.

(2). ポケモンのドブルの説明書にはこう書かれていた.

「8匹のポケモンが描かれたカードが 55枚入っているよ。 2枚のカードに 1つだけ共通す
るポケモンを誰よりも早く見つけよう！10」
さらにポケモンのドブルの説明書を読むとドブルに描かれているポケモンの総数は計 57匹
である. なぜこのようなことが可能なのだろうか. このドブルの仕組みを F7P2の視点から
論ぜよ.

(3). 実はポケモンのドブルのカード数は 57枚でも可能である. その理由を答えよ.

10要は二つのカード A,B について, ただ一つのポケモン xが存在して, xは Aにも B にも描かれている, ということ.



4 整列集合・選択公理・ツォルンの補題・整列可能定理 (応用問題)

問 4.1 X を空でない集合∼を同値関係とする. x ∈ X について C(x) ⊂ X を xの同値類とする. X の
部分集合 S ⊂ X が

(1). X/ ∼= {C(x)|x ∈ S}
(2). x, y ∈ Sかつ x 6= yならば C(x) 6= C(y)

を満たすとき, SはX/ ∼の完全代表系という. このときX = ∪x∈SC(x)とかける.

選択公理を仮定すれば,完全代表系は存在することを示せ. (ヒント: Λ = X/ ∼とし, λ = C(x) ∈
X/ ∼としてAλ = C(x)と定める．)

問 4.2 n ∈ Nについて集合Xnを

X0 := ∅ Xn := {0, 1, . . . , n− 1} (n ≥ 1のとき.)

として定義する. 集合Aについて次の用語を定義する.

• Aが有限とは, ある全単射 f : X → Xnが存在すること.

• Aが無限とは, Aが有限ではないこと.

• Aがデデキンド無限とは, ある全射ではない単射 f : A → Aが存在すること.

選択公理を仮定すれば,「Aが無限であること」と「Aがデデキンド無限である」ことは同値で
あることを示せ.

問 4.3 関数 f : R → Rが任意の x, y ∈ Rについて

f(x+ y) = f(x) + f(y)

を満たしているとする. 次の問いに答えよ.

(1). f が連続ならば, ある λ ∈ Rがあって f(x) = λxとかけることを示せ
(2). f が連続でなければ (1)は必ずしも成り立たない. そのような例を構成せよ. つまり「f(x+

y) = f(x) + f(y)であるが f(x) = λxとかけない関数 f の例」を一つあげよ. なお選択公
理を仮定して良い.

問 4.4 選択公理を仮定すれば, 任意の 0でない可換環Rには極大イデアルm(問 3.8参照)が存在するこ
とを示せ.

問 4.5 選択公理を仮定すると次のような定理が証明できる.

定理 1 (バナッハ・タルスキー 1924)). 3次元空間内の半径 1の球体を有限個 (実は 5個
でいい)に分割したのち、それらを回転・平行移動操作のみを使ってうまく組み合わせる
ことにより半径 1の球体を 2個作ることが出来る.

バナッハ・タルスキーの定理を用いた 1=2の証明というものがある.

[証明?] Dを半径 1の球体とする. バナッハ・タルスキーの定理から, 互いに交わらない



部分集合Ai, Bj があって
D =

n∪
i=1

Ai ∪
m∪
j=1

Bj

かつ, {Ai|1 ≤ i ≤ n} を回転・平行移動の操作のみを使って半径 1 の球体 D にでき,

{Bj |1 ≤ j ≤ n}を回転・平行移動の操作のみを使って半径 1の球体Dにできる.

部分集合X ⊂ R3に対して v(X)をX の体積 (測度)表すものとする. すると

v(D) = v

 n∪
i=1

Ai ∪
m∪
j=1

Bj

 =
n∑

i=1

v(Ai) +
m∑
j=1

v(Bj)

であり, {Ai|1 ≤ i ≤ n}を回転・平行移動操作のみを使って半径 1の球体Dにできるの
で∑n

i=1 v(Ai) = v(D)となる. よって

v(D) = v(D) + v(D)

となる. v(D) = 4π
3 であり 0でないので, 両辺を v(D)でわって 1 = 2を得る.

しかし 1=2は明らかに間違いである. この証明のどの部分に間違いがあるか指摘せよ. ただし
選択公理を仮定し, 選択公理を仮定すればバナッハ・タルスキーの定理は成り立つ.

問 4.6 ∗ 地獄に囚人が可算無限人いる. 獄卒の鬼が言うには, 翌日に次のようなゲームを行い囚人側が
勝てば囚人たち全員を解放し, 負ければ全員を拷問にかけるとのことである.

[ゲーム内容] 鬼は先ず囚人全員を広場に集め, 囚人各人に赤または白の帽子を被せる. 囚人たち
は自分の帽子の色を知ることはできないが, 他の囚人の帽子の色は全て見ることができる. 囚人
たちは自分の帽子の色を推測し, 全員で一斉にそれが赤か白かを答える. もし自分の帽子の色を
間違えた囚人の数が有限なら, 囚人側の勝ちである. もし間違えた囚人の数が無限なら, 囚人側
の負けである. ただし, 囚人たちはゲームの開始前にはいくらでも作戦を相談してよいが, ゲー
ムが始まったら意思の疎通は一切禁止されるものとする.

囚人たちがこのゲームに勝てる作戦が必ず存在することを示せ. なお選択公理を仮定して良い.(ヒ
ント: 問 3.1の同値関係と問 4.1.)11

問 4.7 ∗∗∗整列集合 (X,≤)でX ∼ Rとなるものの具体的な例を一つあげよ. 12

問 4.8 ∗「任意の全射 f : X → Y についてある g : Y → X があって, f ◦ g = idY」という命題は選択
公理と同値であることを示せ.

問 4.9 ∗∗∗「任意の体上の任意のベクトル空間は基底を持つ」という命題は選択公理と同値であること
を示せ.13

問 4.10 ∗∗∗「帰納的順序集合X上の順序を保つ写像 f : X → Xは不動点 (f(a) = aとなる a ∈ X)を持
つ」という命題は選択公理と同値であることを示せ.

11実は「囚人は一列に並んでいて, 前の人は後ろの人の帽子の色がわからない」という条件をつけても良い.
12整列集合の例は可算なものが多い. では非加算なものはどうなるのか? ちょっと考えてもわからなかった. なお選択公

理を認めれば, 存在に関しては言える.
13この命題は正しいが, 私には証明がわからなかった. 問 4.10も同様. 証明を教えてほしい.



以下の問題は私が最近勉強したことをそのまま出した.

問 4.11 ∗∼∗∗授業では「X と Y の濃度が等しい」など濃度の大小を定義していたが, 濃度自体は定義し
ていなかった. この問題では濃度を定義することを考える.(以下, 選択公理を仮定する.)

OR := {α|αは順序数 }とおき順序数 (問 1.9参照)α, βについて

α ≤ β ⇐⇒ α ∈ βまたは α = β

として定義する. ORは集合ではないが”整列集合”と同じような性質を満たす (問 1.14参照. 整
列クラスと呼ばれる. )

X を集合として

|X| = min{α ∈ OR|X にある順序≤があって (X,<)と (α,∈)は順序同型 }

と定義し, |X|をX の濃度 (cardinality)という.14 X,Y を集合とするとき, 次の問いに答えよ.

(1). X ∼ Y であることは |X| = |Y |と同値であることを示せ.

(2). 集合 αが順序数ならば, |α| ≤ αであることを示せ.

(3). X ⊂ Y ならば, |X| ≤ |Y |であることを示せ.

(4). 単射 f : X → Y が存在することは, |X| ≤ |Y |と同値であることを示せ.

よって「X と Y の濃度が等しい」を |X| = |Y |と定義でき, 「X は Y より濃度が小さい」を
|X| < |Y |として定義できる.

問 4.12 ∗∼∗∗ 順序数 αが基数 (cardinal number)であるとは α = |X|となる集合X が存在することとす
る. 次の問いに答えよ.

(1). κを基数とする. 順序数 αが α < κを満たすならば α 6∼ κであることを示せ.

(2). 順序数 κが基数であることは, κ = |κ|であることと同値であることを示せ.

(3). κを基数とする. 集合 Y について Y ∼ κならば |Y | = κであることを示せ.

問 4.13 ∗∼∗∗ 問 1.15と同様に, ω := {α|αは順序数かつ自然数 }とする. 次の問いに答えよ.

(1). 順序数α, βについてα+1 ∼ β+1ならばα ∼ βである. (ヒント. 全単射 f : α+1 → β+1

について αの行き先を考える.)

(2). n ∈ ωとする. 順序数 βについて β ∼ nならば β = nであることを示せ. (ヒント. 順序数
nは整列集合なので超限帰納法を用いる. β ≥ ωならば β ∼ β + 1も使う.)

(3). ωの元 nは基数であることを示せ. ωの元である基数を有限基数といい, そうでない基数を
無限基数という.

(4). ωは無限基数であり, 無限基数の中で最小であることを示せ. そのため ωは ℵ0(アレフゼロ)

とも書かれる.

14minが存在するのは ORが整列クラスになることからわかる. minの右側の集合が空でないことの証明は難しい. つま
り「任意の整列集合はある順序数と順序同型になる」ことの証明は難しい. 詳しくは [田中]か [alg1]を参照のこと.



(コラム 1. 連続体仮説) 無限基数の集まり (クラス)を Incard := {ℵ|ℵは無限基数 }とおく. する
と順序数の集まり (クラス)OR := {α|αは順序数 }と順序同型であることが示せる. つまり無限基数
もまた整列されており, 「0番目, 1番目, 2番目, . . .」と並べることができる:

ω = |N| = ℵ0 < ℵ1 < ℵ2 < · · · < ℵω < ℵω+1 < · · ·

問 4.13から ℵ0 = ω = |N|である. 一方カントールの定理から ℵ0 = |N| < |P(N)| = |R|である. 連続
体仮説とは次のような命題である.

仮説 2 (連続体仮説). ℵ1 = R? つまり集合 Y について |N| ≤ |Y | ≤ |P(N)| = |R|ならば
|Y | = |N|または |Y | = |R|か?

連続体仮説に関しては次が知られている.

定理 3. (ゲーデル 1940, コーエン 1963) 連続体仮説は ZFC公理系 (ZF公理系+選択公理)から
は肯定も否定もできない.

一般連続体仮説 (ℵα+1 = |P(ℵα)|?)もあり, これも ZFC公理系 (ZF公理系+選択公理)からは肯定
も否定もできない. ちなみに選択公理もまた ZF公理系からは肯定も否定もできない.

(コラム 2. 宇宙)

定義 4. 集合U が次を満たすとき, U をグロタンディーク宇宙 (Grothendieck universe)という.

(a). ω ∈ U であり, u ∈ U かつ x ∈ uならば x ∈ U .

(b). u, v ∈ U ならば, ∪x∈ux,P(u), {u, v}, (u, v), u× v ∈ U .

(c). 全射 f : a → b, a ∈ U , b ⊂ U ならば, b ∈ U .

要はグロタンディーク宇宙とはまともな集合演算で閉じている集合である. 「マックレーン 圏論
の基礎」でも存在を仮定している. グロタンディーク宇宙は基数との関係がある.

定義 5. 非可算極限 (問 1.15)な基数 κが次を満たすとき, 強到達不能基数という.

(a). (正則性) |Λ| < κかつ任意の λ ∈ Λについて |Aλ| < κならば, | ∪λ∈Λ Aλ| < κ.

(b). (強極限性) |X| < κならば |P(X)| < κ.

定理 6. (1). ”グロタンディーク宇宙の存在”と”強到達不能基数の存在”は同値である.

(2). 強到達不能基数の存在は ZFC公理系で証明することができない. (ただし ZFCは無矛盾
と仮定する.)

なのでグロタンディーク宇宙の存在を ZFCで示すことができない. 「別にグロタンディーク宇宙
の存在くらい仮定していいのでは?」と思っていたが, 「ZFCが無矛盾であっても, グロタンディーク
宇宙の存在を仮定した ZFCは矛盾するかもしれない」とのことである. 15 調べれば調べるほど,「今
研究している数学は果たして大丈夫なのか?」と心配する限りである.16

15この辺りは巨大基数の話に繋がるらしい. 私は全くの素人なので, alg-dさんの動画 [alg4]に委ねる. ちなみに定理 6の
(1)を演習問題にしようとしたが解けなかったのでやめた.

16ここ最近調べたり勉強したりして「基礎論・(公理的)集合論は難しいなあ」と思った. ある集会でとある数学者が「数
学者は公理的集合論に疎かである」と言っていた. 身にしみる言葉である.



5 ユークリッド空間・距離空間 (応用問題)

問 5.1 (X, d)を距離空間とし, 部分集合M ⊂ X とする. 次の問いに答えよ.

(1). M iはM に含まれる最大の開集合であることを示せ.

(2). M はM を含む最小の閉集合であることを示せ.

問 5.2 (X, d)を距離空間とする. X の部分集合Aが有界とは, ある正の数M があって任意の x, y ∈ A

について d(x, y) ≦ M であることとする. B(X)をXの有界閉集合のなす集合とする. 次の問い
に答えよ.

(1). A,B ∈ B(X)について supx∈A d(x,B) < +∞であることを示せ.

(2). A,B ∈ B(X)について

dH(A,B) := max{sup
x∈A

d(x,B), sup
y∈B

d(A, y)}

とする. 任意の x ∈ X について d(x,A) ≦ d(x,B) + dH(A,B) が成り立つことを示せ.

問 5.3 問 5.2での (B(X), dH)は距離空間になることを示せ. (ハウスドルフ距離と呼ばれる.)

問 5.4 pを素数とする. 0でない有理数 r ∈ Qについて, r = pe n
m(m,nはともに pと互いに素な整数)

と表せるとき, vp(r) := eと定義する. r ∈ Qについて

|r|p =

p−vp(r) (r 6= 0)

0 (r = 0)

とおく. 次の問いに答えよ.

(1). 0でない有理数 r, s ∈ Qについて, r + s 6= 0ならば vp(r + s) ≧ min(vp(r), vp(s))であるこ
とを示せ.

(2). x, y ∈ Qについて dp(x, y) := |x− y|pとおくと dpはQの距離になることを示せ.

(3). a, r ∈ Qかつ r > 0について, 開球B(a, r) = {x ∈ Q|dp(x, a) < r}で定める. B(a, r)は閉
集合であることを示せ.

(4). an :=
∑n−1

i=0 2i = 1 + 2 + · · ·+ 2n−1とおく. d2(−1, an)の値を求めよ.



問 5.5 ∗(ハミング符号・グレイコード) F2 = {0, 1}を標数2の体とする. (F2 = Z/2Zである. ) x, y ∈ Fn
2

について
d(x, y) := (xi 6= yiとなる iの個数)

とおく. (ただし, x = {xi}ni=1, y = {yi}ni=1とする.) 次の問いに答えよ.

(1). (Fn
2 , d)は距離空間であることを示せ.

(2). Fn
2の相異なる元からなる数列a1, . . . , a2nでa1 = {0}ni=1, d(a2n , a1) = 1,任意の2 ≦ k ≦ 2n

について d(ak−1, ak) = 1 となるものが存在することを示せ.

以下 f : F4
2 → F7

2を次で定める.

f : F4
2 → F7

2

(a, b, c, d) 7−→ (a, b, c, d, a+ b+ d, a+ c+ d, b+ c+ d)

(3). x, y ∈ F4
2について, x 6= yならば d(f(x), f(y)) ≧ 3であることを示せ.

(4). 任意の z ∈ F7
2について, d(f(x), z) ≦ 1となる x ∈ F4

2がただ一つ存在することを示せ.

(5). I教官はTAから f(a, b, c, d)の値を聞きメモをした. ところがメモをする際に F7
2の一つの

成分を間違ってしまった. I教官のメモには (1, 0, 0, 1, 0, 1, 0)とかかれている. (a, b, c, d)の
値を求めよ.
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