
2025年度春夏学期 大阪大学 全学共通教育科目
線形代数学 1 工 (然 56-110)

岩井雅崇 (大阪大学)

May 29, 2025 ver 1.01

Contents

0 ガイダンス 2

0 はじめに 4

0.1 教科書と授業について . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1 平面と空間の幾何のまとめ. [教科書, 1章] 5

1.1 デカルト座標とベクトル [教科書, 1.1節] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 2× 2行列の定義と演算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 線形写像としての行列の意味 [教科書, 1.2節] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.4 行列式と外積 [教科書, 1.3節] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.5 複素数とベクトル [教科書, 1.4節] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 行列と連立一次方程式 [教科書, 2章] 15

2.1 数ベクトルと演算 [教科書, 2.1節] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 一般の行列 [教科書, 2.2節] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3 シグマ記号の練習 [教科書, 2.3節] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.4 行列の基本変形 [教科書, 2.4節] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.5 行列の階数と連立一次方程式の解の個数 [教科書, 2.6節] . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.6 逆行列の計算 [教科書, 2.5節] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.7 線形写像の像と核 [教科書, 2.7節] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.8 非斉次の連立一次方程式と次元公式 [教科書, 2.8節] . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3 行列式 [教科書, 3章] 40

3.1 行列式の定義 [教科書, 3.1節] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2 行列式の計算 [教科書, 3.2節] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.3 余因子行列とその応用 [教科書, 3.3節] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.4 行列式の公理の応用 [教科書, 3.4節] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.5 行列式の存在証明 [教科書, 3.5節] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.6 行列式に関連する種々の概念 [教科書, 3.6節] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

1



0 ガイダンス

2025年度春夏学期
大阪大学 全学共通教育科目 線形代数学 1 工 (然 56-110)

木曜 2限 (10:30-12:00) 共 C302

岩井雅崇 (いわいまさたか)

基本的事項
• この授業は対面授業です. 木曜 2限 (10:30-12:00)に共 C302にて授業を行います.

• 授業ホームページ (https://masataka123.github.io/2025_summer_linear_algebra/)や
CLEに「授業の資料・授業の板書」などをアップロードしていきます. QRコードは下にあ
ります.

成績に関して
レポート (後述)・演習 (後述)・期末試験 (後述)で成績をつける予定です. 内訳は未定です. 単

位が欲しい方はレポートを必ず提出し, 演習と期末試験に必ず出席するようにしてください.

なお通常時の授業 (演習や期末試験以外の授業)に出席点はございません. そのため授業への出
席は任意となります.

1-1. レポートに関して
次の日時にレポートを配布します.

• レポート配布日時: 2025年 6月 5日
• レポート締切: 2025年 06月 19日 23:59:59 (日本標準時刻, GMT+9)

• レポート提出方法: 配布したレポート問題に解答し, CLEにて提出する.

1-2. 演習に関して
次の日時に演習の授業を行います.

• 日時: 2025年 7月 17日 木曜 2限 (10:30-12:00)

• 場所: 共 C302 (授業の部屋)

• 演習内容: 配布したプリントの問題を解いて提出してください. なお協力して解いても構い
ません.

以上は予定であるため, 変更の可能性があります.(レポートに変更する可能性もあります.)なお代
理出席などの行為は不正行為とみなし, 加担した人全員の単位を不可にします. 欠席する場合はあ
らかじめmasataka@math.sci.osaka-u.ac.jpにご連絡いただければ幸いです.1

1その場合は欠席理由をきちんとお伝えください. ただし正当な理由以外での欠席は認められません. (成績に関わる
からです.) よくわからない場合はとりあえずメールしてください.
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なおレポート・演習に関しての注意事項は以下の通りです.

• レポートと演習で出した問題の何問かを数値や表現など少し変えて出す予定です.

• レポート・演習において, 答えのみならず, 答えを導出する過程をきちんと記してください.

• レポート・演習は, 協力してといて良く, 本などなんでも参考して良い.

• レポート・演習において, 答えの丸写しが確認できた場合は加担した人全員の単位を不可に
します.2

要はレポート・演習は試験の練習だと思ってください.

2. 期末試験に関して
現時点での期末試験の予定は次のとおりです.

• 日時: 2025年 7月 31日 木曜 2限 (10:30-12:00) (予定)

• 場所: 共 C302 (授業の部屋)

• 持ち込みに関して: A4用紙 4枚 (裏表使用可)まで持ち込み可. 工夫を凝らしてA4用紙 4枚
に今までの内容をまとめてください.

• 試験内容 : 授業・演習でやった範囲

以上は予定であるため, 変更の可能性があります. もし変更する場合はホームページや CLEで連
絡します.

まとめ
1. 単位が欲しい方はレポート・演習に取り組み, 期末試験で成績が取れるくらいの点を取ること.

2. 単位を認定するくらいの成績が取れていない場合, 容赦無く不可を出します.

3. 講義への出席は自由です. 授業資料・授業の板書をホームページや CLEにアップロードす
るので, 自分の好きな方法で線形代数への理解を進めてください.3

その他
• 休講予定: 2025年 4月 24日, 2025年 5月 15日, 2025年 6月 26日 休講情報は授業ホーム
ページ・KOANでもお知らせいたします.

• 授業の資料・授業の板書, 休講情報, 資料の修正などのため, こまめにホームページ・CLEを
確認してください.

• 教科書は「金子晃著 線形代数講義」(サイエンス社)を用いる. なお後期の庵原先生の授業で
も同じ教科書を用いる (と聞いています.)

• オフィスアワーを月曜 16:00-17:00に設けています. この時間に私の研究室に来ても構いま
せん (ただし来る場合は前もって連絡してくれると助かります.)

2答えの丸写しとは何も考えずに他人のレポートをコピーする行為です. この行為を厳禁とする理由とは”レポート
と演習で出した問題の何問か試験に出すと言う状況下で, そのようなことをやっても意味がなく, 時間の無駄だと思う”
からです. 協力して解いた場合でも, 全く同じ解答になることは稀で, 表記など微妙にずれます.

3理由としては「私は講義をするのが上手くない」のと「もっと効率的な理解の方法があると思う」からです. この
授業内容を理解するのに 1.5× 14 = 21時間も本当にかかるのかと思います. (というか今の私は 90分じっと講義を受
けるのが好きではないです. 14週に分けて講義を聞くのも好きではないです. ) そして世の中には私よりもわかりやす
い授業する人もいるので, そちらで理解を進めても良いと思います. 学び方は自由であり, その方法を制限するのは好
きではありません. (つまり出席を取るのも好きではないです).
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0 はじめに
0.1 教科書と授業について
教科書「金子晃著 線形代数講義」(サイエンス社)を今回初めて用いるが, 何点か個人的に不満な
点がある.

• 逆行列, 次元, 標準形 (簡約行列?), など数学的な用語の定義がなされていない部分がある.

• 一部理論が飛んでいて, 証明になっていないものがある.

• 連立一次方程式の説明の順番が明らかにおかしい. 具体的な物事と抽象的な物事が混ざって
いてわかりづらい.

• 行列式の存在を公理的に書いているのに, その後に具体的に定義している. (公理から出発す
るのなら, そのまま進んだ方が綺麗である. )

• 意味のない文章が多く, 教科書というより本に近い気がする. その割に内容の難易度は高い.

ただ悪いところだけではなく, 数学者が喜ぶような内容 (ワイルの公理系や行列環)もあるので, こ
の点は良いと思う.

そのため一部教科書以外の内容を扱ったり, 教科書の内容の順番を入れ替えたりして授業を行
う. 要は授業・資料は教科書を解読したものだと思ってほしい.
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1 平面と空間の幾何のまとめ. [教科書, 1章]

1.1 デカルト座標とベクトル [教科書, 1.1節]

この章では高校で習ったベクトルの復習をする. (授業では一部省略する. )

1.1.1 数ベクトルと内積

定義 1 (実数・平面・空間・数ベクトル).

• Rで実数の集合を表す.

• R2で平面をあらわし, R2の元を (平面の)数ベクトルという.

• R3で空間を表し, R3の元を (空間の)数ベクトルという. R3の数ベクトルを以下のよ
うに表す.

(a1, a2, a3) または

a1

a2

a3


また aや→

a のように略記する.

一般の数ベクトルについては 2.1節で定義する.

補足 2. 数ベクトルに関して, 横に並べるか縦に並べるかは状況によって異なる. 例えば教科書な
どの本では (a1, a2, a3)のように横に並べる. これは紙の印刷量を減らすためのように思う. 資料
や板書ではどちらも用いる.

また資料では aを用いるが, 板書では→
a を用いる.

補足 3. 幾何学的ベクトル4は数ベクトルを用いて表すことができる. (これは 17世紀のデカルト
による発明らしい.)

定義 4. a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3), λ, µ ∈ Rについて和, 差, スカラー倍, 線形結合を
次で定める.

• 和 a+ b = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3).

• 差 a− b = (a1 − b1, a2 − b2, a3 − b3).

• スカラー倍 λa = (λa1, λa2, λa3).

• 線形結合 λa + µb. 一般的に a1, . . . ,an と λ1, . . . , λn ∈ Rについてその線形結合を
λ1a1 + · · ·+ λnanで表す.

定義 5 (内積). a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3)についてその内積を次で定義する.

(a, b) = a1b1 + a2b2 + a3b3.

4有向線分 ( 線分に向きをつけたもの)を並行移動で移り合うものを同一視したもの
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命題 6. a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3) ∈ R3とする.

1. (ピタゴラスの定理) aの長さ ||a||は以下で与えられる.

||a|| =
√
(a,a) =

√
a21 + a23 + a23

2. a, bがなす角を θとすると
a · b = ||a||||b|| cos θ.

特に ||a|| 6= 0かつ ||b|| 6= 0のとき,

cos θ =
a · b

||a||||b||

と表される. そして a · b = 0は, a, bが直交していることと同値である.

3. (双線形性) a, b, c ∈ R3, λ, µ ∈ Rについて次が成り立つ.

(λa+ µb, c) = λ(a, c) + µ(b, c). (a, λb+ µc) = λ(a, b) + µ(a, c)

よってユークリッド空間においては内積によって角度や長さも決まる.

1.1.2 平面の方程式と直線の方程式

定義 7 (平面の方程式). a, b, c ∈ Rとする. 一次式 ax+ by+ cz = dを平面の方程式という.

命題 8 (平面の方程式). a, b, c ∈ Rとし,平面 Sを ax+ by + cz = dとする.

1. (x0, y0, z0) という平面 S の点を固定すると, 任意の平面 S の点 (x, y, z) についてx− x0

y − y0

z − z0

 と
a

b

c

 は直行する.

a

b

c

を法線ベクトルという.

2. 原点から平面 Sへの距離は |d|√
a2+b2+c2

で表される.

定義 9 (直線の方程式). x0 = (x0, y0, z0)を通り, 方向 λ = (l,m, n)を持つ直線は次のよう
に表される.

1. (パラメーター表示) t ∈ Rを用いて x = x0 + tλ.

2. (標準形の方程式)
x− x0

l
=

y − y0
m

=
z − z0

n
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定理 10. [教科書, 定理 1.1, 1.2]

1. 空間の異なる 2点 a, bを通る直線はただ一つに定まり, パラメーター (変数)t ∈ Rを
用いて以下で表される.

x = a+ (b− a)t

2. 空間の異なる 3点 a, b, cを通る平面はただ一つに定まり, パラメーター (変数)s, t ∈ R
を用いて以下で表される.

x = a+ (b− a)s+ (c− a)t

例 11. [教科書, 例題 1.1, 1.2, 1.3] (1). 空間の点 (1, 2, 3)を通り, 方向 (0, 2, 1)を持つ直線のパラ
メーター表示は

x = 1, y = 2 + 2t, z = 3 + t

となる. まとめて書くなら以下のようになる.x

y

z

 =

 1

2 + 2t

3 + t


(2). 空間の点 (1, 0, 3)を通り, 法線ベクトル (0, 2, 1)を持つ平面の方程式は

0(x− 1) + 2(y − 0) + 1(z − 3) = 0

となるので, 2y + z − 3 = 0となる.

(3) (1)の直線と (2)の平面の交点は (1, 25 ,
11
5 )である.

補足 12 (次元). 教科書では次元を”自由に動けるパラメーターの個数”として定義している. 直感
的には直線は 1次元, 平面は 2次元, 空間は 3次元である.

しかし私はこの定義は好きではないので, 授業ではさらっと言うだけにとどめる. (理由として
は「厳密ではないから」である.) 後に厳密な定義を与える.

1.2 2× 2行列の定義と演算
教科書では行列の定義と演算がされていなかったので, この章で 2× 2行列と演算を定義する.5

1.2.1 2× 2行列の定義

定義 13 (2× 2行列の定義). 2× 2個の数 (実数または複素数)を(
a11 a12

a21 a22

)

5おそらくこの教科書が作られた時代は行列が高校で教えられていたと思われる. 私も高校で行列を学んだ.
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のように並べたものを2× 2行列, (2, 2)型の行列という. 行列を上のAと書くとき, 以下の
ように表される.

A =

(
a11 a12

a21 a22

)

同様に 2× 1個の数 (実数または複素数)を(
a11

a21

)

のように並べたものを 2× 1行列, 2行 1列の行列という. つまり数ベクトルもまた行列である. 一
般の行列の定義は 2.2で与える.

1.2.2 2× 2行列の足し算・引き算

定義 14 (2× 2行列の和と差).

2× 2行列 A =

(
a b

c d

)
, B =

(
p q

r s

)
とする. このとき行列の和 A+ Bと差 A− Bを各

成分の和や差として定義する. つまり以下のように定める.

A+B =

(
a+ p b+ q

c+ r d+ s

)
A−B =

(
a− p b− q

c− r d− s

)
.

例 15. A =

(
3 1

1 4

)
, B =

(
2 7

5 8

)
とする．A+B =

(
5 8

6 12

)
, A−B =

(
1 −6

−4 −4

)
である.

例 16. A =

(
2 1

1 5

)
, B =

(
1 1

4 6

)
とする．A+B =

(
3 2

5 11

)
, A−B =

(
1 0

−3 −1

)
である.

1.2.3 2× 2行列のスカラー倍

定義 17 (行列のスカラー倍).

2× 2行列A =

(
a b

c d

)
, λを数とする (λをスカラーとも呼ぶ). Aの λ倍 λAを次で定める.

λA =

(
λa λb

λc λd

)
.

例 18. A =

(
1 −2

2 5

)
, λ = 3 とする．このとき λA =

(
3 −6

6 15

)
である.

例 19. A =

(
2 1

4 3

)
, λ = −1 とする．このとき λA =

(
−2 −1

−4 −3

)
である.
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1.2.4 2× 2行列と 2× 1行列 (数ベクトル)の積

定義 20. 2× 2行列A =

(
a b

c d

)
と 2× 1行列 (数ベクトル) x =

(
x

y

)
との積Axは 2× 1

行列 (数ベクトル)で次の式で定義される.

Ax =

(
a b

c d

)(
x

y

)
=

(
ax+ by

cx+ dy

)

つまり Axの (1, 1)成分は (a, b)と (x, y)の内積で, Axの (2, 1)成分は (x, y)と (p, r)の内
積である.

例 21. A =

(
2 2

4 3

)
, x =

(
5

1

)
とする. 行列の積Axは 2× 1行列で次のものとなる.

Ax =

(
2 2

4 3

)(
5

1

)
=

(
2× 5 + 2× 1

4× 5 + 3× 1

)
=

(
12

23

)
.

例 22. A =

(
1 3

2 1

)
, x =

(
2

5

)
とする. 行列の積Axは 2× 1行列で次のものとなる.

Ax =

(
1 3

2 1

)(
2

5

)
=

(
1× 2 + 3× 5

2× 2 + 1× 5

)
=

(
17

9

)
.

例 23. A =

(
1 0

0 1

)
, x =

(
2

5

)
とする. 行列の積Axは 2× 1行列で次のものとなる.

Ax =

(
1 0

0 1

)(
2

5

)
=

(
1× 2 + 0× 5

0× 2 + 1× 5

)
=

(
2

5

)
.

1.2.5 2× 2行列との積
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定義 24 (行列の積 2). 2 × 2行列 A =

(
a b

c d

)
, B =

(
p q

r s

)
との積 ABは 2 × 2行列で

次の式で定義される.

AB =

(
ap+ br aq + bs

cp+ dr cq + ds

)
つまり以下が成り立つ.

• ABの (1, 1)成分は (a, b)と (p, r)の内積.

• ABの (1, 2)成分は (a, b)と (q, s)の内積.

• ABの (2, 1)成分は (c, d)と (p, r)の内積.

• ABの (2, 2)成分は (c, d)と (q, s)の内積.

例 25. A =

(
2 3

1 4

)
, B =

(
5 2

2 3

)
とする.

Aは 2× 2行列でBは 2× 2行列なので, 行列の積ABが 2× 2行列として定義でき,

AB =

(
2 3

1 4

)(
5 2

2 3

)
=

(
2× 5 + 3× 2 2× 2 + 3× 3

1× 5 + 4× 2 1× 2 + 4× 3

)
=

(
16 13

13 14

)
.

またBは 2× 2行列でAは 2× 2行列なので, 行列の積BAが 2× 2行列として定義でき,

BA =

(
5 2

2 3

)(
2 3

1 4

)
=

(
12 23

7 18

)
.

よって行列の積に関してAB = BAとは限らない (AB 6= BAとなることがある).

例 26. A =

(
1 2

2 1

)
, B =

(
1 0

0 1

)
とする.

Aは 2× 2行列でBは 2× 2行列なので, 行列の積ABとBAが 2× 2行列として定義でき,

AB =

(
1 2

2 1

)(
1 0

0 1

)
=

(
1× 1 + 2× 0 1× 0 + 2× 1

2× 1 + 1× 0 2× 0 + 1× 1

)
=

(
1 2

2 1

)
= A.

BA =

(
1 0

0 1

)(
1 2

2 1

)
=

(
1× 1 + 0× 2 1× 2 + 0× 1

0× 1 + 1× 2 0× 2 + 1× 1

)
=

(
1 2

2 1

)
= A.

1.3 線形写像としての行列の意味 [教科書, 1.2節]

1.3.1 線形写像の定義と例

10



定義 27 (平面の線形写像). 2× 2行列A =

(
a11 a12

a21 a22

)
とする.

f : R2 → R2

x =

(
x

y

)
7−→

(
ξ

η

)
=

(
a11x+ a12y

a21x+ a22y

)

を平面の線形写像という.

ベクトルと行列を用いた表現で略記すると次のようになる.

x =

(
x

y

)
7−→

(
ξ

η

)
= Ax =

(
a11 a12

a21 a22

)(
x

y

)

定義 28 (アフィン変換).

x =

(
x

y

)
7−→

(
ξ

η

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)(
x

y

)
+

(
b1

b2

)

をアフィン変換という. これは線形写像に並行移動が加わったものである.

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
b =

(
b1

b2

)
とおく. ベクトルと行列を用いた表現でアフィン変換を略記す

ると次のようになる.

x =

(
x

y

)
7−→

(
ξ

η

)
= Ax+ b =

(
a11 a12

a21 a22

)(
x

y

)
+

(
b1

b2

)

補足 29 (線形の意味). 平面の変換 f : R2 → R2が線形とは a, b ∈ R2と λ, µ ∈ Rについて

f(λa+ µb) = λf(a) + µf(b)

となること. 実は平面の変換で線形なものは定義 62の形でかける. またアフィン変換は線形では
ない.

以下線形変換の例を見ていく.

例 30 (回転). θを実数としA =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
ならばf

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
=

(
(cos θ)x− (sin θ)y

(sin θ)x+ (cos θ)y

)
である. これは反時計回りに θ回転する変換である. 6

例 31 (y軸に関する鏡映). A =

(
−1 0

0 1

)
ならば f

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
=

(
−x

y

)
である. これは y軸

に関する鏡映と呼ばれる. y軸に関して鏡のように反転する変換である.
6反時計周りとは左回りのこと. 今の時代の時計はデジタル時計なので, この表現はあと 20年で廃れると思う. なの

でここは阪大らしく「大阪環状線での内回り (京橋から大阪に最短で行く方向」として定義する. なおこの表現は電車
が廃れると意味をなさなくなる.
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例 32. (一般の鏡映 [教科書, 例題 1.4]) m ∈ Rとする.

A =

(
1−m2

1+m2
2m

1+m2

2m
1+m2 −1−m2

1+m2

)

とおく. このとき
f

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
=

(
1−m2

1+m2
2m

1+m2

2m
1+m2 −1−m2

1+m2

)(
x

y

)
は y = mxという直線に関する鏡映となる.

定理 33 (回転と鏡映の内積不変性). 回転や鏡映は内積を変えない. つまり回転や内積で生
成される変換 (2× 2行列)P と x,y ∈ R2について以下が成り立つ.

(Px, Py) = (x,y)

例 34 (相似拡大). A =

(
λ 0

0 µ

)
ならば f

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
=

(
λx

µy

)
である. これは x軸を λ倍し

て y軸を µ倍するものである.

特に λ = µならば普通の相似拡大である．例えば λ = µ = −1ならば 180度回転となる.

1.3.2 単位行列と逆行列

定義 35 (単位行列・逆行列).

1. 単位行列Eを
(
1 0

0 1

)
とする. 平面の線形変換の視点で見れば,

(
x

y

)
7−→

(
ξ

η

)
=

(
1 0

0 1

)(
x

y

)
=

(
x

y

)

であるので, 何も変化しない変換 (恒等写像)である.

2. 2次正方行列A =

(
a b

c d

)
で ad− bc 6= 0となるものとする．

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)

をAの逆行列という. 平面の線形変換の視点で見れば,(
ξ

η

)
= A

(
x

y

)
⇔

(
x

y

)
= A−1

(
ξ

η

)

となる. つまりA−1は f(x) = Axの逆変換を与える.
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1.3.3 線形写像の像と次元

補題 36 (線形写像の像). A =

(
a b

c d

)
とし, 線形写像 f : R2 → R2を f(x) = Axとする.

f の像 (f(x)とかけるものの集合)は, Aの列ベクトル
(
a

c

)
と
(
b

d

)
で張られる. つまり f

の像は (
a

c

)
x+

(
b

d

)
y

の形でかける.

平面の線形変換 f(x) = Axについて次が言える

1. 像の次元が 2 ⇔ 二つの列ベクトルは異なる方向を向く (線形独立)

2. 像の次元が 1 ⇔ 二つの列ベクトルは同じ方向を向く.

3. 像の次元が 0 ⇔ 二つの列ベクトルはゼロベクトル.

1.3.4 線形写像の合成と行列の積

定理 37. A,Bを 2× 2行列とし, R2の一次変換を

f

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
g

(
x

y

)
= B

(
x

y

)

とする. このとき,

g ◦ f

(
x

y

)
:= g

(
f

(
x

y

))
= BA

(
x

y

)
となる. つまり線形変換の合成は行列の積で与えられる.

例 38. A =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
, B =

(
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

)
とし, f

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
, g

(
x

y

)
= B

(
x

y

)
とおくと, g ◦ f は定理から

g◦f

(
x

y

)
= g

(
f

(
x

y

))
= BA

(
x

y

)
=

(
cosφ cos θ − sinφ sin θ − cosφ sin θ − sinφ cos θ

sinφ cos θ + cosφ sin θ − sinφ sin θ + cosφ cos θ

)(
x

y

)

一方 g ◦ f は反時計回りに φ+ θ回転させる回転なので,

g ◦ f

(
x

y

)
=

(
cos(φ+ θ) − sin(φ+ θ)

sin(φ+ θ) cos(φ+ θ)

)(
x

y

)

がなりたつ. これは加法定理の別証明を与えている.
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1.4 行列式と外積 [教科書, 1.3節]

1.4.1 行列式

定義 39 (行列式 (determinant)). 2次正方行列A =

(
a b

c d

)
について ad−bcをAの行列式

といい det(A)と書いたり
∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣と書いたりする.

幾何学的には x =

(
a

c

)
と y =

(
b

d

)
とするとき, 行列式

∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣ は
• 絶対値は x,yの貼る平行四辺形の面積
• 符号は xから yへ回る向きが正の向き (反時計周り)なら+, 負の向き (時計周り)なら−

として定義する.

例 40.

∣∣∣∣∣3 5

6 1

∣∣∣∣∣ = −27,

∣∣∣∣∣6 1

3 5

∣∣∣∣∣ = 27.

1.4.2 外積

定義 41. a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3) ∈ R3について, 外積 a× bを次で定める.

a× b =

(∣∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣
)

= (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

幾何学的には a, b について外積 a× b ∈ R3で

• 長さは x,yの貼る平行四辺形の面積
• 向きは xから yに右ネジを回した時に進む向き7

として定義する.

例 42. a = (3, 5, 0), b = (6, 1, 0)とすると

a× b =

(∣∣∣∣∣5 0

1 0

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣0 3

0 6

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣3 5

6 1

∣∣∣∣∣
)

= (0, 0,−27), b× a =

(∣∣∣∣∣1 0

5 0

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣0 6

0 3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣6 1

3 5

∣∣∣∣∣
)

= (0, 0, 27).

1.5 複素数とベクトル [教科書, 1.4節]

これは微分積分学でやると思われるので省略する.

7右ネジの部分が”反時計回り”と同じく現代で通じるのか謎である. 現代的に言うと”YouTubeにおける高評価の手
の形”ということである.
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2 行列と連立一次方程式 [教科書, 2章]

2.1 数ベクトルと演算 [教科書, 2.1節]

2.1.1 数ベクトル空間

定義 43. Rを実数の集合とし, n ≧ 1なる自然数について

(x1, . . . , xn)

　をn次元の数ベクトルといい, その集合を

Rn = {(x1, . . . , xn)|x1, . . . , xn ∈ R}

とかく. また原点に対応するもの 0 = (0, . . . , 0)をゼロベクトルという.

基本単位ベクトルeiを, i番目のみ 1で他は 0である数ベクトル, つまり

ei = (0, . . . , 1︸︷︷︸
i

, . . . , 0)

で定める.ここで i = 1, 2, . . . , nである.

例えばR2は平面をあらわし, R3は空間を表す. また 1章と同様, 数ベクトルに関して, 横に並
べるか縦に並べるかは状況によって異なる. 板書ではどちらも用いる.

定義 44. a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn, α, β ∈ Rについて和, 差, スカラー倍,

• 和 a+ b = (a1 + b1, . . . , an + bn).

• 差 a− b = (a1 − b1, . . . , an − bn).

• スカラー倍 αa = (αa1, . . . , αan).

• 線形結合 αa+ βbとする． 一般的に a1, . . . ,anと α1, . . . , αn ∈ Rについてその線形
結合を α1a1 + · · ·+ αnanで表す.

補足 45. x ∈ Rnは n個の基本単位ベクトルの線形結合で表される. 具体的には次であらわされる

x =


x1

x2
...

xn

 = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen = x1


1

0
...

0

+ x2


0

1
...

0

+ · · ·+ xn


0

0
...

1


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2.1.2 線形独立・線形従属

定義 46. (線形独立・線形従属 [教科書, 定義 2.1]) a1, . . . ,an ∈ Rmとする.

• a1, . . . ,anが線形独立であるとは, 「c1a1 + · · ·+ cnan = 0ならば c1 = · · · = cn = 0

となる」こと.

• a1, . . . ,anが線形従属であるとは, 線形独立でないこと. つまり c1 = · · · = cn = 0以
外の c1, . . . , cn ∈ Rがあって, c1a1 + · · ·+ cnan = 0となること.

定義から, 線形独立か線形従属のどちらか一方が成り立つ.

例 47. R2について

a1 = (1, 2), a2 = (2, 2), a3 = (−1,−1), a4 = (0, 0)

とする.すると次がわかる.

• a1は線系独立.

• a2は線系独立.

• a4は線形従属.

• a1,a2は線型独立.

• a1,a3は線型独立.

• a2,a3は線形従属.

• a1,a4は線形従属.

つまり a, b ∈ R2においては次が言える.

• aと bが線形独立 ⇔ aと bは異なる方向を向く.

• aと bが線形従属 ⇔ aと bは同じ方向を向く.8

例 48. R3について

a1 = (1, 0, 0), a2 = (0, 1, 0), a3 = (0, 0, 1), a4 = (1, 1, 0), a5 = (1, 1, 1)

とする.すると次がわかる.

• a1,a2,a3は線型独立.

• a1,a2,a4は線型従属.

• a1,a2,a5は線型独立.

a, b, c ∈ R3においては次が言える.

• a, b, cが線形独立 ⇔ a, b, cを含む, 原点を通る平面は存在しない
• a, b, cが線形従属 ⇔ a, b, cを含む, 原点を通る平面が存在する.

8ただしゼロベクトルはどの方向も向いていると解釈する.
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2.2 一般の行列 [教科書, 2.2節]

2.2.1 行列の定義と線形写像

定義 49 (行列). • m×n個の数 (実数または複素数) aij (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n)を
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn


のように並べたものをm× n型の行列または(m,n)型行列という.

• 上の行列をAとしたとき, aijを行列Aの (i, j)成分という. 行列Aを(aij)や(aij)m×n

と略記することもある.

•
(
ai1 · · · ain

)
をAの行といい, 上から第 1行, 第 2行, · · · , 第m行という.

•


a1j
...

amj

をAの列といい, 上から第 1列, 第 2列, · · · , 第 n列という.

• m = nのとき, n次正方行列という.

最初の添字 iが行 (横のカウンター)を表し, 二つ目の添字 jが列 (縦のカウンター)を表す.

2.2.2 行列の足し算・引き算

定義 50 (行列の和と差).

m× n行列A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

, B =


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

...
. . .

...

bm1 bm2 · · · bmn

 とする.

このとき行列の和A+Bと差A−Bを次で定める.

A+B =


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n
...

...
. . .

...

am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn

 .

A−B =


a11 − b11 a12 − b12 · · · a1n − b1n

a21 − b21 a22 − b22 · · · a2n − b2n
...

...
. . .

...

am1 − bm1 am2 − bm2 · · · amn − bmn

 .
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例 51. A =

(
1 −2 8

2 5 −1

)
, B =

(
−2 5 1

3 −1 2

)
とする．

このときA+B =

(
−1 3 9

5 4 1

)
, A−B =

(
3 −7 7

−1 6 −3

)
である.

例 52. A =

(
3 1

1 4

)
, B =

(
2 7

5 8

)
とする．

このときA+B =

(
5 8

6 12

)
, A−B =

(
1 −6

−4 −4

)
である.

例 53. A =

(
2 1

1 5

)
, B =

(
1 1 3

4 6 7

)
とする．このときA+Bは型が違うため定義されない.

2.2.3 行列のスカラー倍

定義 54 (行列のスカラー倍).

m× n行列A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

 とし, cを数とする (cをスカラーとも呼ぶ).

Aの c倍 cAを次で定める.

cA =


ca11 ca12 · · · ca1n

ca21 ca22 · · · ca2n
...

...
. . .

...

cam1 cam2 · · · camn

 .

例 55. A =

(
1 −2 8

2 5 −1

)
, c = 3 とする．このとき cA =

(
3 −6 24

6 15 −3

)
である.

2.2.4 行列の積

定義 56 (行列の積). m× n行列A = (aij)m×nと n× l行列B = (bjk)n×lとする．このと
きAとBの積ABはm× l行列で, 次の式で定義される.

AB = (cik)m×lとしたとき, cik = ai1b1k + ai2b2k + · · ·+ ainbnk =

n∑
j=1

aijbjk.

例 57. A =
(
1 2 3

)
, B =

5

7

2

 とする.
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Aは 1× 3行列でBは 3× 1行列なので, 行列の積ABが 1× 1行列として定義でき,

AB =
(
1 2 3

)5

7

2

 =
(
1× 5 + 2× 7 + 3× 2

)
=
(
5 + 14 + 6

)
=
(
25
)
.

例 58. A =

(
2 2

4 3

)
, B =

(
5

1

)
とする.

Aは 2× 2行列でBは 2× 1行列なので, 行列の積ABが 2× 1行列として定義でき,

AB =

(
2 2

4 3

)(
5

1

)
=

(
2× 5 + 2× 1

4× 5 + 3× 1

)
=

(
12

23

)
.

例 59. A =

(
2 3

1 4

)
, B =

(
5 2

2 3

)
とする.

Aは 2× 2行列でBは 2× 2行列なので, 行列の積ABが 2× 2行列として定義でき,

AB =

(
2 3

1 4

)(
5 2

2 3

)
=

(
2× 5 + 3× 2 2× 2 + 3× 3

1× 5 + 4× 2 1× 2 + 4× 3

)
=

(
16 13

13 14

)
.

またBは 2× 2行列でAは 2× 2行列なので, 行列の積BAが 2× 2行列として定義でき,

BA =

(
5 2

2 3

)(
2 3

1 4

)
=

(
12 23

7 18

)
.

よって行列の積に関してAB = BAとは限らない (AB 6= BAとなることがある).

例 60. A =

(
2 1 −3

1 −5 2

)
, B =

(
8 7 5 2

)
とする.

Aは 2× 3行列でBは 1× 4行列であるので, 行列の積ABは定義されない.

問題 61. 次の行列A,B,C,Dのうち, 積が定義される全ての組み合わせを求め, その積を計算せよ.

A =

 2

1

−1

B =

3 2

4 1

0 1

C =
(
2 0 1

)
D =

(
2 3

−1 4

)

2.2.5 行列と線形写像
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定義 62 (Rnから Rmの線形写像). m× n行列A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

とする.

f : Rn → Rm

x =


x1
...

xn

 7−→ y =


y1
...

ym

 = Ax =


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn


をRnから Rmの線形写像という. 教科書と同様に, A : Rn → Rmと略記することもある.

補題 63. m × n行列 A,B とする. Rn から Rm への線形写像をそれぞれ A : Rn → Rm,

B : Rn → Rmと略記する.

このとき行列の和A+Bは二つの線形写像を足し算したものに対応する. つまりx ∈ Rnに
ついて

(A+B)x = Ax+Bx

が成り立つ.

補題 64. m × n行列 A, l × m行列 B とし, 対応する線形写像をそれぞれ A : Rn → Rm,

B : Rm → Rlと略記する.

このとき行列の積BA(l × n行列)は, 二つの線形写像の合成BA : Rn A→ Rm B→ Rlとなる.

つまり以下が成り立つ.

BA : Rn A→ Rm B→ Rl

x 7−→ Ax 7−→ B(Ax) = (BA)x

2.2.6 演算の性質
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補題 65. [教科書,補題 2.1, 2.2] Aをm×n行列とし, Aに対応する線形写像をA : Rn → Rm

と略記する.

1. (行列の線形性)x,y ∈ Rn, λ, µ ∈ Rについて

A(λx+ µy) = λAx+ µAy

2. eiを基本単位ベクトルとするとき, AeiはAの第 i列となる.

3. Bをm× n行列とする. A = Bであることは, 任意の x ∈ RnについてAx = Bxと
なることと同値である.

2.2.7 行列環

定義 66. •

(
0 0

0 0

)
のように, 全ての成分が 0の行列をゼロ行列といいOで表す.

•

(
1 0

0 1

)
のように aii = 1で他は 0となる n次正方行列を(n次の)単位行列といい E

で表す.

• Aを n次正方行列とするときAm = A · · ·A︸ ︷︷ ︸
m 個

とする.

命題 67. [教科書, 命題 2.3] n次正方行列の全体は和と積に関して以下の性質を満たす.

1. (和の交換法則) A+B = B +A

2. (和の結合法則) (A+B) + C = A+ (B + C)

3. (ゼロ元の存在) A+O = O +A = A

4. (和の逆元の存在) −Aを (−1)Aで定義するとき, A+ (−A) = O

5. (積の結合法則) (AB)C = A(BC)

6. (単位元の存在) AE = EA = A

7. (分配法則) A(B + C) = AB +AC, (A+B)C = AC +BC

このとき n次正方行列の全体は行列環と呼ばれる.

補足 68. 一般に環 (ring)は集合に和と積の演算があって命題 67のような性質を満たすものであ
る. 例えば整数の集合 Z, 有理数の集合Qなどがそれに当たる. また行列は一般的にAB 6= BAで
ある. このような環を非可換環という. 一方でAB = BAとなる環を可換環という. 私の研究はど
ちらかというと可換環の方面である.

なお上のような法則は暗記する必要はない. 私も忘れていた.

問題 69. 次の行列の計算を行え.
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 2 3 −1

0 5 4

−1 0 −2



 0 5 9

3 −2 8

−1 8 1

− 2

−1 0 1

3 2 3

−4 2 −1




2.3 シグマ記号の練習 [教科書, 2.3節]

補題 64や補題 65の証明でシグマ記号の練習をする予定. (一部省略する.)

定義 70. i, j = 1, . . . , nについて

δij =

1 i = jのとき
0 i 6= jのとき

をクロネッカーのデルタという. これは単位行列の成分である.

m× n行列A = (aij)m×nと n次の単位行列EについてAE = Aである. これはクロネッカー
のデルタを用いると

n∑
j=1

aijδjk = aik

が i, k = 1, . . . , nで成り立つからである.

2.4 行列の基本変形 [教科書, 2.4節]

2.4.1 係数行列・拡大係数行列

定義 71 (係数行列, 拡大係数行列). m個の式からなる n変数連立一次方程式
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

...
...

...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

に対して

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

x =


x1

x2
...

xn

 b =


b1

b2
...

bm

とおく.
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行列Aを連立一次方程式の係数行列といい,

[A : b] =


a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 · · · amn bm

を連立一次方程式の拡大係数行列という.

これにより上の連立一次方程式はAx = bとかける.

例 72. 連立一次方程式
{
2x + 3y = 7

x − 4y = 9
について, 係数行列はA =

(
2 3

1 −4

)
で, 拡大係数行

列は [A : b] =

(
2 3 7

1 −4 9

)
である.

例 73. 連立一次方程式


3x1 − 2x2 + x3 + 4x4 = 7

x1 − 3x3 + x4 = 5

2x1 − x2 + 9x3 = 0

について,

係数行列はA =

3 −2 1 4

1 0 −3 1

2 −1 9 0

 で, 拡大係数行列は [A : b] =

3 −2 1 4 7

1 0 −3 1 5

2 −1 9 0 0

 である.

2.4.2 ガウスの消去法の原理

定理 74 (ガウスの消去法の原理). m個の式からなる n変数連立一次方程式
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

...
...

...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

は次の三つの変形を用いれば解くことができる.

1. i番目の方程式を λ倍 (λ 6= 0)する.

2. i番目の方程式と j番目の方程式を入れ替える.

3. i番目の方程式の λ倍を j番目の方程式に加える.

これは 2.8節で証明を与える.

例 75. 連立一次方程式
{
2x + 3y = 7

x − 4y = 9
はガウスの消去法で解けて, 解は x = 5, y = −1であ

る. これは拡大係数行列 [A : b] =

(
2 3 7

1 −4 9

)
の行基本変形 (定義 76)の変換と対応がある.
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2.4.3 基本変形と基本行列

定義 76 (行基本変形). 行列Aの次の 3つの変形を行基本変形という.

1. Aの第 i行を λ倍 (λ 6= 0)する.

2. Aの第 i行とAの第 j行を入れ替える.

3. Aの第 i行の λ倍をAの第 j行に加える.

同様に列基本変形を, 上の定義において”行”の部分を”列”に変えたものとする. 基本的には行
基本変形を用いる.

定理 77 (行基本変形の可逆性). 3つの行基本変形はそれぞれ逆変換が存在し, その逆変換
もまた行基本変形である.

定理 78 (基本行列). Aをm× n行列, λ ∈ R, i, j = 1, . . . ,mとする. このときAによらな
いあるm×m行列 Fi,λ, Gi,j ,Hi,λ,j があってそれぞれ次を満たす.

1. 行列 Fi,λAは, Aの第 i行を λ倍した行列である.ただし λ 6= 0とする. (教科書の基本
行列 2○)

2. 行列Gi,jAは, Aの第 i行と Aの第 j 行を入れ替えた行列である． (教科書の基本行
列 4○)

3. 行列Hi,λ,jAは, Aの第 i行の λ倍をAの第 j行に加えた行列である. (教科書の基本
行列 5○)

これらは基本行列と呼ばれる.

定理 77から基本行列は正則で逆行列 (定義 97)を持ち, 逆行列もまた基本行列となる.

定理 79 (行基本変形と連立一次方程式). 連立一次方程式Ax = bとその拡大係数行列 [A : b]

について, 次が成り立つ.

1.「連立一次方程式の i番目の方程式をλ倍 (λ 6= 0)する」ことは,「拡大係数行列 [A : b]

の第 i行を λ倍 (λ 6= 0)する」ことに対応する.

2. 「連立一次方程式の i番目の方程式と j 番目の方程式を入れ替える」ことは, 「拡大
係数行列 [A : b]の第 i行とAの第 j行を入れ替える」ことに対応する.

3. 「連立一次方程式の i番目の方程式の λ倍を j番目の方程式に加える」ことは, 「拡
大係数行列 [A : b]の第 i行の λ倍をAの第 j行に加える」ことに対応する.

2.5 行列の階数と連立一次方程式の解の個数 [教科書, 2.6節]

説明の都合上, 授業では先に [教科書, 2.6節]を説明する.

24



2.5.1 行列の掃き出し法・消去法

定理 80. [教科書, 2.6節] 任意の行列Aは基本変形を繰り返して以下の”標準形?”にするこ
とができる． 

0 0 · · · 1 ∗ 0 ∗ · · · ∗
0 0 · · · 0 ∗ 0 ∗ · · · ∗
0 0 · · · 0 0 1 ∗ · · · ∗
...

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0


以下”標準形”に関して厳密な定義を与える. これは教科書には載っていないので, 別の文献 (三

宅敏恒, ”線形代数学　初歩からジョルダン標準形へ”, 培風館.)を参照にした.

定義 81 (主成分). 行列において, それぞれの行の最初に現れる 0でない成分を主成分と
いう.

例 82. 
1 2 3

0 0 5

0 0 0

0 3 0


の主成分は赤色のものである.

定義 83 (簡約行列). 行列Aが次の 4つの条件を満たすとき, Aを簡約行列という.

1. 全ての成分が 0である行は 0以外の値を含む行より下側にある.

2. 主成分は全て 1.

3. 右側の列に行くほど, 主成分は下側にある.

4. 主成分を持つ列は, その主成分を除く全てが 0.

おそらくこれが”標準形”の定義だと思われる.

例 84. 以下の行列は全て簡約な行列である.0 1 3 0 2

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0


1 0 1 4 0 −1

0 1 7 −4 0 1

0 0 0 0 1 3


0 0 0 1 6 0 3 0

0 0 0 0 0 1 2 0

0 0 0 0 0 0 0 0


例 85. 次に簡約ではない行列の例を理由とともに挙げる.

•

1 0 1 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

 は 1番目の条件が満たされていないので簡約ではない.
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•

(
1 0 1 1 0

0 0 0 0 3

)
は 2番目の条件が満たされていないので簡約ではない.

•

(
0 0 1 0 0

1 0 0 0 0

)
は 3番目の条件が満たされていないので簡約ではない.

•

(
1 0 1 1 0

1 0 0 0 1

)
は 4番目の条件が満たされていないので簡約ではない.

以上より定理 80の正確な主張を述べることができる.

定理 86. 任意の行列 Aは基本変形を繰り返して標準形 (簡約行列)Bを得ることができる.

またそのような標準形 (簡約行列)Bは一意に定まる.

このような操作は”簡約化”と呼ばれる.

定義 87 (階数 (rank)). Aを行列とし, BをAに基本変形を繰り返して得られた標準形 (簡
約行列)とする. rank(A)をBのゼロベクトルでない行の個数としAの階数 (ランク)と呼ぶ.

例 88. A =

0 1 3 0 2

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

 とすると, これは簡約な行列であり零ベクトルでない行の個数は 2

個である. よって rank(A) = 2.

B =

1 0 1 4 0 −1

0 1 7 −4 0 1

0 0 0 0 1 3

 とすると, これは簡約な行列であり零ベクトルでない行の個数

は 3個である. よって rank(B) = 3.

例 89.

(
1 2 −3

1 1 1

)
を基本変形で変形すると次のとおりである.9

(
1 2 −3

1 1 1

)
2○ + 1○ × (−1)−→

(
1 2 −3

0 −1 4

)
2○ × (−1)−→

(
1 2 −3

0 1 −4

)
1○+ 2○×(−1)−→

(
1 0 5

0 1 −4

)
.

よってこの行列の階数 (ランク)は 2である.

例 90.

1 0 2 1

2 1 1 0

0 1 1 0

 を基本変形で簡約化すると次のとおりである.

1 0 2 1

2 1 1 0

0 1 1 0

 2○+ 1○×(−2)−→

1 0 2 1

0 1 −3 −2

0 1 1 0

 3○+ 2○×(−1)−→

1 0 2 1

0 1 −3 −2

0 0 4 2


9「 2○ + 1○ × (−1)」は「行列の 2行目に 1行目の (-1)倍を加える」を意味している.
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3○× 1
2−→

1 0 2 1

0 1 −3 −2

0 0 2 1

 1○+ 3○×(−1)−→
2○+ 3○× 3

2

1 0 0 0

0 1 0 −1
2

0 0 2 1

 3○× 1
2−→

1 0 0 0

0 1 0 −1
2

0 0 1 1
2

 .

よってこの行列の階数 (ランク)は 3である.

問題 91.


1 0 −1 0 −2

0 1 1 0 1

−1 0 1 1 1

2 1 −1 0 −3

 の階数を求めよ.

定理 86から次を得る．

定理 92. 任意の行列は簡約行列と基本行列 (定理 78)の積で書ける．

2.5.2 斉次方程式と解の次元

下のようなAx = 0という斉次方程式は次のように解くことができる.

まとめ 93 (Ax = 0の解きかた (掃き出し法・ガウスの消去法)). (斉次)連立一次方程式
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0
...

...
...

...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0

は以下の手順で解くことができる.

手順 1. 連立方程式Ax = 0から係数行列

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

とおく.

手順 2. 定理 86のように, 係数行列Aに行基本変形を繰り返して標準形 (簡約行列)Bを得る.

手順 3. Bx = 0を解く. これがAx = 0の解となる.

例 94. 連立一次方程式 
x1 + 2x2 + x3 = 0

2x1 + 3x2 + x3 = 0

x1 + 2x2 + 2x3 = 0

は次のように解くことができる.
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[手順 1.] 係数行列はA =

1 2 1

2 3 1

1 2 2

となる.

[手順 2.] 行基本変形を用いると次のような標準形 (簡約行列)をえる1 2 1

2 3 1

1 2 2

 −→

1 2 1

0 −1 −1

0 0 1

 −→

1 0 −1

0 1 1

0 0 1

 −→

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

よって標準形 (簡約行列)B =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 となる.

[手順 3.]Bx = 0を解く. これは 
x1 = 0

x2 = 0

x3 = 0

となるので x1 = x2 = x3 = 0を得る.

例 95. [教科書, 例題 2.4] 連立一次方程式
x1 + x2 − x3 + 3x4 = 0

x2 + x3 − x4 = 0

x1 + 2x2 + x3 = 0

x1 + 3x2 + x3 + x4 = 0

は次のように解くことができる.

[手順 1.] 係数行列はA =


1 1 −1 3

0 1 1 −1

1 2 1 0

1 3 1 1

となる.

[手順 2.] 行基本変形を用いると次のような標準形 (簡約行列)をえる
1 1 −1 3

0 1 1 −1

1 2 1 0

1 3 1 1

 −→


1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 −2

0 0 0 0



よって標準形 (簡約行列)B =


1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 −2

0 0 0 0

 となる.
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[手順 3.]Bx = 0を解く. これは
x1 = 0

x2 + x4 = 0

x3 − 2x4 = 0

0 = 0

となるので, 解は次のようになる.
x1

x2

x3

x4

 =


0

−t

2t

t

 (tは任意)

定理 96. n変数斉次方程式Ax = 0の解の次元 (自由に動ける変数の個数)は, n− rank(A)

に等しい.

2.6 逆行列の計算 [教科書, 2.5節]

2.6.1 逆行列

定義 97. Aを n次正方行列とする. ある行列Bがあって

AB = BA = E (ただしEは n次単位行列)

となるときBをAの逆行列といいB = A−1とかく.

行列Aが逆行列A−1を持つとき, Aは正則行列という (Aは正則であるともいう).

例 98. A =

(
1 −5

0 1

)
の逆行列はA−1 =

(
1 5

0 1

)
である.

実際
(
1 −5

0 1

)(
1 5

0 1

)
=

(
1 5

0 1

)(
1 −5

0 1

)
=

(
1 0

0 1

)
である. 特にAは正則行列である.

例 99. 2次正方行列A =

(
a b

c d

)
について ad− bc 6= 0ならば, Aは逆行列を持ち

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)
である.

特にAは正則行列である.

例 100. A =

(
0 1

0 1

)
は逆行列を持たない. 特にAは正則行列ではない.

例 101. 基本行列 (定理 78)は正則である. そして逆行列もまた基本行列である.
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2.6.2 行基本変形を用いた逆行列の求め方

定理 102. Aを n次正方行列, Eを n次単位行列とする. さらに n× 2n行列 [A : E]が, 行
基本変形を何回か繰り返して [E : B]となると仮定する. このときAは正則行列で, BはA

の逆行列である.

この定理により行基本変形を用いて逆行列を得ることができる.

例 103. [教科書, 例題 2.3] A =

 3 0 −1

0 1 0

−5 1 2

 の逆行列を求めよ.

(解). [A : E3] =

 3 0 −1 1 0 0

0 1 0 0 1 0

−5 1 2 0 0 1

を行基本変形を用いて変換すると
1 0 0 2 −1 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 5 −3 3


となる. よってAの逆行列は

2 −1 1

0 1 0

5 −3 3

 である.

2.6.3 正則行列の性質

命題 104. A,Bを n次正方行列とする．

1. A,B が正則ならば, AB も正則でありその逆行列は B−1A−1 である.((AB)−1 =

B−1A−1)

2. Aが正則行列でAB = OならばB = O.

3. 簡約行列 (標準形)が正則ならば, 単位行列である.

定理 105. [教科書, 定理 2.4]

1. 任意の正則行列は行基本変形を繰り返し行うことで単位行列にすることができる.

2. 任意の正則行列は基本行列 (定理 78)の積で表すことができる.

3. n次正方行列Aにおいて, rankA = nであることは, Aが正則であることと同値.

上において行基本変形の部分は列基本変形に変えても良い.

次は [教科書, 2.8節]の内容だが, 今の時点で証明できるのでここでしておく.

命題 106. [教科書, 定義 2.6] n次正方行列に関して, 次は同値である

1. AB = E(Eは n次単位行列)となる n次正方行列Bが存在する.

2. BA = E(Eは n次単位行列)となる n次正方行列Bが存在する.

3. Aは正則行列. つまり逆行列A−1を持つ.
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2.6.4 転置行列

定義 107. 行列Aの行と列を入れ替えた行列を転置行列と言い tAとかく. つまりm×n行

列A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

 について

tA =


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

...
...

. . .
...

a1n a2n · · · amn


と定義する. tAは n×m行列である.

命題 108. Aをm× n行列とする.

1. ttA = A

2. Bを n× l行列とするとき, t(AB) = tB · tA
3. m = nかつAが正則ならば, t(A−1) = (tA)−1

4. rank(tA) = rank(A). 特に rank(A) ≤ min{m,n}(定理 113参照)

4については定理 113で証明を与える.

2.7 線形写像の像と核 [教科書, 2.7節]

2.7.1 部分空間と階数

定義 109. [教科書, 定義 2.4][部分空間・階数・次元]

• a1, . . . ,ak ∈ Rnについて, これらの線形結合の全体

W = Span(a1, . . . ,ak) = {λ1a1 + · · ·+ λkak|λ1, . . . λk ∈ R}

をa1, . . . ,akではられる Rnの線形部分空間という．またW = Span(a1, . . . ,ak)と
表される集合を線形部分空間と呼ぶ.

• a1, . . . ,akに含まれる線形独立 (定義 46)なベクトルの最大個数を階数 (rank)といい,

rank(a1, . . . ,ak)で表す. (この教科書での用語である.)

• W の次元 (dimension)を

dimW := rank{a1, . . . ,ak}

として定義する.
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• r = dimW = rank(a1, . . . ,ak)とする. r個の線形独立なW の元 b1, . . . , br ∈ W の
組 {b1, . . . , br}をW の基底という.

線形部分空間の詳しい定義は後期の授業で行う.(教科書 [教科書, 定義 2.4’]にも記述がある. )

ただ詳しい定義と上の定義は実は同じである. また教科書には「W の次元とはW の点を一意に定
めるために必要なパラメーターの個数」と定義している.

例 110. R3について

e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)

とする.すると以下が成り立つ.

• Span(e1)は直線であり, 次元は 1である.

• Span(e1, e2)は平面であり, 次元は 2である.

• R3 = Span(e1, e2, e3)は空間であり, 3次元である.

例 111. R2について

a1 = (1, 2), a2 = (2, 2), a3 = (−1,−1), a4 = (0, 2),

とする.すると
W = Span(a1, . . . ,a4) = R2

であり, a1, . . . ,a4に含まれる線形独立なベクトルの最大個数は 2である ((a1,a2)とか (a1,a3)な
ど) よって dimW = 2である．

W の基底の選び方はいっぱいある. 例えば {(1, 0), (0, 1)}, {(1, 2), (2, 1)}などが基底である.

例 112. R2について

a1 = (1, 2), a2 = (2, 4), a3 = (−1,−2), a4 = (0, 0),

とする.すると
W = Span(a1, . . . ,a4) = {(t,−t)|t ∈ R}

であり, a1, . . . ,a4に含まれる線形独立なベクトルの最大個数は 1である ((a1)とか (a2)など)よっ
て dimW = 1である．W の基底は {(1, 2)}や {(−100,−200)}などがある.

定理 113. [教科書, 定理 2.7] 行列Aの線形独立な行の個数は線形独立な列の個数に等しい.

特に rank(tA) = rank(A)が成り立つ.
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補題 114. 1. a1, . . . ,ak ∈ Rnについて aj =


a1j

a2j
...

anj

 と成分表示する. このとき次が成

り立つ.

rank(a1, . . . ,ak) = rank


a11 a12 · · · a1k

a21 a22 · · · a2k
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ank


ここで右の rankは定義 87におけるものである.

2. W = Span(a1, . . . ,ak)とし, r = dimW とするとき, (a1, . . . ,ak)の中から r個のベ
クトル ai1 , . . . ,air を選んで

W = Span(ai1 , . . . ,air)

と書くことができる.

3. a1, . . . ,ak, b1, . . . , bl ∈ Rnについて

W = Span(a1, . . . ,ak) = Span(b1, . . . , bl)

が成り立つならば,

rank(a1, . . . ,ak) = rank(b1, . . . , bl)

となる. 特に線形部分空間W の次元の定義は a1, . . . ,akの取り方によらない.

4. dimRn = nであり, {e1, . . . en}は基底になる. eiは基本単位ベクトル (i番目のみ 1

で他は 0である数ベクトル)である.(定義 43)

5. W ⊂ Rnを線形部分空間とするとき dimW ≤ n.

2.7.2 線形写像の像と核

定義 115. [教科書, 定義 2.5][線形写像の像と核] m × n行列 Aと a1, . . . ,an ∈ Rmを以下
で定める.

aj =


a1j

a2j
...

amj

 A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

 =
(
a1 a2 · · · an

)

Aで定義された線形写像
A : Rn → Rm

x 7−→ Ax
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について像と核を次で定義する.

1. Aの像 (Image)ImageAを

ImageA := {y ∈ Rm|ある x ∈ Rnがあって y = Axとなる.}

として定義する. これは

Ax =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn



x1

x2
...

xn

 =
(
a1 a2 · · · an

)

x1

x2
...

xn


= a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn

と表される元の全体である.

2. Aの核 (Kernel)KerAを

KerA := {x ∈ Rn|Ax = 0}

として定義する. これは

Ax = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn



x1

x2
...

xn

 = 0

となる x ∈ Rnの元全体で, つまり連立一次方程式Ax = 0の解の全体である.

例 116. A =

(
3 0

0 0

)
ならばA

(
x

y

)
=

(
3x

0

)
である. よって

ImageA = {(3x, 0) ∈ R2|x ∈ R} = {(x, 0) ∈ R2|x ∈ R} KerA = {(0, y) ∈ R2|y ∈ R}

2.7.3 像と核の基底の求め方

補題 117. [教科書, 補題 2.6] Aをm× n行列としA : Rn → RmをAで定義された線形写
像とする．また B を定理 86のように行基本変形を繰り返して得られた標準形 (簡約行列)

とする.

1. ImageAはBの 1が現れた位置の元の行列の列で張られる. そしてそれが ImageA　
の基底をなす.

2. dim(ImageA) = rankA
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3. 連立一次方程式Ax = 0の解がパラメーター t1, . . . , tlを用いて
x1

x2
...

xn

 = t1


b11

b21
...

bn1

+t2


b12

b22
...

bn2

+· · ·+tl


b1l

b2l
...

bnl

 = t1b1+· · ·+tlbl bj =


b1j

b2j
...

bnj

 ∈ Rn

とかけるとする. このとき b1 . . . , bl ∈ RnはKerAの基底をなす.

4. dim(KerA) = n− rankA.

像の部分の文章がわかりずらい.(これは教科書のままの表現である.) これは例えば行列Aを行
基本変形を用いて次のようになったとする

A =
(
a1 a2 a3 a4 a5

)
=


a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 a33 a34 a35

a41 a42 a43 a44 a45

 −→ B =


0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0


今Bに 1が現れる列は 2,4,5列である. よって ImageAはAの 2,4,5列で生成される. つまり

ImageA = Span
(
a2 a4 a5

)
= Span



a12

a22

a32

a42

 ,


a14

a24

a34

a44

 ,


a15

a25

a35

a45




となる.

次は [教科書, 2.8節]の内容だが, 今の時点で証明できるのでここでしておく.

定理 118. [教科書, 定理 2.9. 次元公式] Aをm× n行列とし A : Rn → Rmを Aで定義さ
れた線形写像とする．このとき以下の次元公式が成り立つ

dim(ImageA) + dim(KerA) = dimRn = n

連立一次方程式Ax = 0の言葉で言うと

1. dim(ImageA)は「線形独立な方程式の個数」
2. dim(KerA)は「線形独立な方程式の解の個数」
3. dimRnは「未知数の個数」

となる.
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例 119. [教科書, 例題 2.5] A =


1 1 −1 3

0 1 1 −1

1 2 1 0

1 3 1 1

としAで定義された線形写像

A : R4 → R4

x 7−→ Ax

とする. この線形写像の像 ImageAと核KerAの次元を求め, それらの線形部分空間としての基底
を一組示せ.

(答).例 95によって, 行基本変形を用いると次のような標準形 (簡約行列)をえる

A =


1 1 −1 3

0 1 1 −1

1 2 1 0

1 3 1 1

 −→ B =


1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 −2

0 0 0 0


(像の次元と基底) 像 ImageAの次元は rankA(Bの主成分の個数)より 3. Bに 1が現れる列は

1,2,3列より, 基底はAの 1,2,3列目である


1

0

1

1

 ,


1

1

2

3

 ,


−1

1

1

1

 となる.

(核の次元と基底) 核KerAの次元は 4− rankAより 1. 基底はAx = 0の解がわかれば良い. こ
れはまとめ 123からBx = 0の解がわかれば良く,

Bx = 0 ⇔


x1 = 0

x2 + x4 = 0

x3 − 2x4 = 0

0 = 0

Bx = 0の解はパラメーター tを用いて


x1

x2

x3

x4

 = t


0

−1

2

1

 とかけるので，


0

−1

2

1

がKerAの基底

である.

まとめ 120 (線形写像 A : Rn → Rm の像と核の求め方). m × n行列 Aによる線形写像
A : Rn → Rmの像と核の求め方は以下の手順で解くことができる.

1. 定理 86のように行列Aに行基本変形を繰り返して標準形 (簡約行列)Bを得る.

2. (像の次元と基底)Bのゼロベクトルでない行ベクトルの個数 (主成分 (定義 81)の 1の
個数)が rankA = dim ImageAである．

3. (像の基底) Bの 1(主成分)が現れた位置の元の行列の列たちが ImageAの基底になる．
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4. (核の次元) dimKerA = n− dim ImageA = n− rankA.

5. (核の基底) Bx = 0の解 (Ax = 0の解に同じ)が, パラメーター t1, . . . , tl を用いて
x = t1b1 + · · ·+ tlblとかけるとき, b1, . . . , blがKerAの基底となる.

まとめ 121. m× n行列Aと a1, . . . ,an ∈ Rmを以下で定める.

aj =


a1j

a2j
...

amj

 A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

 =
(
a1 a2 · · · an

)

この時W = Span(a1, . . . ,an) ⊂ Rmとおくと,

W = {x1a1 + · · ·+ xnak|x1, . . . xn ∈ R} = {Ax|x ∈ Rn} = ImageA ⊂ Rm

であるので,

• W の次元 = ImageAの次元 = rankA.

• W の基底 = ImageAの基底.

と上の方法で求めることができる.

2.8 非斉次の連立一次方程式と次元公式 [教科書, 2.8節]

次元公式に関しては定理 118で与えたので省略.

2.8.1 非斉次の連立一次方程式

定理 122. [教科書, 定理 2.8] Aをm×n行列とし, A = (a1, . . . ,an)となるように ai ∈ Rm

をとる. b ∈ Rmについて次は同値である.

1. 連立一次方程式Ax = bが解を持つ.

2. b ∈ ImageA. つまり x ∈ Rnで b = Axとなるものが存在する.

3. rank(A) = rank(a1, . . . ,an) = rank(a1, . . . ,an, b) = rank([A : b]).

2.8.2 非斉次の連立一次方程式の (具体的な)解き方
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まとめ 123 (Ax = bの解きかた (掃き出し法・ガウスの消去法)). (斉次)連立一次方程式
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

...
...

...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

は以下の手順で解くことができる.

1. 連立方程式Ax = bから拡大係数行列

[A : b] =


a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 · · · amn bm

とおく.

2. 定理 86のように拡大係数行列 [A : b]に行基本変形を繰り返して標準形 (簡約行列)[C :

d]を得る.

3. Cx = dをとく. これが連立方程式Ax = bの解になる.

例 124. 連立一次方程式
{
x1 + 2x2 = 2

x1 + 4x2 = 4
を解け.

(解). 連立方程式の拡大係数行列は [A : b] =

(
1 2 2

2 4 4

)
である. これを簡約化すると(

1 2 2

0 0 0

)
となる. よってこれより

{
x1 + 2x2 = 2

0x1 + 0x2 = 0
である.

以上より解は
{
x1 = 2− 2c2

x2 = c2
(c2は任意) となる.

解の書き方として
(
x1

x2

)
=

(
2

0

)
+ t

(
−2

1

)
(t ∈ R) と書くこともある.

例 125. 連立一次方程式
{
x1 + 2x2 = 2

x1 + 4x2 = 5
を解け.

(解). 連立方程式の拡大係数行列は [A : b] =

(
1 2 2

2 4 5

)
である. これを簡約化すると(

1 2 0

0 0 1

)
となる. よってこれより

{
x1 + 2x2 = 0

0x1 + 0x2 = 1
である. 以上より解は存在しない.

例 126. 連立一次方程式


x1 − 2x2 + 3x4 = 2

x1 − 2x2 + x3 + 2x4 + x5 = 2

2x1 − 4x2 + x3 + 5x4 + 2x5 = 5

を解け.
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(解). 拡大係数行列は [A : b] =

1 −2 0 3 0 2

1 −2 1 2 1 2

2 −4 1 5 2 5

 である. これを基本変形で簡約化する

と

1 −2 0 3 0 2

0 0 1 −1 0 1

0 0 0 0 1 1

 となる. これをもう一回式に書き下すと


x1 − 2x2 + 3x4 = 2

x3 − x4 = −1

x5 = 1

である.

以上より解は



x1 = 2 + 2c2 − 3c4

x2 = c2

x3 = −1 + c4

x4 = c4

x5 = 1

(c2, c4は任意) となる.

解の書き方として


x1

x2

x3

x4

x5

 =


2

0

−1

0

1

+ s


2

1

0

0

0

+ t


−3

0

1

1

0

 (s, t ∈ R) と書くこともある.

例 127. 連立一次方程式


x1 + 4x2 + 2x3 − 2x4 = 5

4x1 + 13x2 + 5x3 + x4 = 2

x2 + x3 − 3x4 = a

の解が存在するような aの

値を全て求めよ.

(解). (解). 拡大係数行列は [A : b] =

1 4 2 −2 5

4 13 5 1 2

0 1 1 −3 a

 である. これを基本変形で (ある程

度変形すると)

1 0 −2 10 −19

0 1 1 −3 6

0 0 0 0 a− 6

 となる. これをもう一回式に書き下すと


x1 − 2x3 + 10x4 = −19

x2 + x3 − 3x4 = 6

0 = a− 6

である.

よって a− 6 6= 0のときは解が存在しない.

a−6 = 0のときは解は


x1 = −19 + 2c3 − 10c4

x2 = 6− c3 + 3c4

x3 = c3

x4 = c4

(c3, c4は任意) となり解が存在する. よっ

て a = 6.
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3 行列式 [教科書, 3章]

3.1 行列式の定義 [教科書, 3.1節]

2章に同じく, n次正方行列Aについて,列ベクトルa1,a2, . . . ,an ∈ Rnを用いてA =
(
a1 a2 · · · an

)
と表す記法を用いる.

定理 128 (行列式の存在). n次正方行列の集合から実数 Rへの関数 det

det : {n次正方行列 } → R
A =

(
a1 a2 · · · an

)
7−→ det(A) = det

(
a1 a2 · · · an

)
で次を満たすものが存在する.

1. (正規化条件) n次単位行列Eについて

det(E) = 1.

2. (多重線形性)bi ∈ Rnと λ, µ ∈ Rについて

det
(
a1 · · · λai + µbi · · · an

)
= λ det

(
a1 · · · ai · · · an

)
+ µ det

(
a1 · · · bi · · · an

).
3. (交代性) 1 ≤ i < j ≤ nなる i, j について, i番目と j 番目を入れ替えると符号が変
わる.

det

a1, · · · , aj︸︷︷︸
i

, · · · , ai︸︷︷︸
j

, · · · ,an

 = − det

a1, · · · , ai︸︷︷︸
i

, · · · , aj︸︷︷︸
j

, · · · ,an.


またこの関数 det(A)の値をAの行列式 (determinant)という.

行列式の表し方に関しては,

det


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
で表すこともある．
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定理 129 (行列式の唯一性). n次正方行列の集合から実数 Rへの関数

f : {n次正方行列 } → R
A =

(
a1 a2 · · · an

)
7−→ f(A) = f

(
a1 a2 · · · an

)
で次を満たすとする.

1. (多重線形性)bi ∈ Rnと λ, µ ∈ Rについて

f
(
a1 · · · λai + µbi · · · an

)
= λf

(
a1 · · · ai · · · an

)
+ µf

(
a1 · · · bi · · · an

).
2. (交代性) 1 ≤ i < j ≤ nなる i, j について, i番目と j 番目を入れ替えると符号が変
わる.

f(a1, · · · , aj︸︷︷︸
i

, · · · , ai︸︷︷︸
j

, · · · ,an) = −f(a1, · · · , ai︸︷︷︸
i

, · · · , aj︸︷︷︸
j

, · · · ,an.)

このとき f(A) = f(E) detA となる.

行列式は次の例から”符号付きの体積”ともみれる.

例 130. A =

(
a11 a12

a21 a22

)
とすると det(A) = a11a22 − a12a21である.

これは
(
a11

a21

)
と
(
a12

a22

)
がなす平行四辺形の”符号付き”面積に等しい. (1.4節参照.)

例えば det

(
3 5

6 1

)
= −27, det

(
6 1

3 5

)
= 27 である.

例 131. A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 の行列式は
det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a13a22a31 − a12a21a33

で与えられる. これは

a11

a21

a31

 と
a12

a22

a32

 と
a13

a23

a33

 がなす平行六面体の”符号付き”体積に等しい.

ちなみに 2次正方行列や 3次正方行列の行列式は視覚的に綺麗に表わすことができる (サラス
の公式と呼ばれる).
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3.2 行列式の計算 [教科書, 3.2節]

3.2.1 行列式の公理からの帰結

命題 132. [教科書, 系 3.2]

1. ある列を λ倍すると, 行列式も λ倍される.

det
(
a1 · · · λai · · · an

)
= λ det

(
a1 · · · ai · · · an

)
2. 等しい列があれば, 行列式も 0になる.

det

a1, · · · , ai︸︷︷︸
i

, · · · , ai︸︷︷︸
j

, · · · ,an

 = 0.

3. ある列のスカラー倍を他の列に加えても行列式は不変である.

det

a1, · · · , ai︸︷︷︸
i

, · · · , λai + aj︸ ︷︷ ︸
j

, · · · ,an

 = − det

a1, · · · , ai︸︷︷︸
i

, · · · , aj︸︷︷︸
j

, · · · ,an

.

4. ある iで aiがゼロベクトル 0ならば, 行列式も 0.

det

(
a1, · · · , 0︸︷︷︸

i

, · · · ,an

)
= 0.

命題 133 (対角行列の行列式).∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 · · · a1n−1 a1n

0 a22 a23 · · · a2n−1 a2n

0 0 a33 · · · a3n−1 a3n
...

...
. . .

. . .
...

...

0 0
. . . an−1n−1 an−1n

0 0 · · · · · · 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · · ann

また上の行列に関して転置をとっても行列式は不変である.

系 134 (基本行列の行列式). 基本行列 (定理 78)について次がなりたつ.

1. 基本行列 Fi,λ(第 i行を λ倍することに対応する基本行列)について,

det(Fi,λ) = det
(
tFi,λ

)
= λ.
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2. 基本行列Gi,j(第 i行とAの第 j行の入れ替えに対応する基本行列)について,

det(Gi,j) = det
(
tGi,j

)
= −1.

3. 基本行列Hi,λ,j(Aの第 i行の λ倍をAの第 j行に加えることに対応する基本行列)に
ついて,

det(Hi,λ,j) = det
(
tHi,λ,j

)
= 1.

次は [教科書, 3.4節]の内容だが必要なので先に証明する.

定理 135. [教科書, 定理 3.9]

det(AB) = det(A) det(B).

定理 136. [教科書, 命題 3.4]

det
(
tA
)
= det(A)

またこのことから次が成り立つ.

1. 定理 129での行列式に関する性質 (多重線形性・交代性)は”行”に関しても成り立つ.

2. ある”行”を λ倍すると, 行列式も λ倍される.

3. 二つの”行”を入れ替えると, 行列式は-1倍になる.

4. ある”行”のスカラー倍を他の”行”に加えても行列式は不変である.

定義 137. n次正方行列 A = (aij)の i行と j列を取り除いた n− 1次正方行列を Aij とか
く. つまり

Aij =



a11 · · · a1j−1 a1j+1 · · · a1n
...

...
...

...

ai−11 · · · ai−1j−1 ai−1j+1 · · · ai−1n

ai+11 · · · ai+1j−1 ai+1j+1 · · · ai+1n

...
...

...
...

an1 · · · anj−1 anj+1 · · · ann


とする.
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定理 138.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 · · · a2n
...

...

an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣− a21

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a12 · · · a1n

a32 · · · a3n
...

...

an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · ·+ (−1)n+1an1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a12 · · · a1n

a22 · · · a2n
...

...

an−1,2 · · · an−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
特に行列Aについて

det(A) = a11 det(A11)− a21 det(A21) + · · ·+ (−1)n+1an1 det(An1)

同様にして任意の 1 ≦ i ≦ n, 1 ≦ j ≦ nなる i, jについて, 次が成り立つ.

det(A) = (−1)1+ja1j det(A1j) + · · ·+ (−1)n+janj det(Anj)

= (−1)i+1ai1 det(Ai1) + · · ·+ (−1)i+nain det(Ain).

これは余因子展開と呼ばれる.

3.2.2 行列式の計算方法

行列式の計算方法は主に 2通りある. どちらを用いても良いし, 混ぜて使っても良い.

まとめ 139 (行列式の計算方法 1.). 行列式の計算に有用なものは以下のものである
操作 1. ある行を λ倍すると, 行列式も λ倍される.

操作 2. 二つの行を入れ替えると, 行列式は−1倍になる.

操作 3. ある行のスカラー倍を他の行に加えても行列式は不変である.

操作 4. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n
...

...
...

0 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 · · · a2n
...

...

an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
操作 5.

∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc

まず上の操作 1-3を用いて, 操作 4の左の形を作る. そして操作 4を用いて行列のサイズを
1つ下げる. この操作を繰り返して行列のサイズが 2になるようにし, 最後に操作 5を使え
ば良い.
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操作 5に関しては 3× 3行列の行列式の式を用いても良い.

例 140.

 1 3 4

−2 −5 7

−3 2 −1

 の行列式は次のように求められる.

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 4

−2 −5 7

−3 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣ 操作 3
=

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 4

0 1 15

0 11 11

∣∣∣∣∣∣∣ 操作 4
= 1

∣∣∣∣∣ 1 15

11 11

∣∣∣∣∣ 操作 1
= 11

∣∣∣∣∣1 15

1 1

∣∣∣∣∣ 操作 5
= 11 {1× 1− 15× 1} = −154.

例 141.


2 −4 −5 3

−6 13 14 1

1 −2 −2 −8

2 −5 0 5

 の行列式は次のように求められる.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −4 −5 3

−6 13 14 1

1 −2 −2 −8

2 −5 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
操作 2
= (−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −2 −8

−6 13 14 1

2 −4 −5 3

2 −5 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
操作 3
= (−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −2 −8

0 1 2 −47

0 0 −1 19

0 −1 4 21

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
操作 4
= (−1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −47

0 −1 19

−1 4 21

∣∣∣∣∣∣∣ 操作 3
= (−1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −47

0 −1 19

0 6 −26

∣∣∣∣∣∣∣ 操作 4
= (−1)

∣∣∣∣∣−1 19

6 −26

∣∣∣∣∣
操作 5
= (−1) {(−1)× (−26)− 6× 19} = 88.

まとめ 142 (行列式の計算方法 2.). 行列に 0が多めにある場合は余因子展開を用いても
良い.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 · · · a2n
...

...

an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣− a21

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a12 · · · a1n

a32 · · · a3n
...

...

an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · ·+ (−1)n+1an1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a12 · · · a1n

a22 · · · a2n
...

...

an−1,2 · · · an−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

例 143. 行列A =


2 7 13 5

5 3 8 2

0 0 9 4

0 0 −2 1

の行列式は次のように求められる.
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det(A) = (−1)1+1a11 det(A11) + (−1)2+1a21 det(A21) + (−1)3+1a31 det(A31) + (−1)4+1a41 det(A41)

= 2

∣∣∣∣∣∣∣
3 8 2

0 9 4

0 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣− 5

∣∣∣∣∣∣∣
7 13 5

0 9 4

0 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣+ 0

∣∣∣∣∣∣∣
7 13 5

3 8 2

0 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣− 0

∣∣∣∣∣∣∣
7 13 5

3 8 2

0 9 4

∣∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣∣∣
3 8 2

0 9 4

0 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣− 5

∣∣∣∣∣∣∣
7 13 5

0 9 4

0 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 2× 3

∣∣∣∣∣ 9 4

−2 1

∣∣∣∣∣− 5× 7

∣∣∣∣∣ 9 4

−2 1

∣∣∣∣∣ = (2× 3− 5× 7)× (9× 1− 4× (−2)) = −493.

問題 144. 行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −3 −6 15

−2 5 14 4

1 −3 −2 5

15 10 10 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
を計算せよ.

問題 145. 行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 5 1 2 −1

2 6 0 9 1

0 0 7 1 2

0 0 3 2 5

0 0 0 0 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
を計算せよ.

3.3 余因子行列とその応用 [教科書, 3.3節]

定義 146. n次正方行列A = (aij)について, (i, j)成分の余因子 (cofactor)ãij を

ãij = (−1)i+j det(Aij)

で定める.

定理 147. [教科書, 定理 3.6] Aを n次正方行列とする. このとき.

det(A) = a1j ã1j + · · ·+ anj ãnj

であり, k 6= jなる kについて

0 = a1kã1j + · · ·+ ankãnj

が成り立つ.

同様に
det(A) = ai1ãi1 + · · ·+ ainãin

46



であり, k 6= iなる kについて

0 = ak1ãi1 + · · ·+ aknãin

が成り立つ

定義 148. n次正方行列A = (aij)について, Aの余因子行列 ÃをAの余因子を並べて作っ
た行列を転置したものとして定義する:

Ã =


ã11 ã21 · · · ãn1

ã12 ã22 · · · ãn2
...

...
. . .

...

ã1n ã2n · · · ãnn



例 149.

(
a11 a12

a21 a22

)
のときの余因子行列 Ãは

(
a22 −a12

−a21 a11

)
となる.

3.3.1 余因子の応用

定理 150. Aを n次正方行列とする.このとき

AÃ = ÃA = (detA)E

が成り立つ. 特に det(A) 6= 0ならばA−1 = 1
detAÃ.

例 151. 2次正方行列A =

(
a b

c d

)
で det(A) = ad− bc 6= 0となるものとする．このとき上の定

理から
A−1 =

1

detA
Ã =

1

ad− bc

(
d −b

−c a

)
となる.

3.3.2 クラメルの公式

定理 152. A を正則な n 次正方行列とし, 列ベクトル a1, . . . ,an を用いて A =(
a1 · · · an

)
と表されているとする. このとき連立一次方程式 Ax = bの解は次のよ

うになる.

x =


x1
...

xn

 , xi =

det

a1 · · ·
i︷︸︸︷
b · · ·an


detA

.
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例 153. A =

(
5 1

3 2

)
, b =

(
3

2

)
とする. 連立一次方程式Ax = bの解を x =

(
x1

x2

)
とすると,

x1 =
det
(
b a2

)
detA

=

∣∣∣∣∣3 1

2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣5 1

3 2

∣∣∣∣∣
=

4

7
, x2 =

det
(
a1 b

)
detA

=

∣∣∣∣∣5 3

3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣5 1

3 2

∣∣∣∣∣
=

1

7
となる.

3.4 行列式の公理の応用 [教科書, 3.4節]

定理 154. A,Bを n次正方行列とする.

1. det(A) 6= 0であることとAが正則であることは同値.

2. AB = Eならば, Aは正則でBはAの逆行列である.

3.5 行列式の存在証明 [教科書, 3.5節]

実は行列式の存在証明は簡単である. 行列式が存在すれば定理 138のようにならざるを得ないか
らである. (一意性は置換を勉強しないと出ないが...) よってこの節に関しては授業では省略する.

が, 展開公式 (定義 169, [教科書, 命題 3.3])くらいは知っておいてもいいと思うので, 以下過去
の授業で用いた内容を添付しておく. わかりづらければ [教科書]を参照してほしい.

3.5.1 置換の定義

定義 155.

• {1, . . . , n}から {1, . . . , n}への 1対 1写像を置換と言い σで表す．つまり置換 σとは
k1, . . . , knを 1から nの並び替えとして, 1を k1に, 2を k2に, · · · , nを knにと変化
させる規則のことである.

• 上の置換 σを
σ =

(
1 2 · · · n

k1 k2 · · · kn

)
とかき, σ(1) = k1, σ(2) = k2, . . . , σ(n) = knとする.

例 156. 置換 σを σ =

(
1 2 3 4

3 1 4 2

)
とする. これは「1を 3に, 2を 1に, 3を 4に, 4を 2にと

変化させる規則」である. σ(1) = 3, σ(2) = 1, σ(3) = 4, σ(4) = 2である.

例 157. 置換 σを σ =

(
1 2 3

2 1 3

)
とする. これは「1を 2に, 2を 1に, 3を 3にと変化させる規

則」である. σ(1) = 2, σ(2) = 1, σ(3) = 3である.

この置換は 3に関しては何も変化させていないので σ =

(
1 2

2 1

)
ともかく.
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定義 158. 置換 σ, τ について, その積 στ を σ(τ(i))で定める.

例 159. 置換 σ, τ を σ =

(
1 2 3 4

4 3 1 2

)
τ =

(
1 2 3 4

2 3 4 1

)
とすると,

σ(τ(1)) = σ(2) = 3

σ(τ(2)) = σ(3) = 1

σ(τ(3)) = σ(4) = 2

σ(τ(4)) = σ(1) = 4

であるので, στ =

(
1 2 3 4

3 1 2 4

)
である.

定義 160.

• ϵ =

(
1 2 · · · n

1 2 · · · n

)
を単位置換という.

• σ =

(
1 2 · · · n

k1 k2 · · · kn

)
について,

(
k1 k2 · · · kn

1 2 · · · n

)
をσの逆置換と言い σ−1 で

表す.

例 161. σ =

(
1 2 3 4 5

4 5 1 3 2

)
とするときσ−1 =

(
4 5 1 3 2

1 2 3 4 5

)
=

(
1 2 3 4 5

3 5 4 1 2

)
である.

定義 162. σ =

(
k1 k2 · · · kl

k2 k3 · · · k1

)
となる置換σを巡回置換と言い σ =

(
k1 k2 · · · kl

)
と表す.

特に σ =

(
k1 k2

k2 k1

)
となる巡回置換を互換と言い σ =

(
k1 k2

)
と表す.

定理 163. 任意の置換 σは互換の積 τ1 · · · τlで表わすことができ, lの偶奇は σによっての
み定まる.

定義 164. 置換 σが互換の積 τ1 · · · τlで表せられているとする.

• sgn(σ) = (−1)lとし, これをσの符号と呼ぶ.

• sgn(σ) = 1なる置換 σを偶置換といい, sgn(σ) = −1なる置換 σを奇置換という.

例 165. σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

4 1 6 2 7 5 3

)
を互換の積で表し, その符号を求めよ.

(解). 1
σ→ 4

σ→ 2
σ→ 1と変化し, 3

σ→ 6
σ→ 5

σ→ 7
σ→ 3と変化するので,

σ =
(
1 4 2

)(
3 6 5 7

)
である.
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さらに
(
1 4 2

)
=
(
1 4

)(
4 2

)
,
(
3 6 5 7

)
=
(
3 6

)(
6 5

)(
5 7

)
であるので,

σ =
(
1 4

)(
4 2

)(
3 6

)(
6 5

)(
5 7

)
となり, sgn(σ) = (−1)5 = −1である.

命題 166. 置換 σ, τ について, sgn(ϵ) = 1, sgn(σ−1) = sgn(σ), sgn(στ) = sgn(σ)sgn(τ)が
成り立つ (ただし ϵは単位置換とする).

定義 167. Snを n文字置換の集合とし, Anを n文字置換の集合とする.

専門用語で Snは対称群と言い, Anは交代群と言う.

命題 168.

• Snの個数は n!個である.

• 偶置換と奇置換の個数は同じである.

• Anの個数は n!
2 個である.

• σ, τ ∈ Anならば στ ∈ An

3.5.2 行列式の定義

定義 169. n次正方行列A = (aij)について

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)をAの行列式と言う.

Aの行列式は det(A), |A|,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ともかく.

例 170. A =

(
a11 a12

a21 a22

)
とすると det(A) = a11a22 − a12a21である.

(証). S2 =

{(
1 2

1 2

)
,

(
1 2

2 1

)}
であるので, Aの行列式は

det(A) = sgn

(
1 2

1 2

)
a11a22 + sgn

(
1 2

2 1

)
a12a21 = a11a22 − a12a21.
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例 171. A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 の行列式を求める.

S3 =

{(
1 2 3

1 2 3

)
,

(
1 2 3

2 1 3

)
,

(
1 2 3

1 3 2

)
,

(
1 2 3

3 2 1

)
,

(
1 2 3

2 3 1

)
,

(
1 2 3

3 1 2

)}
である

ので, Aの行列式は

det(A) = sgn

(
1 2 3

1 2 3

)
a11a22a33 + sgn

(
1 2 3

2 1 3

)
a12a21a33 + sgn

(
1 2 3

1 3 2

)
a11a23a32

+ sgn

(
1 2 3

3 2 1

)
a13a22a31 + sgn

(
1 2 3

2 3 1

)
a12a23a31 + sgn

(
1 2 3

3 1 2

)
a13a21a32

= a11a22a33 − a12a21a33 − a11a23a32 − a13a22a31 + a12a23a31 + a13a21a32

以上より det(A) = a11a22a33+ a12a23a31+ a13a21a32− a11a23a32− a13a22a31− a12a21a33 である.

3.6 行列式に関連する種々の概念 [教科書, 3.6節]

今回の授業では省略する. 気になる方は読んでほしい.

References

[教科書] 金子晃 線形代数講義 (サイエンス社)

51


	ã芬ã芤ã莀ã莳ã芹
	ã膯ã膘ã芁ã膫
	æ閙çꞑæ鮸ã膨æ躈æꖭã膫ã膤ã膄ã膦

	å릳é鶢ã膨çꦺé隓ã膮å릾ä붕ã膮ã膾ã膨ã芁. [1çꮠ]M
	ã莇ã芫ã莫ã莈å몧æꢙã膨ã莙ã芯ã莈ã莫 [1.1ç꾀]M
	22èꆌå袗ã膮å꺚ç뺩ã膨æ범ç꺗
	ç랚å붢å蚙å莏ã膨ã膗ã膦ã膮èꆌå袗ã膮æ蒏å醳 [1.2ç꾀]M
	èꆌå袗å벏ã膨å꒖çꦍ [1.3ç꾀]M
	èꒇç뒠æ閰ã膨ã莙ã芯ã莈ã莫[1.4ç꾀]M

	èꆌå袗ã膨é肣çꮋä뢀æ겡æ隹çꢋå벏 [2çꮠ]M
	æ閰ã莙ã芯ã莈ã莫ã膨æ범ç꺗 [2.1ç꾀]M
	ä뢀è袬ã膮èꆌå袗 [2.2ç꾀]M
	ã芷ã芰ã莞èꢘå辷ã膮ç랴ç뾒[2.3ç꾀]M
	èꆌå袗ã膮å龺æ鲬åꒉå붢 [2.4ç꾀]M
	èꆌå袗ã膮é骎æ閰ã膨é肣çꮋä뢀æ겡æ隹çꢋå벏ã膮èꞣã膮å肋æ閰[2.6ç꾀]M
	é肆èꆌå袗ã膮èꢈç꺗 [2.5ç꾀]M
	ç랚å붢å蚙å莏ã膮å莏ã膨æꂸ[2.7ç꾀]M
	é鶞æ隉æ겡ã膮é肣çꮋä뢀æ겡æ隹çꢋå벏ã膨æ겡å薃å薬å벏 [2.8ç꾀]M

	èꆌå袗å벏 [3çꮠ]M
	èꆌå袗å벏ã膮å꺚ç뺩 [3.1ç꾀]M
	èꆌå袗å벏ã膮èꢈç꺗 [3.2ç꾀]M
	ä붙å鮠å궐èꆌå袗ã膨ã膝ã膮å뾜ç钨 [3.3ç꾀]M
	èꆌå袗å벏ã膮å薬ç邆ã膮å뾜ç钨 [3.4ç꾀]M
	èꆌå袗å벏ã膮å궘å鲨èꢼæ颎 [3.5ç꾀]M
	èꆌå袗å벏ã膫é隢é肣ã膙ã芋çꢮã肅ã膮æꚂå뾵[3.6ç꾀]M


