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0 ガイダンス

2023年度秋冬学期 大阪大学 全学共通教育科目
線形代数学入門 (経 (161～))
木曜 3限 (13:30-15:00) 豊中総合学館 401

岩井雅崇 (いわいまさたか)

基本的事項

• この授業は対面授業です. 木曜 3限 (13:30-15:00)に豊中総合学館 401にて授業を行います.

• 授業ホームページ (https://masataka123.github.io/2023_winter_linearalgebra/)に

て「授業の資料・授業の板書」などをアップロードしていきます. QRコードは下にあります.

成績に関して
演習 (後述)と期末試験 (後述)で成績をつける予定です. 内訳は未定です. 単位が欲しい方は

この二つに必ず出席するようにしてください.

なお通常時の授業 (演習や期末試験以外の授業)に出席点はございません. そのため授業への出

席は任意となります.

1. 演習に関して
次の日時に演習の授業を行います.

• 日時: 2023年 11月 16日と 2024年 1月 11日 木曜 3限 (13:30-15:00)

• 場所: 豊中総合学館 401

• 演習内容: 配布したプリントの問題を解いて提出してください. なお協力して解いても構い

ません.

以上は予定であるため, 変更の可能性があります. もし変更する場合はホームページや CLEで連

絡します. なお代理出席などの行為は不正行為とみなし, 加担した人全員の単位を不可にします.

欠席する場合はあらかじめmasataka@math.sci.osaka-u.ac.jpにご連絡いただければ幸いです.1

1その場合は欠席理由をきちんとお伝えください. ただし正当な理由以外での欠席は認められません. (成績に関わる
からです.) よくわからない場合はとりあえずメールしてください.
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2. 期末試験に関して
現時点での期末試験の予定は次のとおりです.

• 日時: 2024年 1月 25日 木曜 3限 (13:30-15:00) (予定)

• 場所: 豊中総合学館 401

• 持ち込みに関して: A4用紙 4枚 (裏表使用可)まで持ち込み可. 工夫を凝らしてA4用紙 4枚

に今までの内容をまとめてください.

• 試験内容 : 未定 (2024年 1月に公表予定)

以上は予定であるため, 変更の可能性があります. もし変更する場合はホームページや CLEで連

絡します.

まとめ

1. 単位が欲しい方は演習に必ず出席し, 期末試験で成績が取れるくらいの点を取ってください.

2. 単位を認定するくらいの成績が取れていない場合, 容赦無く不可を出します.

3. 講義への出席は自由です. 授業資料・授業の板書をホームページにアップロードするので,

自分の好きな方法で線形代数への理解を進めてください.2

休講予定・その他

• 休講予定: 2024年 1月 18日 (休講はほぼ確定) 2023年 11月 28日または 2023年 11月 30日

(どちらか休講にするかも・未確定). 3

• 休講情報や資料の修正などをするので, こまめにホームページを確認してください.

• 教科書は「三宅敏恒著 入門線形代数」(培風館)を用いる.

• オフィスアワーを月曜 16:00-17:00に設けています. この時間に私の研究室に来ても構いま

せん (ただし来る場合は前もって連絡してくれると助かります.)

2理由としては「私は講義をするのが上手くない」のと「もっと効率的な理解の方法があると思う」からです. この
授業内容を理解するのに 1.5× 14 = 21時間も本当にかかるのかと思います. (というか今の私は 90分じっと講義を受
けるのが好きではないです. 14週に分けて講義を聞くのも好きではないです. ) そして世の中には私よりもわかりやす
い授業する人もいるので, そちらで理解を進めても良いと思います. 学び方は自由であり, その方法を制限するのは好
きではありません. (つまり出席を取るのも好きではないです).

3他にも授業が早く終われば休講にします.
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1 行列の基礎

1.1 行列の定義 (教科書 1.1節)

• m× n個の数 (実数または複素数) aij (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n)を
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

 または


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn


のように並べたものを m× n行列, m行 n列の行列という.

• 上の行列をAとしたとき, aij を行列Aの (i, j)成分という.

•
(
ai1 · · · ain

)
をAの行といい, 上から第 1行, 第 2行, · · · , 第m行という.

•


a1j
...

amj

をAの列といい, 上から第 1列, 第 2列, · · · , 第 n列という.

例 1. 行列Aを次で定める.

A =

(
1 2 5

3 10 4

)

• Aは 2行 3列の行列 (2× 3行列).

• (1,2)成分は 2, (2,1)成分は 3, (2,3)成分は 4である.

• 第 2行は
(
3 10 4

)
. 第 3列は

(
5

4

)
である.

例 2. 行列Aを次で定める.

A =

13 2 5 3

1 4 2 5

7 8 6 1


• Aは 3行 4列の行列 (3× 4行列).

• (1,1)成分は 13, (2,4)成分は 5, (3,2)成分は 8である.

• 第 2行は
(
1 4 2 5

)
. 第 3列は

5

2

6

である.

例 3. 行列A = (2)とすると, Aは 1行 1列の行列 (1× 1行列)である.
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1.2 特別な行列 (教科書 1.1節)

•

(
0 0 0

0 0 0

)
,

(
0 0

0 0

)
,
(
0
)
,

0 0

0 0

0 0

 のように全ての成分が 0の行列を
ぜろ

零行列という.

• n× n行列のことをn次正方行列という.

• 対角成分以外 0の行列を対角行列という. 例えば以下の行列は対角行列である:

(
5 0

0 1

)
,
(
3
)
,

2 0 0

0 1 0

0 0 5


• 対角成分が全て 1な n次対角行列を単位行列と言い, Enとかく. 例えば以下の行列は単位行

列である:

E2 =

(
1 0

0 1

)
, E1 =

(
1
)
, E3 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1


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2 2× 2行列・2次正方行列の演算

以下, この 2章ではしばらく2× 2行列・2次正方行列を扱う.

2.1 行列の和と差 (教科書 1.2節)

定義 4 (行列の和と差).

2× 2行列 A =

(
a b

c d

)
, B =

(
p q

r s

)
とする. このとき行列の和 A+ Bと差 A− Bを各

成分の和や差として定義する. つまり以下のように定める.

A+B =

(
a+ p b+ q

c+ r d+ s

)
A−B =

(
a− p b− q

c− r d− s

)
.

例 5. A =

(
3 1

1 4

)
, B =

(
2 7

5 8

)
とする．A+B =

(
5 8

6 12

)
, A−B =

(
1 −6

−4 −4

)
である.

例 6. A =

(
2 1

1 5

)
, B =

(
1 1

4 6

)
とする．A+B =

(
3 2

5 11

)
, A−B =

(
1 0

−3 −1

)
である.

例 7. A =

(
2 1

1 5

)
, B =

(
0 0

0 0

)
とする．A+B =

(
2 1

1 5

)
= A, A−B =

(
2 1

1 5

)
= Aである.

命題 8 (行列の和と差の性質). A,Bを行列とする.

• A±B = B ±A.

• A±O = A (ただしOは零行列).

• (A±B)± C = A± (B ± C).

2.2 行列のスカラー倍 (教科書 1.2節)

定義 9 (行列のスカラー倍).

2× 2行列A =

(
a b

c d

)
, xを数とする (xをスカラーとも呼ぶ).

Aの x倍 xAを次で定める.

xA =

(
xa xb

xc xd

)
.

例 10. A =

(
1 −2

2 5

)
, x = 3 とする．このとき xA =

(
3 −6

6 15

)
である.

例 11. A =

(
2 1

4 3

)
, x = −1 とする．このとき xA =

(
−2 −1

−4 −3

)
である.
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例 12. A =

(
2 1

4 3

)
, x = 0 とする．このとき xA =

(
0 0

0 0

)
である.

命題 13 (行列のスカラー倍の性質). Aを行列, a, bを数とする.

• 0A = O (ただしOは零行列).

• 1A = A.

• (−1)Aを−Aと書くことにすると, A+ (−A) = O.　

• (xy)A = x(yA).

2.3 行列の積 (教科書 1.2節)

定義 14 (行列の積 1). 2× 2行列A =

(
a b

c d

)
と 2× 1行列B =

(
p

r

)
との積ABは 2× 1

行列で次の式で定義される.

AB =

(
ap+ br

cp+ dr

)
つまり ABの (1, 1)成分は (a, b)と (p, r)の内積で, ABの (2, 1)成分は (c, d)と (p, r)の内

積である.

例 15. A =

(
2 2

4 3

)
, B =

(
5

1

)
とする. 行列の積ABは 2× 1行列で次のものとなる.

AB =

(
2 2

4 3

)(
5

1

)
=

(
2× 5 + 2× 1

4× 5 + 3× 1

)
=

(
12

23

)
.

例 16. A =

(
1 3

2 1

)
, B =

(
2

5

)
とする. 行列の積ABは 2× 1行列で次のものとなる.

AB =

(
1 3

2 1

)(
2

5

)
=

(
1× 2 + 3× 5

2× 2 + 1× 5

)
=

(
17

9

)
.

例 17. A =

(
1 0

0 1

)
, B =

(
2

5

)
とする. 行列の積ABは 2× 1行列で次のものとなる.

AB =

(
1 0

0 1

)(
2

5

)
=

(
1× 2 + 0× 5

0× 2 + 1× 5

)
=

(
2

5

)
.
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例 18. A =

(
0 0

0 0

)
, B =

(
2

5

)
とする. 行列の積ABは 2× 1行列で次のものとなる.

AB =

(
0 0

0 0

)(
2

5

)
=

(
0× 2 + 0× 5

0× 2 + 0× 5

)
=

(
0

0

)
.

定義 19 (行列の積 2). 2 × 2行列 A =

(
a b

c d

)
, B =

(
p q

r s

)
との積 ABは 2 × 2行列で

次の式で定義される.

AB =

(
ap+ br aq + bs

cp+ dr cq + ds

)
つまり以下が成り立つ.

• ABの (1, 1)成分は (a, b)と (p, r)の内積.

• ABの (1, 2)成分は (a, b)と (q, s)の内積.

• ABの (2, 1)成分は (c, d)と (p, r)の内積.

• ABの (2, 2)成分は (c, d)と (q, s)の内積.

例 20. A =

(
2 3

1 4

)
, B =

(
5 2

2 3

)
とする.

Aは 2× 2行列でBは 2× 2行列なので, 行列の積ABが 2× 2行列として定義でき,

AB =

(
2 3

1 4

)(
5 2

2 3

)
=

(
2× 5 + 3× 2 2× 2 + 3× 3

1× 5 + 4× 2 1× 2 + 4× 3

)
=

(
16 13

13 14

)
.

またBは 2× 2行列でAは 2× 2行列なので, 行列の積BAが 2× 2行列として定義でき,

BA =

(
5 2

2 3

)(
2 3

1 4

)
=

(
12 23

7 18

)
.

よって行列の積に関してAB = BAとは限らない (AB ̸= BAとなることがある).

例 21. A =

(
1 2

2 1

)
, B =

(
1 0

0 1

)
とする.

Aは 2× 2行列でBは 2× 2行列なので, 行列の積ABとBAが 2× 2行列として定義でき,

AB =

(
1 2

2 1

)(
1 0

0 1

)
=

(
1× 1 + 2× 0 1× 0 + 2× 1

2× 1 + 1× 0 2× 0 + 1× 1

)
=

(
1 2

2 1

)
= A.

BA =

(
1 0

0 1

)(
1 2

2 1

)
=

(
1× 1 + 0× 2 1× 2 + 0× 1

0× 1 + 1× 2 0× 2 + 1× 1

)
=

(
1 2

2 1

)
= A.
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命題 22 (行列の積の性質). A,B,C を 2× 2行列とする.

• AO = O = OA (ただしOは零行列).

• AE2 = E2A = A (ただしE2は 2× 2の単位行列).

• (AB)C = A(BC).　

命題 23 (行列の演算の性質). A,B,C を行列とし, a, bを数とする.

• a(AB) = (aA)B.

• a(A+B) = aA+ aB.

• (a+ b)A = aA+ bA.　

• A(B + C) = AB +AC.

• (A+B)C = AC +BC.

定義 24 (行列の累乗). Aを 2× 2行列とし, mを 1以上の自然数とする, Aのm乗を以下

で定める.

Am = A · · ·A︸ ︷︷ ︸
m 個

例 25. A =

(
1 2

2 1

)
とする.

A2 = AA =

(
1 2

2 1

)(
1 2

2 1

)
=

(
5 4

4 5

)
.

A3 = A(A2) =

(
1 2

2 1

)(
5 4

4 5

)
=

(
13 14

14 13

)
.

例 26. A =

(
2 0

0 3

)
とする.

A2 = AA =

(
2 0

0 3

)(
2 0

0 3

)
=

(
4 0

0 9

)
.

A3 = A(A2) =

(
2 0

0 3

)(
4 0

0 9

)
=

(
8 0

0 27

)
.

特にAm =

(
2m 0

0 3m

)
となる.
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2.4 正則行列・逆行列 (教科書 2.4, 3.2, 3.3節)

定義 27 (正則行列・逆行列). Aを 2次正方行列とする. ある 2次正方行列Bがあって

AB = BA = E2 =

(
1 0

0 1

)

となるときBをAの逆行列といいB = A−1とかく.

行列Aが逆行列A−1を持つとき, Aは正則行列という (Aは正則であるともいう).

例 28. A =

(
1 −5

0 1

)
の逆行列はA−1 =

(
1 5

0 1

)
である.

実際

(
1 −5

0 1

)(
1 5

0 1

)
=

(
1 5

0 1

)(
1 −5

0 1

)
=

(
1 0

0 1

)
である. 特にAは正則行列である.

例 29.

(
0 1

0 1

)
や

(
0 0

0 0

)
は逆行列を持たない. これらは正則行列ではない.

定理 30. 2次正方行列A =

(
a b

c d

)
について ad− bc ̸= 0ならば, Aは逆行列を持ち

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)
である.

特にAは正則行列である. またAが逆行列を持つならば, ad− bc ̸= 0である.

定義 31 (行列式). 2次正方行列A =

(
a b

c d

)
について ad− bcをAの行列式といい det(A)

とかく.

定理 32. A,Bを 2次正方行列とする.

1. det(AB) = (det(A))(det(B)) = det(BA).

2. det(A) ̸= 0であることはAが正則であることと同値.

3. AB = E2ならば, Aは正則でBはAの逆行列である.
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2.5 逆行列の連立方程式への応用 (教科書 2.4節)

定理 33. 連立方程式 {
ax + by = p

cx + dy = r

に関して, ad− bc ̸= 0ならばその解は(
x

y

)
= A−1

(
p

r

)
=

1

ad− bc

(
d −b

−c a

)(
p

r

)

で与えられる. ここでA =

(
a b

c d

)
と定める.

例 34. 連立方程式 {
2x + y = 5

x + 2y = 3

とする. A =

(
2 1

1 2

)
とすると,

A−1 =
1

2× 2− 1× 1

(
2 −1

−1 2

)
=

1

3

(
2 −1

−1 2

)

であるので, この連立方程式の解は下の通りになる.(
x

y

)
= A−1

(
5

3

)
=

1

3

(
2 −1

−1 2

)(
5

3

)
=

(
7
3
1
3

)
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3 数ベクトル空間と1次変換 -2次元の場合-

Rを実数の集合とし,

R2 = {(x, y)|x, yは実数 }

とする. つまり R2は平面をあらわす.

3.1 一次独立・一次従属・基底 (教科書 4.1-4.4節)

R2 の元 (要素)を uや
→
u で表す.4 uが R2 の元であるとき, u ∈ R2 とかく. また u = (x, y)を

u =

(
x

y

)
とかくこともある.

定義 35. u = (x1, y1),v = (x2, y2) ∈ R2, α ∈ Rについて和, 差, スカラー倍, 内積, 長さ

(ノルム)を次で定める.

• 0を零ベクトル, つまり (0, 0) ∈ R2とする.

• 和 u+ v = (x1 + x2, y1 + y2).

• 差 u− v = (x1 − x2, y1 − y2).

• スカラー倍 αu = (αx1, αy1).

• (標準)内積 u · v = x1x2 + y1y2. (u,v)と書く場合もある.

• 長さ (ノルム) ||u|| =
√
u · u =

√
x21 + y21.

例 36. a = (3, 5), b = (6, 1), α = 2とすると a + b = (9, 6), a − b = (−3, 4), αa = (6, 10),

a · b = 3× 6 + 5× 1 = 23, ||a|| =
√
32 + 52 =

√
34となる.

定義 37 (一次独立・一次従属・一次結合). u1, . . . ,un ∈ R2とする.

• u1, . . . ,unが一次独立であるとは,「c1u1 + · · ·+ cnun = 0ならば c1 = · · · = cn = 0

となる」こと.

• u1, . . . ,unが一次従属であるとは, 一次独立でないこと. つまり c1 = · · · = cn = 0以

外の c1, . . . , cn ∈ Rがあって, c1u1 + · · ·+ cnun = 0となること.

• v = c1u1 + · · ·+ cnunとかけるとき, vは u1, . . . ,unの一次結合でかけるという.

例 38. a = (1, 3), b = (2, 6)は一次従属である. なぜなら 2a− b = 0となるからである.

一方 a = (1, 3), b = (2, 5)は一次独立である. ca− db = 0ならば c = d = 0となるからである.

例 39. a ̸= 0ならば, aは一次独立である. ca = 0ならば c = 0となるからである.

定理 40. 1. u1 =

(
a

c

)
, u2 =

(
b

d

)
とする. u1,u2が一次独立であることは, ad−bc ̸= 0

4この資料では uで書く.授業ではわかりやすさのため
→
u を用いる.

13



と同値, つまり det

(
a b

c d

)
̸= 0と同値である.

2. u1,u2,u3 ∈ R2とする. このとき u1,u2,u3は一次従属である. 特に n ≥ 3について

u1, . . . ,un ∈ R2は一次従属である.

定義 41 (基底). u1, . . . ,un ∈ R2が次の 2条件を満たすとき, R2の基底であるという，

1. u1, . . . ,unが一次独立.

2. 任意の v ∈ R2 について, ある c1, . . . , cn ∈ Rがあって v = c1u1 + · · · + cnun とか

ける.

例 42. a = (1, 3), b = (2, 5)は R2の基底となる.

定理 43. 1. u1, . . . ,un ∈ R2が R2の基底ならば n = 2である.

2. u1 =

(
a

c

)
, u2 =

(
b

d

)
がR2の基底であることは ad− bc ̸= 0と同値. 特に u1,u2が

R2の基底であることと, u1,u2が一次独立であることは同値である.

一般に「一次独立ならば基底」は成り立たない. u ̸= 0ならば uは一次独立であるが, R2の基

底ではない

3.2 一次変換 (教科書 5.1節)

定義 44 (一次変換). 2× 2行列A =

(
a b

c d

)
とする.

f : R2 → R2(
x

y

)
7−→ A

(
x

y

)
=

(
ax+ by

cx+ dy

)

を一次変換という (線型写像の一種).

例 45. A =

(
1 0

0 1

)
ならば f

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
=

(
x

y

)
である. 5 これは何も変換していないこと

がわかる. 恒等変換ともいう.

例 46. A =

(
1 0

0 3

)
ならば f

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
=

(
x

3y

)
である. y方向に 3倍する変換である.

例 47. A =

(
−1 0

0 −1

)
ならば f

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
=

(
−x

−y

)
である. 180度回転する変換である.

5本当は f

((
x
y

))
と書くべきだが, 見苦しいのでこのように書いている.
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例 48. A =

(
0 −1

1 0

)
ならば f

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
=

(
−y

x

)
である. 90度回転する変換である.

例 49. θを実数とし A =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
ならば f

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
=

(
(cos θ)x− (sin θ)y

(sin θ)x+ (cos θ)y

)
で

ある. これは反時計回りに θ回転する変換である. 6

例 50. A =

(
1 0

0 −1

)
ならば f

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
=

(
x

−y

)
である. x軸に関して反転する変換で

ある.

例 51. A =

(
1 0

0 0

)
ならば f

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
=

(
x

0

)
である. x軸への射影である.

定理 52. A,Bを 2× 2行列とし, R2の一次変換を

f

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
g

(
x

y

)
= B

(
x

y

)

とする. このとき,

g ◦ f

(
x

y

)
:= g

(
f

(
x

y

))
= BA

(
x

y

)

となる. 特に, Aが正則行列, つまり逆行列を持つならば, h

(
x

y

)
= A−1

(
x

y

)
とおくと次

が成り立つ.

h ◦ f

(
x

y

)
=

(
x

y

)
f ◦ h

(
x

y

)
=

(
x

y

)

例 53. A =

(
−1 0

0 −1

)
, B =

(
0 −1

1 0

)
とし,

f

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
=

(
−x

−y

)
g

(
x

y

)
= B

(
x

y

)
=

(
−y

x

)

とおくと, g ◦ f は次のとおりである.

g ◦ f

(
x

y

)
= g

(
f

(
x

y

))
= g

(
−x

−y

)
=

(
y

−x

)

一方, BA =

(
0 1

−1 0

)
であるので, 確かに次が成り立つ.

g

(
f

(
x

y

))
=

(
y

−x

)
=

(
0 1

−1 0

)(
x

y

)
= BA

(
x

y

)
.

6反時計周りとは左回りのこと. 大阪環状線の言葉で言うと内回り (京橋から大阪に最短で行く方向)のこと.

15



例 54. A =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
, B =

(
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

)
とし, f

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
, g

(
x

y

)
= B

(
x

y

)
とおくと, g ◦ f は定理から

g◦f

(
x

y

)
= g

(
f

(
x

y

))
= BA

(
x

y

)
=

(
cosφ cos θ − sinφ sin θ − cosφ sin θ − sinφ cos θ

sinφ cos θ + cosφ sin θ − sinφ sin θ + cosφ cos θ

)(
x

y

)

一方 g ◦ f は反時計回りに φ+ θ回転させる回転なので,

g ◦ f

(
x

y

)
=

(
cos(φ+ θ) − sin(φ+ θ)

sin(φ+ θ) cos(φ+ θ)

)(
x

y

)

がなりたつ. これは加法定理の別証明を与えている.
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4 対角化と正規直交基底 -2× 2行列の場合-

4.1 対角化 -2× 2行列の場合-(教科書 5.3, 5.4節)

定義 55 (対角化). 2× 2行列Aについて, ある正則行列 P があって

P−1AP =

(
λ1 0

0 λ2

)

となるとき, Aは対角化可能という.

例 56. A =

(
1 2

2 1

)
P = 1√

2

(
1 1

−1 1

)
とおく. P−1 = 1√

2

(
1 −1

1 1

)
である. 計算すると

P−1AP =

(
−1 0

0 3

)

である. よって 1以上の自然数 nについて

P−1AnP = (P−1AP )n =

(
−1 0

0 3

)n

=

(
(−1)n 0

0 3n

)

であるので, このことからAnが次でもとめられる.

An = P

(
(−1)n 0

0 3n

)
P−1 =

1

2

(
3n + (−1)n 3n − (−1)n

3n − (−1)n 3n + (−1)n

)

実際, A2 =

(
5 4

4 5

)
, A3 =

(
13 14

14 13

)
で確かにあっている.

A =

(
a b

c d

)
を 2× 2行列とする. 以下の手順で対角化をすることができる.

手順 1. det(A− tE2) = 0となる tを求める. つまり次の 2次方程式の解を求める.

det

(
a− t b

c d− t

)
= (a− t)(d− t)− bc = 0

手順 2. λ1, λ2を上の解とする. A

(
x1

y1

)
= λ1

(
x1

y1

)
となる零ベクトルでない

(
x1

y1

)
を一つ

求める.

この λ1, λ2をAの固有値と言い, 上の

(
x1

y1

)
を λ1の固有ベクトルと言う.
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λ2に対しても同じ操作を行い, 零ベクトルでない

(
x2

y2

)
を一つ求める.

手順 3. P =

(
x1 x2

y1 y2

)
とおくと, 次の対角化を得る.

P−1AP =

(
λ1 0

0 λ2

)

注意 57. • λ1 ̸= λ2ならば P は正則になる.

• λ1 = λ2 の場合, 一般には P は正則にならないので, P が正則になるようにうまく

(
x1

y1

)
,(

x2

y2

)
をとる. どうしてもそのようにできない場合, Aは対角化不可能である.

• 固有値 λやその固有ベクトルは 2次方程式の解であるので, 一般には複素数になりうる.

例 58. A =

(
8 −10

5 −7

)
を上の手順で対角化する.

手順 1. det(A− tE2) = 0となる tを求める.

det

(
8− t −10

5 −7− t

)
= (8− t)(−7− t) + 50 = 0

であるので, t = 3,−2となる.

手順 2. λ1 = 3, λ2 = −2とおく

(
8 −10

5 −7

)(
x1

y1

)
= 3

(
x1

y1

)
となる零ベクトルでない

(
x1

y1

)
を一つ

求める. この場合 (
5 −10

5 −10

)(
x1

y1

)
=

(
0

0

)

となる

(
x1

y1

)
を取ればよく, 例えば

(
x1

y1

)
=

(
2

1

)
を取れば良い.

λ2 = −2に対しても同じ操作を行う. 例えば

(
x2

y2

)
=

(
1

1

)
を取れば良い.

手順 3. P =

(
x1 x2

y1 y2

)
=

(
2 1

1 1

)
とおくと, 次の対角化を得る.

P−1AP =

(
3 0

0 −2

)

例 59. A =

(
1 1

0 1

)
は対角化できない. なぜなら固有値が 1のみで, その固有ベクトルを用いて

P を正則行列にできないからである.

18



ただし 2× 2行列の場合次のことがわかる.

定理 60. Aを 2× 2行列とする. このときAが対角化可能であることは次のどちらか一方

が成り立つことと同値である.

1. A =

(
λ 0

0 λ

)
となる λがある.

2. Aが相異なる固有値 λ1, λ2を持つ.

4.2 正規直交基底 (教科書 6.2節)

定義 61 (正規直交基底). u1,u2 ∈ R2とする.

ui · uj =

{
1 i = jのとき

0 i ̸= jのとき

となるとき, u1,u2は R2の正規直交基底であるという.

つまり ||u1|| = ||u2|| = 1かつ u1 · u2 = 0のとき, u1,u2は正規直交基底となる.

例 62.

(
1

0

)
,

(
0

1

)
はR2の正規直交基底である. 1√

2

(
1

1

)
, 1√

2

(
1

−1

)
もR2の正規直交基底である.

例 63. a, b ∈ R2を ||2a+ b|| = ||a+ 2b|| = 1かつ (2a+ b) · (a+ b) = 1
3 となる元とする. この

とき, u = 2a+ b, v = a+ 2bとおくと u,vは正規直交基底となる.

命題 64. u1,u2を R2の正規直交基底とする.

1. u1,u2は R2の基底である.

2. x = c1u1 + c2u2であるとき, その長さは ||x|| =
√
c21 + c22となる.

定理 65 (R2 の正規直交基底). R2 の正規直交基底は u,vは, uと vうまく入れ替えると,

ある θ ∈ Rがあって以下のようにかける.

u =

(
cos θ

sin θ

)
v =

(
− sin θ

cos θ

)

4.3 転置行列・直交行列・対称行列 (教科書 6.3節)

定義 66 (転置行列・直交行列・対称行列). 2×2行列A =

(
a b

c d

)
とする. ただしa, b, c, d ∈ R

とする.

19



• Aの転置行列 tAを tA =

(
a c

b d

)
で定める.

• Aが直交行列であるとは tAA = AtA = E2が成り立つこと.

• Aが対称行列であるとはA = tAが成り立つこと.

例 67. •

(
1 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
は直交行列・対称行列である.

•

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
は直交行列である.

•

(
1 3

3 2

)
,

(
5 3

3 4

)
は対称行列である.

定理 68. 2 × 2行列 A =

(
x1 x2

y1 y2

)
とする. Aが直交行列であることは

(
x1

y1

)
,

(
x2

y2

)
が

R2の正規直交基底であることと同値である.

系 69. 2× 2の直交行列は, ある θ ∈ Rがあって次のどちらかに限られる.(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
,

(
− sin θ cos θ

cos θ sin θ

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
0 1

1 0

)

対称行列のいいところは直交行列で対角化されるところである.

定理 70 (対称行列の直交行列による対角化). 2× 2の対称行列 Aについて, ある実数係数

の直交行列 P があって

tPAP =

(
λ1 0

0 λ2

)
と対角化できる. また λ1, λ2は実数である.

補題 71. • Aが対称行列ならば固有値は全て実数である.

• 固有値が全て実数な行列Bは det(P ) = 1となる直交行列 P があって

tPBP =

(
λ1 x

0 λ2

)

とできる.(上三角化できるともいう.)
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5 行列の演算 -一般の行列-

5.1 行列の演算 (教科書 1.2節)

一般の行列に関しては 1章を参照のこと. またm× n行列

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn


を [aij ]m×nや (aij)と略記することもある.

定義 72 (行列の和と差). A,Bをm× n行列とするとき, A+BやA−Bを各成分の足し

算引き算で定義する. つまり数学的に書くならば, m× n行列

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

 B =


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

...
. . .

...

bm1 bm2 · · · bmn


であるとき行列の和A+Bと差A−Bを次で定める.

A+B =


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n
...

...
. . .

...

am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn

 .

A−B =


a11 − b11 a12 − b12 · · · a1n − b1n

a21 − b21 a22 − b22 · · · a2n − b2n
...

...
. . .

...

am1 − bm1 am2 − bm2 · · · amn − bmn

 .

例 73. A =

(
1 −2 8

2 5 −1

)
, B =

(
−2 5 1

3 −1 2

)
とする．

このときA+B =

(
−1 3 9

5 4 1

)
, A−B =

(
3 −7 7

−1 6 −3

)
である.

例 74. A =

(
2 1

1 5

)
, B =

(
1 1 3

4 6 7

)
とする．このときA+Bは型が違うため定義されない.

命題 75 (行列の和と差の性質). A,Bを行列とする.

• A±B = B ±A.
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• A±O = A (ただしOは零行列).

• (A±B)± C = A± (B ± C).

定義 76 (行列のスカラー倍). 行列Aの数 cのスカラー倍を各成分を c倍することで定める.

つまりm × n行列 A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

 とし, cを数とする (cをスカラーとも呼

ぶ)とき, Aの c倍 cAを次で定める.

cA =


ca11 ca12 · · · ca1n

ca21 ca22 · · · ca2n
...

...
. . .

...

cam1 cam2 · · · camn

 .

例 77. A =

(
1 −2 8

2 5 −1

)
, c = 3 とする．このとき cA =

(
3 −6 24

6 15 −3

)
である.

例 78. A =

(
2 1

4 3

)
, c = −1 とする．このとき cA =

(
−2 −1

−4 −3

)
である.

命題 79 (行列のスカラー倍の性質). Aを行列, a, bを数とする.

• 0A = O (ただしOは零行列).

• 1A = A.

• (−1)Aを−Aと書くことにすると, A+ (−A) = O.　

• (ab)A = a(bA).

行列の積も同様に定義する. ただし常にできるとは限らない.

定義 80 (行列の積). m× n行列A = [aij ]m×nと n× l行列B = [bjk]n×lとする．このとき

AとBの積ABはm× l行列で, 次の式で定義される.

AB = [cik]m×lとしたとき, cik = ai1b1k + ai2b2k + · · ·+ ainbnk =
n∑

j=1

aijbjk.

つまりABの (i, k)成分は (ai1, ai2, . . . , ain)と (b1k, b2k, . . . , bnk)との内積である.

例 81. A =
(
1 2 3

)
, B =

5

7

2

 とする.
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Aは 1× 3行列でBは 3× 1行列なので, 行列の積ABが 1× 1行列として定義でき,

AB =
(
1 2 3

)5

7

2

 =
(
1× 5 + 2× 7 + 3× 2

)
=
(
5 + 14 + 6

)
=
(
25
)
.

例 82. A =

(
2 2

4 3

)
, B =

(
5

1

)
とする.

Aは 2× 2行列でBは 2× 1行列なので, 行列の積ABが 2× 1行列として定義でき,

AB =

(
2 2

4 3

)(
5

1

)
=

(
2× 5 + 2× 1

4× 5 + 3× 1

)
=

(
12

23

)
.

例 83. A =

(
2 3

1 4

)
, B =

(
5 2

2 3

)
とする.

Aは 2× 2行列でBは 2× 2行列なので, 行列の積ABが 2× 2行列として定義でき,

AB =

(
2 3

1 4

)(
5 2

2 3

)
=

(
2× 5 + 3× 2 2× 2 + 3× 3

1× 5 + 4× 2 1× 2 + 4× 3

)
=

(
16 13

13 14

)
.

またBは 2× 2行列でAは 2× 2行列なので, 行列の積BAが 2× 2行列として定義でき,

BA =

(
5 2

2 3

)(
2 3

1 4

)
=

(
12 23

7 18

)
.

例 84. A =

(
2 1 −3

1 −5 2

)
, B =

(
8 7 5 2

)
とする.

Aは 2× 3行列でBは 1× 4行列であるので, 行列の積ABは定義されない.

命題 85 (行列の積の性質). A,B,C を行列とする.

• AO = O = OA (ただしOは零行列).

• AEn = EnA = A (ただしEnは単位行列).

• (AB)C = A(BC).　

命題 86 (行列の演算の性質). A,B,C を行列とし, a, bを数とする.

• a(AB) = (aA)B.

• a(A+B) = aA+ aB.

• (a+ b)A = aA+ bA.　

• A(B + C) = AB +AC.

• (A+B)C = AC +BC.
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6 連立一次方程式の行基本変形による解き方

6.1 行基本変形・簡約化 (教科書 2.1, 2.2節)

定義 87 (主成分). 行列において, それぞれの行の最初に現れる 0でない成分を主成分と

いう.

例 88. 
1 2 3

0 0 5

0 0 0

0 3 0


の主成分は赤色のものである.

定義 89 (簡約行列). 行列Aが次の 4つの条件を満たすとき, Aを簡約行列という.

1. 主成分は全て 1.

2. 主成分を持つ列は, その主成分を除く全てが 0.

3. 右側の列に行くほど, 主成分は下側にある.

4. 全ての成分が 0である行は 0以外の値を含む行より下側にある.

例 90. 以下の行列は全て簡約な行列である.1 0 0

0 0 1

0 0 0


0 1 3 0 2

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0


1 0 1 4 0 −1

0 1 7 −4 0 1

0 0 0 0 1 3



定義 91 ((行)基本変形). 次の 3つの変形を (行)基本変形と言う.

1. 1つの行を何倍か (̸= 0倍)する.

2. 2つの行を入れ替える.

3. 1つの行に他の行の何倍かを加える.

例 92.

(
1 2 −3

1 1 1

)
は行基本変形をすることで次のような簡約行列を得ることができる.7

(
1 2 −3

1 1 1

)
2⃝+ 1⃝× (−1)−→

(
1 2 −3

0 −1 4

)
2⃝× (−1)−→

(
1 2 −3

0 1 −4

)
1⃝+ 2⃝×(−1)−→

(
1 0 5

0 1 −4

)
.

7「 2⃝+ 1⃝× (−1)」は「行列の 2行目に 1行目の (-1)倍を加える」を意味している.
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定理 93 (簡約化). 任意の行列Aは基本変形を繰り返して簡約行列Bを得ることができる.

またそのような簡約行列Bは一意に定まる. このように (行)基本変形を繰り返して簡約行

列を得ることをAを簡約化するといい, 得られた簡約行列BをAの簡約化という.

例 94.

1 0 2 1

2 1 1 0

0 1 1 0

 を基本変形で簡約化すると次のとおりである.

1 0 2 1

2 1 1 0

0 1 1 0

 2⃝+ 1⃝×(−2)−→

1 0 2 1

0 1 −3 −2

0 1 1 0

 3⃝+ 2⃝×(−1)−→

1 0 2 1

0 1 −3 −2

0 0 4 2


3⃝× 1

2−→

1 0 2 1

0 1 −3 −2

0 0 2 1

 1⃝+ 3⃝×(−1)−→
2⃝+ 3⃝× 3

2

1 0 0 0

0 1 0 −1
2

0 0 2 1

 3⃝× 1
2−→

1 0 0 0

0 1 0 −1
2

0 0 1 1
2

 .

定義 95 (階数 (ランク)). Aを行列とし, BをAの簡約化とする. rank(A)をBの零ベクト

ルでない行の個数としAの階数 (ランク)と呼ぶ.

rank(A)は簡約化の仕方によらずに定まる数である. またAをm×n行列とすると rank(A) ≤
min(m,n)である.

例 96. A =

0 1 3 0 2

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

 とすると, これは簡約な行列であり零ベクトルでない行の個数は 2

個である. よって rank(A) = 2.

B =

1 0 1 4 0 −1

0 1 7 −4 0 1

0 0 0 0 1 3

 とすると, これは簡約な行列であり零ベクトルでない行の個数

は 3個である. よって rank(B) = 3.

例 97.

(
1 2 −3

1 1 1

)
は例 92により

(
1 0 5

0 1 −4

)
に簡約化されるので階数 (ランク)は 2である.

例 98.

1 0 2 1

2 1 1 0

0 1 1 0

 は例 94により

1 0 0 0

0 1 0 −1
2

0 0 1 1
2

 . に簡約化されるので階数 (ランク)は 3

である.

例 99.

0 0 0 2 3 2

0 3 6 −9 −4 7

0 2 4 −6 −4 2

 は
0 1 2 0 0 −1

0 0 0 1 0 −2

0 0 0 0 1 2

 . に簡約化されるので階数 (ランク)

は 3である.
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6.2 連立 1次方程式の係数行列・拡大係数行列 (教科書 2.3節)

定義 100 (係数行列, 拡大係数行列). m個の式からなる n変数連立 1次方程式
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

...
...

...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

に対して

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

x =


x1

x2
...

xn

 b =


b1

b2
...

bm

とおく.

行列Aを連立 1次方程式の係数行列といい,

[A : b] =


a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 · · · amn bm

を連立 1次方程式の拡大係数行列という.

これにより上の連立 1次方程式はAx = bとかける.

例 101. 連立 1次方程式

{
2x + 3y = 7

x − 4y = 9
について, 係数行列は A =

(
2 3

1 −4

)
で, 拡大係数

行列は [A : b] =

(
2 3 7

1 −4 9

)
である.

例 102. 連立 1次方程式


3x1 − 2x2 + x3 + 4x4 = 7

x1 − 3x3 + x4 = 5

2x1 − x2 + 9x3 = 0

について,

係数行列はA =

3 −2 1 4

1 0 −3 1

2 −1 9 0

 で, 拡大係数行列は [A : b] =

3 −2 1 4 7

1 0 −3 1 5

2 −1 9 0 0

 である.

6.3 連立一次方程式の解き方 -掃き出し法-

連立 1次方程式Ax = bの解きかた (掃き出し法・ガウスの消去法).

手順 1. 連立方程式Ax = bから拡大係数行列 [A : b]を作る.

手順 2. 拡大係数行列 [A : b]を (行)基本変形で簡約化する. 簡約化されたものを [C : d]と

する.

手順 3. 連立方程式 Cx = dをとく. これはかなり解きやすい形になっている.
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例 103. 連立 1次方程式

{
x1 + 2x2 = 2

x1 + 4x2 = 4
を解け.

(解). 手順通りやっていく.

手順 1. 連立方程式の拡大係数行列は [A : b] =

(
1 2 2

2 4 4

)
である.

手順 2. これを簡約化すると [C : d] =

(
1 2 2

0 0 0

)
となる.

手順 3. 連立方程式 Cx = dをとく. つまり連立方程式

{
x1 + 2x2 = 2

0x1 + 0x2 = 0
をとく. この解は{

x1 = 2− 2c2

x2 = c2
(c2は任意定数) となる.

なお解の書き方として

(
x1

x2

)
=

(
2

0

)
+ t

(
−2

1

)
(t ∈ R) と書くこともある.

例 104. 連立 1次方程式

{
x1 + 2x2 = 2

x1 + 4x2 = 5
を解け.

(解). 手順通りやっていく.

手順 1. 連立方程式の拡大係数行列は [A : b] =

(
1 2 2

2 4 5

)
である.

手順 2. これを簡約化すると [C : d] =

(
1 2 0

0 0 1

)
となる.

手順 3. 連立方程式 Cx = dをとく. つまり連立方程式

{
x1 + 2x2 = 0

0x1 + 0x2 = 1
をとく. しかしもし

解があれば, 2行目の式から 0 = 1となる, つまり解は存在しない.

例 105. 連立 1次方程式


x1 − 2x2 + 3x4 = 2

x1 − 2x2 + x3 + 2x4 + x5 = 2

2x1 − 4x2 + x3 + 5x4 + 2x5 = 5

を解け.

(解). 手順通りやっていく.

手順 1. 拡大係数行列は [A : b] =

1 −2 0 3 0 2

1 −2 1 2 1 2

2 −4 1 5 2 5

 である.

手順 2. これを基本変形で簡約化すると [C : d] =

1 −2 0 3 0 2

0 0 1 −1 0 1

0 0 0 0 1 1

 となる.

手順 3. 連立方程式 Cx = dをとく. つまり連立方程式
x1 − 2x2 + 3x4 = 2

x3 − x4 = −1

x5 = 1
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をとくと, 解は



x1 = 2 + 2c2 − 3c4

x2 = c2

x3 = −1 + c4

x4 = c4

x5 = 1

(c2, c4は任意定数) となる.

解の書き方として


x1

x2

x3

x4

x5

 =


2

0

−1

0

1

+ s


2

1

0

0

0

+ t


−3

0

1

1

0

 (s, t ∈ R) と書くこともある.

例 106. 連立 1次方程式


x1 − x3 − 2x5 = 1

x2 + x3 + x5 = −2

−x1 + x3 + x4 + x5 = 3

2x1 + x2 − x3 − 3x5 = 1

を解け.

(解). 手順通りやっていく.

手順 1. 拡大係数行列は [A : b] =


1 0 −1 0 −2 1

0 1 1 0 1 −2

−1 0 1 1 1 3

2 1 −1 0 −3 1

 である.

手順 2. これを基本変形で簡約化すると [C : d] =


1 0 −1 0 −2 0

0 1 1 0 1 0

0 0 0 1 −1 0

0 0 0 0 0 1

 となる.

手順 3. 連立方程式 Cx = dをとく. つまり連立方程式
x1 − x3 − 2x5 = 0

x2 + x3 + x5 = 0

x4 − x5 = 0

0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 = 1

をとく. もし解があれば, 4行目の式から 0 = 1となる, つまり解は存在しない.

定理 107. 連立 1次方程式Ax = bが解を持つ⇔ rank([A : b]) = rank(A).

補足 108. 実際に連立 1次方程式をプログラミングで解くときも, 掃き出し法・ガウスの消去法に

よって解きます. 実際に c++で書いたソースコードを以下のホームページで見ることができます.8

• Gauss-Jordan の掃き出し法と、連立一次方程式の解き方

https://drken1215.hatenablog.com/entry/2019/03/20/202800

8簡約化の証明をする際にもこのホームページを参考にさせていただきました.
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7 n次正方行列の理論

以下は 2章から 4章でやった 2次正方行列の理論を 3次や一般次元に拡張することを考える. この

章の内容を全て理解するのは難しいので, とりあえず 6章までの内容を理解することを推奨する.

7.1 正則行列 -n次正方行列の場合-(教科書 2.4節)

定義 109. Aを n次正方行列とする. ある行列Bがあって

AB = BA = En

となるときBをAの逆行列といいB = A−1とかく.

行列Aが逆行列A−1を持つとき, Aは正則行列という (Aは正則であるともいう).

例 110. 2次正方行列A =

(
a b

c d

)
について ad− bc ̸= 0ならば, Aは逆行列を持ち

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)
である.

特にAは正則行列である.

定理 111. Aを n次正方行列とするとき, 以下は同値.

1. rank(A) = n

2. Aの簡約化はEnである.

3. 任意の b =


b1

b2
...

bn

について, 連立一次方程式Ax = bはただ一つの解をもつ.

4. Ax = 0の解は x = 0に限る.

5. Aは正則行列.

6. Aの行列式 det(A)は 0ではない (行列式に関しては 7.2参照).

Aが正則行列であるとき, 任意の bについてAx = bはただ一つの解 x = A−1bを持つ.

定理 112. Aを n次正方行列とし, n× 2n行列 [A : En]の簡約化が [En : B]となるとする.

このときAは正則行列で, BはAの逆行列である.

この定理により掃き出し法を用いて逆行列を得ることができる.

例 113. A =

1 2 1

2 3 1

1 2 2

 の逆行列を求めよ.
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(解). [A : E3] =

1 2 1 1 0 0

2 3 1 0 1 0

1 2 2 0 0 1

 を (行)基本変形を用いて簡約化すると,

1 0 0 −4 2 1

0 1 0 3 −1 −1

0 0 1 −1 0 1

 となる. よってAの逆行列は

−4 2 1

3 −1 −1

1 0 1

 である.

7.2 行列式 -3次正方行列の行列式-(教科書 3.2, 3.3節)

n次正方行列の行列式は難しいので, 今回は 3× 3行列の行列式のみ定義する.

定義 114 (3次正方行列の行列式). 3 × 3行列 A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 について, その行列

式を次で定める.

det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a13a22a31 − a12a21a33

定理 115. A,Bを 3次正方行列とする.このとき次が成り立つ

det(AB) = (det(A))(det(B)) = det(BA)

系 116. A,Bを 3次正方行列とする.

1. det(A) ̸= 0であることはAが正則であることと同値.

2. AB = E3ならば, Aは正則でBはAの逆行列である.

7.3 数ベクトル空間 -3次元の場合-(教科書 4.1-4.4節)

以下 3章の内容を 3次元に拡張することを考える. ほぼ全ての内容が 3次元の場合に拡張される.

Rを実数の集合とし,

R3 = {(x, y, z)|x, y, zは実数 }

とする. つまり R3は空間をあらわす.

定義 117. u = (x1, y1, z1),v = (x2, y2, z3) ∈ R3, α ∈ Rについて和, 差, スカラー倍, 内積,

長さ (ノルム)を次で定める.

• 0を零ベクトル, つまり (0, 0, 0) ∈ R3とする.

• 和 u+ v = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2).

• 差 u− v = (x1 − x2, y1 − y2, z1 − z2).

• スカラー倍 αu = (αx1, αy1, αz1).

• (標準)内積 u · v = x1x2 + y1y2 + z1z2. (u,v)と書く場合もある.
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• 長さ (ノルム) ||u|| =
√
u · u =

√
x21 + y21 + z21 .

定義 118 (一次独立・一次従属・一次結合・基底). u1, . . . ,un ∈ R3とする.

• u1, . . . ,unが一次独立であるとは,「c1u1 + · · ·+ cnun = 0ならば c1 = · · · = cn = 0

となる」こと. ここで 0は零ベクトル, つまり (0, 0, 0) ∈ R3のこととする.

• u1, . . . ,unが一次従属であるとは, 一次独立でないこと. つまり c1 = · · · = cn = 0以

外の c1, . . . , cn ∈ Rがあって, c1u1 + · · ·+ cnun = 0となること.

• v = c1u1 + · · ·+ cnunとかけるとき, vは u1, . . . ,unの一次結合でかけるという.

• u1, . . . ,un ∈ R3が次の 2条件を満たすとき, R3の基底であるという，

1. u1, . . . ,unが一次独立.

2. 任意の v ∈ R3について, ある c1, . . . , cn ∈ Rがあって v = c1u1 + · · ·+ cnunと

かける.

定理 119. 1. u1 =

x1

y1

z1

, u2 =

x2

y2

z2

 u3 =

x3

y3

z3

 とする. このとき次の 3条件は同

値である.

• u1,u2,u3が一次独立

• u1,u2,u3は R3の基底である.

• det

x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

 ̸= 0

2. u1,u2,u3,u4 ∈ R3とする. このとき u1,u2,u3,u4は一次従属である. 特に n ≥ 4に

ついて u1, . . . ,un ∈ R3は一次従属である.

3. u1, . . . ,un ∈ R3が R3の基底ならば n = 3である.

もちろん R2と同様に「一次独立ならば基底」は成り立たない. u ̸= 0ならば uは一次独立で

あるが, R3の基底ではない

7.4 n次元空間の場合 (教科書 4.1-4.4節)

定義 120 (n次元空間・次元).

Rn = {(a1, a2, . . . , an)|a1, a2, . . . , anは実数 }

とする. Rnの基底を u1, . . . ,umとする, このmを Rnの次元といい dimRnとかく.
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定理 121. dimRn = nである. 特に次元は基底の取り方によらず決まる量である.

また u1, . . . ,un ∈ Rnについて次の 3条件は同値である.

• u1, . . . ,unが一次独立

• u1, . . . ,unは Rnの基底である.

• det(u1 . . . ,un) ̸= 0 (左辺は n次正方行列の行列式を表す.)

7.5 対角化 -3× 3行列の場合-(教科書 5.3, 5.4節)

定義 122 (対角化). 3× 3行列Aについて, ある正則行列 P があって

P−1AP =

λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3


となるとき, Aは対角化可能という.

Aを 3× 3行列とする. 以下の手順で対角化をすることができる.

手順 1. 3次方程式 det(A− tE3) = 0となる tを求める.

手順 2. λ1, λ2, λ3を上の解とする. A

x1

y1

z1

 = λ1

x1

y1

z1

 となる零ベクトルでない
x1

y1

z1

 を
一つ求める.

λ2, λ3に対しても同じ操作を行い, 零ベクトルでない

x2

y2

z2

,

x3

y3

z3

 を一つ求める.

2 次正方行列と同様に, λ1, λ2, λ3 を A の固有値と言い, 上の

x1

y1

z1

 を λ1 の

固有ベクトルと言う.

手順 3. P =

x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

とおくと, 次の対角化を得る.

P−1AP =

λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3



注意 123.
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• 3次方程式 det(A− tE3) = 0が重根を持つ場合, 一般には P は正則にならないので, P が正

則になるようにうまく

x1

y1

z1

,

x2

y2

z2

,

x3

y3

z3

 をとる. どうしてもそのようにできない場合,

Aは対角化不可能である.

• 固有値 λやその固有ベクトルは 3次方程式の解であるので, 一般には複素数になりうる.

例 124. A =

1 1 1

0 2 4

0 0 4

を上の手順で対角化する.

手順 1. det(A− tE3) = 0となる tを求める. 頑張って計算すると, det(A− tE3) = (1−t)(2−t)(4−t)

であるので, t = 1, 2, 4となる.

手順 2. λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 4とおく. A

x1

y1

z1

 = λ1

x1

y1

z1

 となる零ベクトルでない
x1

y1

z1

 などを
頑張って求めると次の通りになる.

• 固有値 λ1 = 1のとき, その固有ベクトルは

x1

y1

z1

 =

1

0

0


• 固有値 λ2 = 2のとき, その固有ベクトルは

x2

y2

z2

 =

1

2

0


• 固有値 λ3 = 4のとき, その固有ベクトルは

x3

y3

z3

 =

1

2

1



手順 3. P =

x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

 =

1 1 1

0 1 2

0 0 1

とおくと, 次の対角化を得る.

P−1AP =

λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 =

1 0 0

0 2 0

0 0 4


7.6 正規直交基底 -3次元の場合-(教科書 6.2節)

定義 125 (正規直交基底). u1,u2,u3 ∈ R3とする.

ui · uj =

{
1 i = jのとき

0 i ̸= jのとき

となるとき, u1,u2,u3は R3の正規直交基底であるという.
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命題 126. u1,u2,u3は R3の正規直交基底とする.

1. u1,u2,u3は R3の基底である.

2. x = c1u1 + c2u2 + c3u3であるとき, その長さは ||x|| =
√
c21 + c22 + c23となる.

7.7 転置行列・直交行列・対称行列 -3次元の場合-(教科書 6.3節)

定義 127 (転置行列・直交行列・対称行列). 3× 3行列A =

a b c

d e f

g h i

とする. ただし全

て実数であるとする.

• Aの転置行列 tAを tA =

a d g

b e h

c f i

で定める.

• Aが直交行列であるとは tAA = AtA = E3が成り立つこと.

• Aが対称行列であるとはA = tAが成り立つこと.

定理 128. 3×3行列A =

x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

とする. Aが直交行列であることは

x1

y1

z1

,

x2

y2

z2

,

x3

y3

z3

が R3の正規直交基底であることと同値である.

定理 129 (対称行列の直交行列による対角化). 3× 3の対称行列Aについて, ある実数係数

の直交行列 P があって

tPAP =

λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3


と対角化できる. また λ1, λ2, λ3は実数である.

補題 130. • Aが対称行列ならば固有値は全て実数である.

• 固有値が全て実数な行列 3× 3行列Bは det(P ) = 1となる直交行列 P があって

tPBP =

λ1 x y

0 λ2 z

0 0 λ3


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とできる. (上三角化できるともいう.)
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