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1 内田伏一 集合と位相 4章 (§12-§14)

1.1 距離空間の定義

定義 1. 空でない集合X と実数値関数 d : X ×X → Rに関して, 次の条件を満たすとき

(X, d)は距離空間であるという.

1. 任意の x, y ∈ X について d(x, y) ≧ 0. d(x, y) = 0であることと x = yは同値.

2. 任意の x, y ∈ X について d(x, y) = d(y, x).

3. 任意の x, y, z ∈ X について d(x, z) ≦ d(x, y) + d(y, z). (三角不等式)

例 2. nを正の整数とし d : Rn ×Rn → Rを d(x, y) =
√∑n

i=1(xi − yi)2で定める. (Rn, d)は距離

空間となる.

例 3. nを正の整数とし d′ : Rn ×Rn → Rを d′(x, y) = max1≦i≦n |xi − yi|で定める. (Rn, d′)も距

離空間となる.

例 4. [a, b]を閉区間とし,

C[a, b] := {f | f は [a, b]上の実数値連続関数 }

とし f, g ∈ C[a, b]について

d(f, g) :=

∫ b

a
|f(x)− g(x)|dx

と定める. このとき (C[a, b], d)は距離空間となる.

1.2 距離空間の開集合と閉集合

距離空間 (X, d)に関して次の用語を定義する.1

• a ∈ X と正の数 ϵ ∈ Rについてaの ϵ近傍を

N(a, ϵ) := {x ∈ X|d(a, x) < ϵ}とする.

• a ∈ X がAの内点であるとは, ある正の数 ϵ ∈ RがあってN(a, ϵ) ⊂ Aとなること. Aの内

部Ai(またはA◦)を

Ai := {a ∈ X|a ∈ X がAの内点 }とする.

• Aが開集合であるとはA = Aiとなることとする.

• a ∈ X がAの触点であるとは, 任意の正の数 ϵ ∈ RについてN(a, ϵ)∩A ̸= ∅となること. A

の閉包A(またはAa)を

A := {a ∈ X|a ∈ X がAの触点 }とする.

1外点, 境界点, 集積点, 孤立点は省略した. 正直あまり覚える意味はないと思う.
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• Aが開集合であるとはA = Aとなることとする.

命題 5. (X, d)を距離空間とし, O を開集合全体の集合とする. このとき次が成り立つ.

1. X ∈ O,∅ ∈ O.

2. O1, . . . , On ∈ O ならばO1 ∩ · · · ∩On ∈ O.

3. {Oλ}λ∈ΛをO の元からなる集合系とすると ∪λ∈ΛOλ ∈ O

命題 6. (X, d)を距離空間とし, Aを閉集合全体の集合とする. このとき次が成り立つ.

1. X ∈ A,∅ ∈ A.

2. A1, . . . , An ∈ O ならばA1 ∪ · · · ∪An ∈ A.

3. {Aλ}λ∈Λを Aの元からなる集合系とすると ∩λ∈ΛAλ ∈ A

(X, d)を距離空間とし, AをX の空でない部分集合とする. x ∈ X の集合Aの距離を

d(x,A) = inf{d(x, a)|x ∈ A}で定める.

命題 7.

1. |d(x,A)− d(y,A)| ≦ d(x, y).

2. A = {x ∈ X|d(x,A) = 0}.
3. Ai = {x ∈ X|d(x,Ac) > 0}.

1.3 距離空間の近傍系

定義 8. (X, d)を距離空間とする. Xの部分集合U が点 a ∈ X の近傍とは aがU の内点で

あることとする.

N(a) = {U ⊂ X|U は aの近傍 }

を点 aの近傍系という.

例 9. Rにユークリッド距離を入れたものを考える. 0 ∈ Rについて (−1, 1)や (−1, 1], Q∪ (−1, 1)

などは 0の近傍である. (特に近傍は開集合であるとは限らない.) 一方でQは 0の近傍ではない.

命題 10.

1. a ∈ X ならばX ∈ N(a). U ∈ N(a)ならば a ∈ U

2. U1, U2 ∈ N(a)ならば U1 ∩ U2 ∈ N(a).

3. U ∈ N(a)かつ U ⊂ V ⊂ X ならば V ∈ N(a)

4. 任意のU ∈ N(a)について,あるV ∈ N(a)があって,任意の b ∈ V についてU ∈ N(b).

4



1.4 連続写像

定義 11. 距離空間の間の写像 f : (X, dX) → (Y, dY )が点 a ∈ X で連続とは任意の ϵ > 0

についてある δ > 0が存在し, dX(x, a) < δならば dY (f(x), f(a)) < ϵであることとする.

例 12. dをRのユークリッド距離とし, f : R → Rを写像とするとき, f が (上の意味で)点 a ∈ R
で連続であることは「任意の a ∈ Rと任意の ϵ > 0についてある δ > 0が存在し, |x− a| < δなら

ば |f(x) − f(a)| < ϵ」(ϵ − δ論法)と同じである. つまり ϵ − δ論法を距離空間に拡張したことに

なる.

注意 13. 距離空間の間の写像 f : (X, dX) → (Y, dY )について次は同値である.

1. 点 a ∈ X で連続.

2. 任意の ϵ > 0についてある δ > 0が存在し, f−1(N(f(a), ϵ))が aの近傍である.

3. 任意の V ∈ N(f(a))について f−1(V ) ∈ N(f(a)).

命題 14. 距離空間の間の写像 f : (X, dX) → (Y, dY )について次は同値である

1. f はX の各点で連続.

2. Y の任意の開集合 V について f−1(V )は開集合.

3. Y の任意の閉集合 F について f−1(F )は閉集合.

4. 任意の部分集合A ⊂ X について, f(A) ⊂ f(A).

上が成り立つとき f : (X, dX) → (Y, dY )は連続であるという.
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2 内田伏一 集合と位相 5章 (§15-§17)

2.1 位相空間の定義

以下空でない集合X についてP(X)を冪集合 (集合の集合)とする.

命題 15. 空でない集合 X について, X の部分集合の族 O ⊂ P(X) が次を満たすとき

O はX の位相であるという.

1. X ∈ O,∅ ∈ O.

2. O1, . . . , On ∈ O ならばO1 ∩ · · · ∩On ∈ O.

3. {Oλ}λ∈ΛをO の元からなる集合系とすると ∪λ∈ΛOλ ∈ O

(X,O)を位相空間といい, O の元を開集合という.

例 16. 以下X を空でない集合とする.

1. O = P(X)とすると (X,O)は位相空間になる. 離散位相と呼ばれる.

2. O = {X,∅}とすると (X,O)は位相空間になる. 密着位相と呼ばれる.

3. (X, d)を距離空間とし, 内田 4章のように開集合の集合 Odを定めると, (X,Od)は位相空間

になる. 距離位相と呼ばれる.

4. 位相空間 (X,O)と部分集合A ⊂ X についてOA = {U ∩A|U ∈ O} とすると, (A,OA)は位

相空間になる. 相対位相と呼ばれる. (A,OA)は (X,O)の部分空間という.

定義 17. Xの部分集合Aが位相空間 (X,O)の閉集合であるとはAc ∈ Oであることとする.

命題 18. Aを位相空間 (X,O)の閉集合全体の集合とする. このとき次が成り立つ.

1. X ∈ A,∅ ∈ A.

2. A1, . . . , An ∈ O ならばA1 ∪ · · · ∪An ∈ A.

3. {Aλ}λ∈Λを Aの元からなる集合系とすると ∩λ∈ΛAλ ∈ A

逆にX の部分集合の族 A′が上の (1)-(3)を満たすとき

O ′ = {V |V c ∈ A′}

とおけば (X,O ′)は位相空間になる.

6



2.2 開核作用子・閉包作用子

定義 19. (X,O)を位相空間とし, A ⊂ X を部分集合とする.

1. Aの内部をAに含まれる最大の開集合とし, AiまたはA◦と表す. a ∈ AiをAの内点

と呼ぶ.

i : P(X) → P(X)

A 7−→ Ai

を開核作用子と呼ぶ.

2. Aの閉包をAを含む最小の閉集合とし, AまたはAaと表す. a ∈ AをAの触点と呼ぶ.

i : P(X) → P(X)

A 7−→ A

を閉包作用子と呼ぶ.

定義からAi ⊂ A ⊂ Aである.

定理 20. i : P(X) → P(X)を位相空間 (X,O)の開核作用子とするとき次が成り立つ.

1. i(X) = X

2. i(A) ⊂ A

3. i(A ∩B) = i(A) ∩ i(B)

4. i(i(A)) = i(A)

逆に i′ : P(X) → P(X)が (1)-(4)を満たすとき, X 上にある位相O ′があって i′は (X,O ′)

の開核作用子となる.

後半の主張の証明としてはO ′ = {V ⊂ X|i′(V ) = V }とおけばよい.

定理 21 (クラトウスキイの公理系). k : P(X) → P(X)を位相空間 (X,O)閉包作用子と

するとき次が成り立つ.

1. k(X) = X

2. A ⊂ k(A)

3. k(A ∪B) = k(A) ∪ k(B)

4. k(k(A)) = k(A)

逆に k′ : P(X) → P(X)が (1)-(4)を満たすとき, X上にある位相O ′があって k′は (X,O ′)

の開核作用子となる.

後半の主張の証明としてはO ′ = {V ⊂ X|k(V c) = V c}とおけばよい (V cが閉集合である).
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2.3 近傍系

定義 22. (X,O)を位相空間とし, a ∈ X とする．

1. N ⊂ X が aの近傍であるとは, aがN の内点 (つまり a ∈ N i)となることとする.

N(a) = {N ⊂ X|N が aの近傍 }

を aの近傍系という.

2. V ∈ N(a)が開集合のとき, V は開近傍という.

定理 23 (ハウスドルフの公理系). 位相空間 (X,O)について, 次の写像を考える.

h : X → P(P(X))

a 7−→ N(a)

このとき次が成り立つ.

1. 任意の a ∈ X についてX ∈ h(a). U ∈ h(a)ならば a ∈ U .

2. U1, U2 ∈ h(a)ならば U1 ∩ U2 ∈ h(a).

3. U ∈ h(a)かつ U ⊂ V ならば V ∈ h(a).

4. 任意の U ∈ h(a)についてある V ∈ h(a)があって, 任意の b ∈ V について U ∈ h(b).

逆に h′ : X → P(P(X))が (1)-(4)を満たすとき, X上にある位相O ′があって任意の a ∈ X

について h′(a)は (X,O ′)における近傍系N(a)に一致する.

後半の主張の証明としてはO ′ = {V ⊂ X|任意の a ∈ V について V ∈ h(a)}とおけば良い.

2.4 連続写像

定義 24. (X,OX), (Y,OY )を位相空間とし, f : X → Y を写像とする. f が点 a ∈ X で連続

とは任意の f(a)の近傍N ∈ N(f(a))について f−1(N) ∈ N(a)となること.

定理 25. (X,OX), (Y,OY )を位相空間とし, f : X → Y を写像とする. 次は同値である.

1. 任意の a ∈ X について f は連続

2. 任意の Y の開集合 V ⊂ Y について, f−1(V ) ⊂ X はX の開集合である.

3. 任意の Y の閉集合 F ⊂ Y について, f−1(F ) ⊂ X はX の閉集合である.

4. 任意のX の部分集合A ⊂ X について, f(A) ⊂ f(A).

上の (1)-(4)のいずれかが成り立つとき, f は (X,OX)から (Y,OY )への連続写像という.
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定義 26. (X,OX), (Y,OY )を位相空間とする. 写像 f : X → Y が同相写像とは f が全単

射であり, f と f−1が共に連続写像であることとする. f : X → Y が同相写像であるとき,

X と Y は同相という.

2.5 開基

定義 27. (X,O)を位相空間とする. B ⊂ O がO の開基であるとは, 任意の V ∈ O につい

て, あるBV ⊂ Bがあって ∪B∈BV
B = V となることとする.

Bが O の開基であることは, 任意の V ∈ O と任意の x ∈ V について, ある B ∈ Bがあって

x ∈ BかつB ⊂ V が成り立つことと同じである.

例 28. (X,O)を位相空間とする.

1. O はO の開基である.

2. O が離散位相 (O = P(X))のとき, B = {{x}|x ∈ X}はO の開基である.

3. (X, d)距離空間に関してB = {N(a, ϵ)|a ∈ X, ϵ > 0}は開基となる.

注意 29. 位相空間 (X,O)に対して, 開基は一つとは限らない. 例えばOが離散位相のとき上の例

から開基の取り方は複数あることがわかる.

定理 30. 空でない集合X とB ⊂ P(X)を次の条件を満たす部分集合族とする.

1. X = ∪B∈BB

2. B1, B2 ∈ Bかつ x ∈ B1 ∩B2ならば, あるB ∈ Bがあって x ∈ BかつB ⊂ B1 ∩B2

となる.

このときBを開基とするX 上の位相O がただ一つ存在する.

証明としてはO = {V ⊂ X|あるA ⊂ Bがあって V = ∪A∈A A}とおけば良い.

定義 31. (X,O)を位相空間とする. S ⊂ OがO の準開基であるとは,任意のV ∈ Oと任意

の x ∈ V について, あるN1, . . . , Nr ∈ S があって x ∈ N1∩· · ·∩NrかつN1∩· · ·∩Nr ⊂ V

となることとする.

関係としては

準開基 +3開基

が成り立つ. 逆は成り立たない.

定理 32. 空でない集合X についてS を部分集合族S ⊂ P(X)とする. このときS を準

開基とするX 上の位相 O がただ一つ存在する. この位相をS によって生成される位相と

いう．
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証明としてはB = {V ⊂ X|ある有限部分集合A ⊂ S があって V = ∩A∈A A}とおけば, B

が開基となるので, 定理 30によりいえる.

定義 33. X を空でない集合とし, O1,O2 を X の位相とする. O1 ⊂ O2 であるとき,

O1はO2より小さい位相であるといい, O2はO1より大きい位相であるという.

例 34. 密着位相は一番小さい位相であり, 離散位相は一番大きな位相である.

2.6 基本近傍系・可算公理

定義 35. (X,O)を位相空間とし x ∈ X とする. B(x) ⊂ N(x)がxの基本近傍系であると

は, 任意のN ∈ N(x)についてある U ∈ B(x)があって U ⊂ N となることとする.

例 36. (X,O)を位相空間とし x ∈ X とする. xの開近傍全体の集合は xの基本近傍系となる.

例 37. (X, d)を距離空間としO を距離から定まる位相とする.

B(x) = {N(a, ϵ)|a ∈ X, ϵ > 0, ϵ ∈ Q}

は xの基本近傍系となる. また

B(x) =

{
N

(
a,

1

n

)
|a ∈ X,n ∈ N

}
も xの基本近傍系となる. 特に基本近傍系は唯一とは限らない.

定義 38. (X,O)を位相空間とする.

1. (X,O)が第 1可算公理を満たすとは, 任意の x ∈ X が高々加算個の近傍からなる基

本近傍系B(x)を持つこととする.

2. (X,O)が第 2可算公理を満たすとは, 高々加算個の開基を持つこととする.

3. A ⊂ X が稠密であるとはA = X となること.

4. (X,O)が可分であるとは, 稠密な高々加算集合Aを持つこと.

関係としては

距離空間+可分

��

+3第 2可算公理

#+��
距離空間 +3第 1可算公理 可分

が成り立つ. 逆は成り立たない.

例 39. また位相空間 (X,O)について部分集合A ⊂ X に相対位相を入れる. X が第 1可算公理を

満たすならAも第 1可算公理を満たす. これは第 2可算公理でも同じである. ただしX が可分で

もAは可分とは限らない.
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3 内田伏一 集合と位相 6章 (§19-§20)

3.1 積位相

定義 40. (X,OX), (Y,OY )を位相空間とする.

B = {V ×W |V ∈ OX ,W ∈ OY }

を開基とする位相をX × Y の積位相といいOX#OY と表す. 位相空間 (X×Y,OX#OY )を

積空間といい (X,OX)× (Y,OY )と表す.

同様に n個の積空間 (X1,OX1)× · · · × (Xn,OXn)も上と同様に定義する.

定理 41. (X1,OX1), . . . , (Xn,OXn)を位相空間とする. このとき積位相OX1# · · ·#OXn は

各射影 pi : X1 × · · · ×Xn → Xiが連続写像となるような位相の中で最小の位相である.

例 42. On,Omを Rn,Rmのユークリッド位相とする. Rn × Rmと Rn+mを同一視すれば, Onと

Omの積位相On#OmがOn+mである.

定義 43. {Xλ}λ∈Λを集合系とする.

1. f : Λ → ∪λ∈ΛXλが選択関数とは任意の λ ∈ Λについて f(λ) ∈ Xλとなることとす

る. xλ = f(λ)として選択関数 f を {xλ}λ∈Λと表す∏
λ∈Λ

Xλ := {f = {xλ}λ∈Λ : Λ → ∪λ∈ΛXλ|f が選択関数}

を{Xλ}λ∈Λの直積という.

2. 直積
∏

λ∈ΛXλと µ ∈ Λについて

pµ :
∏

λ∈ΛXλ → Xµ

{xλ}λ∈Λ 7−→ xµ

と定める. pµを
∏

λ∈ΛXλからXµへの射影という

3. OλをXλの位相とする.

S = {p−1
λ (Vλ)|Vλ ∈ Oλ, λ ∈ Λ}

によって生成される位相を積位相と呼び#λ∈ΛOλと表す. (
∏

λ∈ΛXλ,#λ∈ΛOλ)を積

空間といい
∏

λ∈Λ(Xλ,Oλ)で表す.

定理 44. (Xλ,Oλ)を位相空間系とする.

1. 積位相#λ∈ΛOλは各射影 pµ :
∏

λ∈ΛXλ → Xµが連続写像となるような位相の中で最
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小の位相である.

2. (Y,OY )を位相空間とする. f :→
∏

λ∈ΛXλが積位相に関して連続であることは任意

の µ ∈ Λについて pµ ◦ f : Y → Xµが連続であることと同値である.

定義 45. 位相空間 (X,OX), (Y,OY )とし f : X → Y を写像とする.

1. f が開写像とは任意のX の開集合 U ⊂ X について f(U)が Y の開集合となること.

2. f が閉写像とは任意のX の閉集合 F ⊂ X について f(F )が Y の閉集合となること.

定理 46. (Xλ,Oλ)を位相空間系とすると, 射影 pµ :
∏

λ∈ΛXλ → Xµは開写像である.

例 47. 射影 pµ :
∏

λ∈ΛXλ → Xµは閉写像とは限らない.

A := {(x, y) ∈ R2|xy = 1}

は R2の閉集合であるが第一射影 p1をとると p1(A) = R \ {0}より閉集合ではない.

3.2 商位相

定義 48. 位相空間 (X,OX)とし f : X → Y を全射な写像とする.

1.

O(f) := {V ⊂ Y |f−1(V ) ∈ OX}

をf によって定める Y の商位相といい(Y,O(f))を商空間という.

2. OY を Y の位相とし, f : X → Y が (X,OX)から (Y,OY )への連続写像とする. f が

商写像 (等化写像)とはOY = O(f)となること.

例 49. 位相空間 (X,OX)上の同値関係 σを考える. π : X → X/σによってX/σに位相を与える

ことができる. その位相による商空間 (X/σ,O(π))を等化空間ともいう.

定理 50. f : X → Y を位相空間 (X,OX)から (Y,OY )への連続写像とする. f が全射であ

り, 開写像 (または閉写像)であるならば f は商写像である.

定理 51. π : X → Y を商写像とし g : Y → Z を写像とする. g ◦ π : X → Z が連続ならば

gは連続である.
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g◦π
��

π // Y

g||
Z
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4 内田伏一 集合と位相 7章 (§21-§27)

4.1 分離公理

定義 52. 位相空間 (X,O)とする．

1. X がT1空間であるとは, 任意の a.b ∈ X についてある U ∈ O があって a ∈ U かつ

b ̸∈ U となること.

2. X がT2空間またはハウスドルフ空間であるとは, 任意の a, b ∈ X について, ある

U, V ∈ O があって a ∈ U, b ∈ V,U ∩ V = ∅となること.

3. X が正則空間であるとは, 任意の a ∈ X と aを含まない閉集合 B について, , ある

U, V ∈ O があって a ∈ U,B ⊂ V,U ∩ V = ∅となること.

4. X がT3空間とはX が正則空間で T1空間なること.

5. X が正規空間とは, 互いに交わらない閉集合A,Bについて, ある U, V ∈ O があって

A ⊂ U,B ⊂ V,U ∩ V = ∅となること.

6. X がT4空間とはX が正規空間で T1空間なること.

関係としては

距離空間

��
T4(正規ハウスドルフ)

��

+3 T3 (正則ハウスドルフ)

��

+3 T2 (ハウスドルフ) +3 T1

正規 正則

が成り立つ. 逆は成り立たない.

注意 53. 文献によって「T4を正規空間とする」ことがあったり「T4を (内田本の意味での)正規

とする」こともあるので注意.

定理 54. 位相空間 (X,O)について以下は同値.

1. X はハウスドルフ (T2)である.

2. 対角線集合∆ = {(x, x)|x ∈ X}は (X,O)× (X,O)上で閉集合である.

3. 任意の x ∈ X について xの閉近傍 (閉集合でその内部が xを含むもの)の共通部分集

合は {x}である.

定理 55. 位相空間 (X,O)について以下は同値.

1. X は正則空間である.
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2. 任意の x ∈ X について xの閉近傍全体の集合が基本近傍系となる.

定理 56. 位相空間 (X,O)について以下は同値.

1. X は正規空間である.

2. 閉集合 F と開集合U について F ⊂ U ならばある開集合 V があって F ⊂ V ⊂ V ⊂ G

となるものが存在する.

4.2 ウリゾーンの補題と距離化定理.

定理 57 (ティーツェの拡張定理). 位相空間 (X,O)を正規空間とし, A ⊂ X を閉集合とす

る. 任意のA上の連続関数 f :→ Rについてある連続関数 F : X → Rが存在して F |A = f

となる.

定理 58 (ウリゾーンの補題). 位相空間 (X,O)を正規空間とする. A,Bを互いに交わらな

い閉集合とするとき, ある連続関数 f : X → Rで f(X) ⊂ [0, 1], f(A) = {0}, f(B) = {1}と
なるものが存在する

定理 59 (ウリゾーンの距離化定理). 第 2加算公理を満たす正規ハウスドルフ空間は距離化

可能である.

定理 60. 第 2加算公理を満たす正規空間は正則である.

4.3 コンパクト

定義 61. (X,O)を位相空間とする.

1. 集合族G ⊂ P(X)が部分集合A ⊂ X を被覆するとは A ⊂ ∪V ∈GV となることであ

る. 特にGが開集合族のとき, GはAの開被覆という

2. 部分集合A ⊂ X がコンパクトであるとは, 任意のAの開被覆G ⊂ O について, ある

有限個の元 V1, . . . , Vl ∈ GがあってA ⊂ ∪l
i=1Viとなること.

例 62. Rn上の部分集合 A ⊂ Rnについて Aがコンパクトであることは有界閉集合であることと

同値である.これはハイネボレルの被覆定理である.

例 63. 距離空間上のコンパクト集合は有界閉集合であるが逆は一般には成り立たない.
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定理 64.

1. コンパクト空間の閉集合は常にコンパクトである.

2. f : X → Y を位相空間 (X,OX)から位相空間 (Y,OY )への連続写像とする. A ⊂ X

をコンパクト集合とする時, f(A)は Y のコンパクト集合である.

例 65. コンパクト集合の実連続値関数は常に最大値と最小値をもつ. これは f : X → Rを連続関
数とし, X をコンパクトとすると f(X)はコンパクトであるので, ハイネボレルの被覆定理から有

界となるためである.

定理 66.

1. ハウスドルフ空間のコンパクト集合は閉集合である.

2. コンパクト空間からハウスドルフ空間への連続写像は閉写像である. 特にコンパクト

空間からハウスドルフ空間への全単射連続写像は同相写像である.

3. コンパクトハウスドルフ空間は正規である.

定理 67 (チコノフの定理). {Xλ}λ∈Λ を位相空間の集合系とする.Xλ がコンパクトならば∏
λ∈ΛXλはコンパクトである.

注意 68. 選択公理はチコノフの定理と同値な命題である. (世の中には選択公理を認めない人もい

る. 内田本もそのような記述が多い). http://alg-d.com/math/ac/に選択公理と同値な命題が

ほぼ網羅されている.

定義 69. (X,O)を位相空間とする.

1. X が局所コンパクトであるとは任意の点に対してあるコンパクトな近傍が存在する

こと.

2. A ⊂ X が相対コンパクトであるとはAがコンパクトであること.

例 70. Rnはコンパクトではないが局所コンパクトである.

例 71. 相対コンパクトな開近傍を持つ位相空間は局所コンパクトであるが逆は正しくない.

定理 72. 局所コンパクトハウスドルフ空間のコンパクトな近傍全体は基本近傍系になる.

つまり任意の点 xの近傍 U についてあるコンパクト集合K があって, x ∈ K かつK ⊂ U

となる. 特に局所コンパクトハウスドルフ空間は正則である.
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定義 73. 位相空間 (X,O)について, Xに含まれない点p∞を付け加えた集合X∗ = X∪{p∞}
を考える.X∗の部分集合族O∗を

O∗ = {M ⊂ X∗|p∞ ̸∈ M,M ∈ O} ∪ {M ⊂ X∗|p∞ ∈ M,X∗ \M コンパクト }

で定める. (X∗,O∗)はコンパクトな位相空間となる. この位相空間 (X∗,O∗)は (X,O)の

一点コンパクト化 (アレクサンドロフのコンパクト化)といい p∞を無限遠点という.

定理 74. 位相空間 (X,O)の一点コンパクト化を (X∗,O∗)とする.

1. (X∗,O∗)がハウスドルフ空間であることは (X,O)が局所コンパクトハウスドルフ空

間であることと同値である.

2. X が (X∗,O∗)で稠密であることは (X,O)がコンパクトでないことと同値である.

例 75. R2の一点コンパクト化は S2と同相である.

4.4 連結性

定義 76. 位相空間 (X,O)とする. X が連結であるとは, 任意の部分集合 U ⊂ X が開集合

かつ閉集合となるならば U = X またはX = ∅となること. A ⊂ X が部分位相に関して連

結であるとき, AをX の連結集合という

例 77. Rは連結である.

例 78. X = (0, 1) ∪ (2, 3]に Rの部分位相を入れる. このときX は連結ではない. (2, 3]が開集合

かつ閉集合であるためである.

例 79. 位相空間X の任意の点 x ∈ X について {x}は連結集合である.

定理 80.

1. f : X → Y を位相空間の連続写像とする. A ⊂ X が連結ならば f(A) ⊂ Y は連結で

ある.

2. 位相空間X の部分集合A,BについてA ⊂ B ⊂ AかつAが連結ならば, Bも連結で

ある.

3. X を位相空間とし, {Mλ}λ∈Λを部分集合族とする. Mλが連結で ∩λ∈ΛMλ ̸= ∅なら
ば ∪λ∈ΛMλも連結である.

4. {Xλ}λ∈Λを連結な位相空間族とすると
∏

λ∈ΛXλも連結である

例 81 (中間値の定理). Xを連結な位相空間とし f : X → Rを連続な実関数とする. x, y ∈ Xの f

における値を α = f(x), β = f(y), α < β とする. このとき任意の γ ∈ (α, β)についてある z ∈ X

が存在して γ = f(z)となる.
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[証] もしそのような z ∈ X が存在しないとするとX = f−1(−∞, γ) ∪ f−1(γ,∞)となりX の

連結性に矛盾する.

定義 82. (X,O)を位相空間とする.

1. xを含む最大の連結集合をxを含む連結成分という.

2. 各点の連結成分が全て一点集合である位相空間を完全不連結という.

4.5 局所連結・弧状連結

定理 83. (X,O)を位相空間とする. 次は同値である.

1. 任意の x ∈ X とその任意の近傍 N について xの連結な近傍 U があって U ⊂ N と

なる.

2. X の任意の開部分空間の各連結成分は開集合である.

3. X の連結な開集合全体がO の開基となる.

上の性質を満たすX は局所連結であるという.

定義 84. (X,O)を位相空間とする.

1. X が弧状連結であるとは任意の x, y ∈ X について, ある連続関数 f : [0, 1] → X が

あって x = f(0), y = f(1)となること.

2. X が局所弧状連結であるとは, 任意の x ∈ X とその任意の近傍N について xの弧状

連結な近傍 U があって U ⊂ N となること.

関係としては次のとおりである.

連結+局所弧状連結 +3

&.

弧状連結 +3連結

局所弧状連結 +3局所連結

逆は成り立たない.
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5 内田伏一 集合と位相 8章 (§26-§28)まとめ

5.1 距離空間の完備性・完備化

定義 85. (X, d)を距離空間とする.

1. {xn}∞n=1 がコーシー列であるとは, 任意の ϵ > 0についてある正の整数 N があって,

N < nならば d(xn, xN ) < ϵとなること.

2. (X, d)が完備であるとは任意のコーシー列が常にX の点に収束すること.

定義 86. 任意の距離空間 (X, d)について, ある距離空間 (X̃, d̃)と i : X → X̃があって次を

満たすとする.

1. (X̃, d̃)は完備である.

2. i は (X, d) から (X̃, d̃) への等長写像である. つまり任意の x, y ∈ X について

d̃(i(x), i(y)) = d(x, y)である.

3. i(X)は X̃ において稠密である.

このような完備距離空間 (X̃, d̃)を (X, d)の完備化という.

定理 87 (完備化の存在). 任意の距離空間は完備化を持ち, その完備化は等長写像の差を除

いて唯一に定まる.

例 88. Qはユークリッド位相に関して完備ではないが, Rは完備である.

例 89. Qのユークリッド位相に関する完備化は Rである.

定理 90 (縮小写像の原理). (X, d)を距離空間とする. ある連続写像 f : X → Xと 0 < c < 1

があって, 任意の x, y ∈ X について

d(f(x), f(y)) ≦ cd(x, y)

であると仮定する. X が完備ならば, f(a) = aとなる点 a ∈ X がただ一つ存在する.

定理 91 (ベールのカテゴリー定理). 完備距離空間 (X, d)の加算個の稠密な開集合Gnにつ

いて, ∩∞
n=1Gnは稠密である.　
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5.2 コンパクト距離空間

定義 92. 距離空間 (X, d)が全有界であるとは, 任意の ϵ > 0についてある x1, . . . , xnがあっ

てX = N(x1, ϵ) ∪ · · · ∪N(xn, ϵ)となること.

定理 93. 全有界な距離空間は第 2可算公理を満たす.

定理 94. 距離空間 (X, d)に関して次は同値.

1. (X, d)はコンパクト

2. (X, d)の任意の点列は収束する部分列を持つ

3. (X, d)は全有界かつ完備

例 95. 閉区間 [0, 1]はRの有界閉集合であるのでコンパクトである. よって [0, 1]上の任意の点列

は収束する部分列を持つ (ボルツァーノ-ワイエルシュトラスの定理)
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6 内田伏一 集合と位相 9章 (§29-§30)

6.1 写像空間

定理 96. X をコンパクト空間とし

C(X) := {f : X → R|f は実数値連続関数 }

とする. f, g ∈ C(X)に関して

δ(f, g) = sup
x∈X

{|f(x)− g(x)|}

とおく. このとき (C(X), δ)は完備距離空間になる. またこの距離により位相を C(X)の

一様収束位相と呼ぶ.

一様収束位相による収束列を一様収束列とも呼ぶ.

定義 97. X をコンパクト空間とし, C(X)の部分集合を Sとする

1. Sが一様有界であるとは,ある正の数K > 0があって任意のf, g ∈ Sについてδ(f, g) ≦
K となること.

2. Sが同程度連続であるとは, 任意の ϵ > 0と任意の x ∈ Xについてある xの近傍U が

存在して任意の f ∈ Sと y ∈ U について |f(x)− f(y)| < ϵとなること

定理 98 (アスコリ-アルツェラの定理). Xをコンパクト空間とし, C(X)の部分集合を Sと

するC(X)の一様収束位相に関して Sが相対コンパクト (つまり Sがコンパクト)であるこ

とは Sが一様有界かつ同程度連続であることと同値. 特に Sの任意の点列 {fn}n∈Nは Sに

収束する部分列を持つ.

定理 99 (ストーン-ワイエルシュトラスの近似定理). X をコンパクト空間とし, Sを次の 2

条件を満たす C(X)の部分多元環 (任意の f, g ∈ S と c ∈ Rについて f + g ∈ S, fg ∈ S,

cf ∈ Sとなる集合)とする.

1. 任意の相異なる x, y ∈ X についてある f ∈ Sがあって f(x) ̸= f(y).

2. 任意の x ∈ X についてある g ∈ Sがあって g(x) ̸= 0.

このとき Sは C(X)の一様収束位相に関して稠密である.

例 100. 任意の [0, 1]上の実数値関数 f と任意の正の数 ϵについて, ある実数多項式 P があって任

意の x ∈ X について |f(x) − P (x)| < ϵが成り立つ. これは S ⊂ C([0, 1])を実数多項式からなる

部分多元環としてストーン-ワイエルシュトラスの近似定理を使えば良い.

21



6.2 コンパクト開位相

定義 101. X,Y を位相空間とし, C(X,Y )をXから Y への連続写像の全体集合とする. 部

分集合A ⊂ X, B ⊂ Y について

W (A,B) := {f ∈ C(X,Y )|f(A) ⊂ B}

とおき, K ⊂ X がコンパクト集合で U ⊂ Y が開集合であるようなW (K,U)の全体からな

る集合をS とする. S が生成する位相を C(X,Y )のコンパクト開位相という.

注意 102. X がコンパクトならば C(X)の一様収束位相とコンパクト開位相は一致する.

例 103. 部分集合 A ⊂ X, 閉集合B ⊂ Y についてW (A,B)はコンパクト開位相において閉集合

である.

定理 104. X を位相空間, Y を局所コンパクトハウスドルフ空間とする. このとき値写像

Φ : C(X,Y )×X → Y

(f, x) 7−→ f(x)

は連続である.

定理 105.

1. Y がハウスドルフ空間ならば C(X,Y )もハウスドルフである.

2. Y が正則空間ならば C(X,Y )も正則である.
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