
2023年度 幾何学基礎 2(位相空間論)演義 期末レポート 1枚目

提出日 2024年 2月 6日 (火) 15時 10分 00秒 (日本標準時刻)

学籍番号: 名前

問題の下に答えを書きこの用紙を提出してください. 裏面も使用して良い.

第 1問. (X, d)を距離空間とし, {xk}∞k=1 を X の点列とする. {xk}∞k=1 がコーシー列であり,

ある部分列 {xki}∞i=1 が α ∈ X に収束するならば, {xk}∞k=1 は αに収束することを示せ. ただし

0 < k1 < k2 < · · · であると仮定して良い.



2023年度 幾何学基礎 2(位相空間論)演義 期末レポート 2枚目

提出日 2024年 2月 6日 (火) 15時 10分 00秒 (日本標準時刻)

学籍番号: 名前

問題の下に答えを書きこの用紙を提出してください. 裏面も使用して良い.

第 2問. Rに関して部分集合の族Uc ⊂ P(R)を次で定める.

Uc = {V ⊂ R|R \ V は有限集合 } ∪ {∅}

1. (R,Uc)は位相空間になることを示せ.

2. {0}は (R,Uc)で開集合になるか? また閉集合になるか?

3. (R,Uc)はハウスドルフではないことを示せ.

4. (R,Uc)は連結であることを示せ.

5. (R,Uc)はコンパクトであることを示せ.



2023年度 幾何学基礎 2(位相空間論)演義 期末レポート 3枚目

提出日 2024年 2月 6日 (火) 15時 10分 00秒 (日本標準時刻)

学籍番号: 名前

問題の下に答えを書きこの用紙を提出してください. 裏面も使用して良い.

第 3問. 以下 f : X → Y を位相空間の間の連続写像とする. 次の問いに答えよ.

1. f が単射かつ Y がハウスドルフならば, X もハウスドルフであることを示せ.

2. f が全射かつX が連結ならば, Y も連結であることを示せ.

3. f が全射かつX がコンパクトならば, Y もコンパクトであることを示せ.



2023年度 幾何学基礎 2(位相空間論)演義 期末レポート 4枚目

提出日 2024年 2月 6日 (火) 15時 10分 00秒 (日本標準時刻)

学籍番号: 名前

問題の下に答えを書きこの用紙を提出してください. 裏面も使用して良い.

第 4問. R2に対し同値関係∼を

(x1, y1) ∼ (x2, y2) ⇔ x1 − x2 ∈ Zかつ y1 − y2 ∈ Z

で定め, 2次元トーラス T 2 := R2/ ∼とする. π : R2 → T 2という商写像により T 2に商位相を入

れる. 次の問いに答えよ. ただし Rnにはユークリッド位相を入れたものを考える. また授業で示

した定理や期末レポート第 3問の結果を用いて良い.

1. T 2はコンパクト空間であることを示せ.

2. f : R2 → S1 × S1を f(s, t) = (cos 2πs, sin 2πs, cos 2πt, sin 2πt)とする. このときある連続

写像 f̃ : T 2 → S1 × S1で f = f̃ ◦ πとなるものが存在することを示せ.

3. S1 × S1 ⊂ R4に相対位相を入れる. S1 × S1はハウスドルフであることを示せ.

4. f̃ は全単射であることがわかっている. これを用いて f̃ は同相写像であることを示せ. また

T 2はハウスドルフ空間であることを示せ.



2023年度 幾何学基礎 2(位相空間論)演義 期末レポート 解答例

第 1問. (X, d)を距離空間とし, {xk}∞k=1 を X の点列とする. {xk}∞k=1 がコーシー列であり,

ある部分列 {xki}∞i=1 が α ∈ X に収束するならば, {xk}∞k=1 は αに収束することを示せ. ただし

0 < k1 < k2 < · · · であると仮定して良い.

[解答例] 任意の ϵ > 0についてあるN > 0があって, N < nならば d(xn, α) < ϵであることを

示せば良い. 以下 ϵ > 0を固定する. {xk}∞k=1はコーシー列なので,あるN1があって, N1 < n,mな

らば d(xm, xn) <
ϵ
2 となる. 部分列 {xki}∞i=1が α ∈ X に収束するので, あるN2があって, N2 < n

ならば d(xkn , α) <
ϵ
2 となる. また 0 < k1 < k2 < · · · の仮定から, n ≤ knである.

よってN = max(N1, N2)とおくと, N < nならばN < n ≤ knであるので,

d(xn, α) ≤ d(xn, xkn) + d(xkn , α) <
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

となる. よって {xk}∞k=1は αに収束する.

今回期末レポートの解答を配った理由は次のとおりです.

1. 期末試験の勉強に役立てて欲しいから.

2. 普通にレポートを出すとレポートを写す学生が現れるから. 現状レポート丸写しを罰

する方法はあんまりないです. (ちなみにレポート丸写しはすぐバレます. )

なおこの解答を写せばレポートを提出したことにはなります. ただ期末試験前にレポートを

解答丸写しする時間があるのであれば, その時間を使って位相の勉強をした方が良いと思い

ませんか? このレポートが期末試験の勉強に役立つことを祈っております.

なお解答を配布しているため, (ガイダンスでも言ったことですが)期末レポートの演習点は

非常に低いです. このレポートは演習で発表しなかった人への救済措置用でもあります. 演

習で発表しなかった人は必ず提出してください.



第 2問. Rに関して部分集合の族Uc ⊂ P(R)を次で定める.

Uc = {V ⊂ R|R \ V は有限集合 } ∪ {∅}

1. (R,Uc)は位相空間になることを示せ.

2. {0}は (R,Uc)で開集合になるか? また閉集合になるか?

3. (R,Uc)はハウスドルフではないことを示せ.

4. (R,Uc)は連結であることを示せ.

5. (R,Uc)はコンパクトであることを示せ.

[解答例] 1. 位相の 3条件を調べる.

条件 1. X \X = ∅より, X ∈ Uc. 定義から∅ ∈ Ucである.

条件 2. U1, . . . , Un ∈ Ucならば ∩n
i=1Ui ∈ Ucを示す. ある iで Ui = ∅ならば ∩n

i=1Ui = ∅ ∈ Ucで

ある. 全ての iで Ui ̸= ∅ならば

R \
n∩

i=1

Ui =
n∪

i=1

(R \ Ui)

により右辺は有限集合の有限和であるため有限集合である. よって ∩n
i=1Ui ∈ Ucである.

条件 3. {Uλ}λ∈ΛをUcの元からなる集合系ならば∪λ∈ΛUλ ∈ Ucを示す. 全ての λでUλ = ∅ならば
∪λ∈ΛUλ = ∅ ∈ Ucである. ある λ0で Uλ0 ̸= ∅ならば

R \
∪
λ∈Λ

Uλ ⊂ R \ Uλ0

により右辺は有限集合であることから, R \∪λ∈ΛUλも有限集合である. よって∪λ∈ΛUλ ∈ Uc

である.

2. {0} ̸= ∅かつ R \ {0}は無限集合であるので, {0}は開集合ではない. 一方 R \ {0}は
R \ (R \ {0}) = {0}であるため開集合である. よって {0}は閉集合である.

3. ハウスドルフでないこと, つまり「ある 2点 a, b ∈ Rがあって, 任意の開集合 a ∈ U, b ∈ V

について U ∩ V ̸= ∅」を示せば良い.

a = 0, b = 1とする. 0を含む開集合 U と 1を含む開集合 V について, (R \ U) ∪ (R \ V )は有

限集合なので, (R \ U) ∪ (R \ V )に属さない Rの元 xが取れる.

R \ (U ∩ V ) = (R \ U) ∪ (R \ V )

であることから, x ∈ U ∩ V であり, U ∩ V ̸= ∅である.

4. 「U が空でない開集合かつ閉集合ならば, U = Rであること」を示せば良い.

U を空でない (R,Uc)の開集合かつ閉集合とする. U は空でないので, R \U は有限集合である.

もしR \U ̸= ∅であれば, R \U は開集合なので, U は有限集合となるが, R = U ∪ (R \U)により

Rが有限集合になり矛盾する. よって R \ U = ∅であり, U = Rとなる.

5. {Uλ}λ∈Λを Rの開被覆とする. ある有限個の元 Uλ0 , . . . , Uλl
があって R = ∪l

i=0Uλi
である

ことを示す.

0 ∈ Rよりある λ0 があって 0 ∈ Uλ0 である. Uλ0 = Rならば, Rは 1個の元 Uλ0 で被覆さ

れている. よって, Uλ0 ̸= Rとして良い. このときある有限個の元 n1, . . . , nl があって Uλ0 =

R \ {n1, . . . , nl}とかける. よって ni ∈ Uλi
となる開集合 Uλi

を取れば, R = ∪l
i=0Uλi

である.



2023年度 幾何学基礎 2(位相空間論)演義 期末レポート 解答例

第 3問. 以下 f : X → Y を位相空間の間の連続写像とする. 次の問いに答えよ.

1. f が単射かつ Y がハウスドルフならば, X もハウスドルフであることを示せ.

2. f が全射かつX が連結ならば, Y も連結であることを示せ.

3. f が全射かつX がコンパクトならば, Y もコンパクトであることを示せ.

[解答例] 1. x, yを相異なるX の元とする. 2点 x, yを分離するX の開集合が存在することを

示せば良い.

f は単射なので f(x) ̸= f(y)である. Y はハウスドルフなので, Y の開集合 U, V で f(x) ∈ U ,

f(y) ∈ V , U ∩ V = ∅となるものが取れる. f は連続なので, f−1(U), f−1(V )はX の開集合であ

る. 以上より x ∈ f−1(U), y ∈ f−1(V ), f−1(U) ∩ f−1(V ) = ∅であるので, X はハウスドルフで

ある.

2. U を Y の空でない開集合かつ閉集合とする. U = Y であることを示せば良い.

f は連続なので, f−1(U)はX の開集合かつ閉集合である. f は全射なので, f−1(U)は空集合

ではない. よってX は連結なので, f−1(U) = X である. f は全射であるので,

U = f(f−1(U)) = f(X) = Y

となる.1よって Y は連結である.

3. {Uλ}λ∈Λを Y の開被覆とする. ある有限個の元 Uλ0 , . . . , Uλl
で Y が被覆されることを示せ

ば良い.

f は連続なので, f−1(Uλ)はX の開集合となり, {f−1(Uλ)}λ∈ΛをX の開被覆である. X はコ

ンパクトなので, ある有限個の元 f−1(Uλ0), . . . , f
−1(Uλl

)があってX = ∪l
i=0f

−1(Uλi
)となる. f

は全射なので, f(f−1(Uλi
)) = Uλi

である. よって

Y = f(X) = f

(
l∪

i=0

f−1(Uλi
)

)
=

l∪
i=0

f(f−1(Uλi
)) =

l∪
i=0

Uλi

である. よって Y はある有限個の元 Uλ0 , . . . , Uλl
で被覆されており, Y はコンパクトである.

1U = f(f−1(U))は f が全射のときに成り立つ.(一般には成り立たない. なぜなのか考えよ.)



第 4問. R2に対し同値関係∼を

(x1, y1) ∼ (x2, y2) ⇔ x1 − x2 ∈ Zかつ y1 − y2 ∈ Z

で定め, 2次元トーラス T 2 := R2/ ∼とする. π : R2 → T 2という商写像により T 2に商位相を入

れる. 次の問いに答えよ. ただし Rnにはユークリッド位相を入れたものを考える. また授業で示

した定理や期末レポート第 3問の結果を用いて良い.

1. T 2はコンパクト空間であることを示せ.

2. f : R2 → S1 × S1を f(s, t) = (cos 2πs, sin 2πs, cos 2πt, sin 2πt)とする. このときある連続

写像 f̃ : T 2 → S1 × S1で f = f̃ ◦ πとなるものが存在することを示せ.

3. S1 × S1 ⊂ R4に相対位相を入れる. S1 × S1はハウスドルフであることを示せ.

4. f̃ は全単射であることがわかっている. これを用いて f̃ は同相写像であることを示せ. また

T 2はハウスドルフ空間であることを示せ.

[解答例] 1. [0, 1]2に R2の相対位相をいれる. π|[0,1]2 : [0, 1]2 → T 2は全射連続写像であること

を示す.

全射性 任意の t ∈ T 2について π(x, y) = tとなる (x, y) ∈ R2がある. z = x− [x], w = y − [y]とお

く. (ただし [x]は xの整数部分を表す.)　すると (z, w) ∈ [0, 1]2であり, (x, y) ∼ (z, w)であ

ることから π(z, w) = π(x, y) = tとなる. よって π|[0,1]2 : [0, 1]2 → T 2は全射である.

連続性 包含写像 [0, 1]2 → R2は連続であり, 商写像 π : R2 → T 2は連続であるので, その合成であ

る π|[0,1]2 : [0, 1]2 → T 2も連続である.

[0, 1]2は R2の有界閉集合であるのでコンパクトである. よって π|[0,1]2 : [0, 1]2 → T 2は全射連続

写像なので, T 2もコンパクトとなる.

2. (s, t) ∼ (s′, t′)ならば，f(s, t) = f(s′, t′)であることを示す. 同値関係の定義から, s− s′ =

m, t− t′ = nとなるm,n ∈ Zが存在する. よって

f(s, t) = (cos 2πs, sin 2πs, cos 2πt, sin 2πt)

= (cos 2π(s′ +m), sin 2π(s′ +m), cos 2π(t′ + n), sin 2π(t′ + n))

= (cos 2πs′, sin 2πs′, cos 2πt′, sin 2πt′) = f(s′, t′)

を得る. 以上より商写像の性質から, 連続写像 f̃ : T 2 = R2/ ∼→ S1 × S1で f = f̃ ◦ πとなるもの
が存在する.

3. 包含写像 S1 × S1 ⊂ R4は単射な連続写像であり, R4はハウスドルフなので, S1 × S1もハ

ウスドルフである.

4. f̃ : T 2 → S1 × S1はコンパクト空間からハウスドルフ空間への連続全単射写像であるので

同相写像である. また S1 × S1がハウスドルフであり, f̃ は単射連続写像なので T 2はハウスドル

フとなる.2

2f̃ が同相であることからでも出る. 同相ならハウスドルフ性・連結性・コンパクト性はうつりあうので (なぜか考
えよ.)



2023年度 幾何学基礎 2(位相空間論)演義 期末レポート おまけの問題

提出日 2024年 2月 6日 (火) 15時 10分 00秒 (日本標準時刻)

学籍番号: 名前

この問題は興味本位で作った問題である. 必ずしも全員が提出する必要はなく, 意欲がある人

のみ提出してください. なお厳密にチェックしていないため問題文が間違っている可能性もある.

その場合は解答用紙にその部分を指摘すること.

問題の下に答えを書きこの用紙を提出してください. 裏面も使用して良い. また解答用紙が足

りない場合は, 別途A4サイズの用紙を付け足して良い. その場合はホッチキスで止めること.

おまけの問題. 2023年 12月 24日 M1グランプリ決勝戦でのさや香の漫才において「見せ算」

というものがあった. この演算の基本的なルールは, dM : R× R → Rとして x, y ∈ Rについて

dM (x, y) =

max(|x|, |y|) (x ̸= y)

0 (x = y)

というものである.3 彼らは四則演算として見せ算を定義していたが, 私はこれは四則演算ではな

く距離関数として捉えた方が都合がいいのではないかと思った. 以下の問いに答えよ.

1. dM は Rの距離関数であることを示せ. 以下UdM をこの距離 dM によって導かれる Rの位
相とする.

2. A := R \ {0}とし, Aに (R,UdM )の相対位相を入れる. Aは離散位相空間であることを示せ.

3. Rのユークリッド位相をUEucとする. UdM とUEucの位相の強弱を判定せよ.

4. (R,UdM )の連結性・コンパクト性を判定せよ.

5. (R,UdM )の可分性・第一可算性・第二可算性を判定せよ.

6. (R,UdM )は完備な距離空間であることを示せ.

7. B := [−1, 1]とし, Bに (R,UdM )の相対位相を入れる. Bは有界な閉集合であるが, コンパ

クトではないことを示せ.

8. (R,UEuc)から (R,UdM )への連続写像を全て求めよ.

9. その他思いつく限り, この空間の面白い性質を調べよ.4

3なおこの演算には他に細かいルールがあるが, 我々は学部生なので大学院の内容には踏み込まず, 基本的なルール
でのみ考えることにする.

4上の問題は私が思いついたものをそのまま書いただけである. 私は自分でもわからないものを答えていく感じで問
題を作っており, 今までの問題もこのように作った.


